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ELEMENTI  DI  GEOMETRIA 

"^^X^^        CAPITOLO  I 
^^^*^NOZIONI  FONDAMENTALI 


Preliminari. 


"\, 


^ 


1.  La  scienza,  che  ci  disponiamo  ad  esporre,  si 
chiama  Geometria.  E  una  scienza  di  ragionamento  :i 
tale,  cioè,  che  in  essa  ogni  asserzione  dev^  essere  su- 
bito giustificata,  ed  ogni  concetto,  che  ad  essa  ap- 
partenga^ dev^  essere  esattamente  definito. 
^A^  Ma  poiché  la  Geometria  non  fa  seguito  a  nessun^al- 
'^tra  scieLa,  e  definire  una  cosa  vuol  dire  indicarla  a 
parole,  e  questo  non  si  può  fare  se  non  per  mezzo  di 
^  relazioni  che  la  cosa  da  definire  ha  con  altre  che  de- 
^vono  esser  note,  è  manifesto  che  ci  devono  essere  con- 
"^ cotti  (uno  almeno)  che  non  si  potranno  definire  e  che 
'^i  dovranno  intendere  conosciuti.  H  che  equivale  a 
^  dire  che  ci  devono  essere  parole,  quelle  appunto  che 
esprimono  i  concetti  che  non  si  possono  definire,  il 
cui  significato  si  deve  supporre  noto,  senz'altro. 

Cosi,  ad  es.,  poiché  la  parola  forma  è  una  di 
quelle  a  cui  abbiamo  pur  ora  accennato,  potremmo 
chiedere,  a  chi  sta  leggendo,  presentandogli  un  dado 
ed  una  palla,  se  i  due  oggetti  hanno,  o  no,  mede- 
sima forma;  e  ciò  neir ipotesi  che  egli  non  debba 
profittare,  per  rispondere,  di  nessun  insegnamento 
che  potesse  aver  ricevuto. 

Le  cognizioni  fondamentali  della  G-eometria  ce 
le  procuriamo,  si  può  dire  inconsciamente^  nelle  re^ 


ì 
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lazìoni  in  cui  per  mezzo  dei  sensi  ci  troviamo  col 
mondo  materiale;  dimodoché  la  Q-eometria,  ne'  suoi 
primordi,  è  una  scienza  sperimentale.  "Nei  seguito  essa 
è  induttiva  e  principalmente  deduttiva,  perchè  dalle 
nozioni  fondamentali,  esercitando  la  nostra  intelli- 
genza, ragionando,  ne  traiamo  conseguenze,  tutte  in- 
teressanti nel  riguardo  speculativo  ;  molt«  anche  per 
le  applicazioni  che  se  ne  possono  fare  alle  necessità 
della  vita. 

Enti  geometrici  fondamentaii. 

^.  L^ente  principale  della  G-eometria  è  lo  spazio. 

Non  sapendo  concepire  interruzioni,  ne  limiti  dello 
spazio,  diciamo  che  lo  spazio  è  continuo  ed  illimitato. 

Possiamo  concepire  parti  dello  spazio,  e  suddi- 
viderle idealmente,  senza  fine.  Perciò  diciamo  che  lo 
spazio  è  divisibile  indefinitamente* 

Non  sapendo  concepire  diversità  intrinseche  tra 
parti  dello  spazio,  diciamo  che  lo  spazio  è  omogeneo. 

Pensando  ad  una  parte  dello  spazio,  siamo  in 
grado  di  pensarne  poi  un'altra  distinta  e  indipendente 
(in  estensione)  dalla  precedente,  e  poi  in  simil  modo 
una  terza,  una  quarta,  e  avanti  senza  fine.  Perciò 
diciamo  che  lo  spazio  è  infinito. 

Non  possiamo  concepire  che  lo  spazio  od  una  sua 
parte  si  muova;  perciò  diciamo  che  lo  spazio  è  immobile. 

9*  Osservando,  ad  es.,  un  pezzo  di  vetro  (dimen- 
ticando, se  le  abbiamo,  certe  sottili  cognizioni,  che 
in  questo  momento  ci  riuscirebbero  importune),  siamo 
indotti  a  pensare  un  corpo  contimio,  omogeneo  [2], 
trasparente,  con  superfijcie  levigata^  di  forma  e  grat^ 
dezza  invariabili.  Se  deliberatamente  prescindiamo  da 
ogni  altra  qualità  del  pezzo  di  vetro,  quali  sarebbero, 


ad  es.,  la  specie  della  materia,  il  peso,  ecc.,  ottaniamo 
tsiò  che  si  chiama  solido  o  corpo  geometrico. 

4.  Kon  sentiamo  bisogno  di  spiegare  che  cosa 
sia  la  superficie  di  un  corpo.  D' altronde  non  è  pos- 
sibile di  farlo. 

Imaginando  che  un  corpo  sia  composto  di  due 
parti,  otteniamo,  in  ciò  che  le  due  parti  hanno  in  co- 
mune, una  superfi^e.  Ed  invero,  staccando  le  parti,  ciò 
che  esse  avevano  in  comune^  diventa  parte  delle  loro 
superficie. 

Imaginando  che  la  grossezza  di  un  f  ogUo  sottile 
diminuisca  sino  ad  annullarsi,  si  ottiene  che  le  due 
superficie  (pagine)  del  foglio  si  confondano  in  una 
sola.  Cosi  otteniamo  il  concetto  di  superficie  indi- 
pendentemente da  quella  di  solido  a  cui  essa  appar- 
tenga. (}). 

5.  Un  filo  sottile^  concepito  senza  grossezza,  sve- 
glia in  noi  il  concetto  di  linea  (geometrica). 

Mettendo  a  contatto  le  estremità  d'un  filo,  ci  pro- 
curiamo ridea  di  linea  senza  estremità. 

6.  Un  corpo  piccolissimo,  concepito  senza  gran- 
dezza (^),  dà  origine  allMdea  àipimio  (geometrico). 

(})  Si  può  obiettare  che,  annnUcuado,  sia  pare  idealmente, 
la  grossezza  d'un  foglio,  anche  il  foglio  si  annulla,  sparisce. 
Obiezioni  si  possono  fare,  non  irra^onevoU  e  in  gran  quan- 
tità, a  chi  comincia  a  parlare  di  G-eometria.  Ma  egli  tira  innan- 
zi, senza  dar  retta,  impaziente  di  arrivare  in  campo  sereno. 

(^  Corpo  senza  grandezza  è  un  non  senso.  Noi  non  sap- 
piamo pensare  un  corpo  per  quanto  piccolo,  che  non  abbia 
una  certa  forma  e  grandezza  ;  e  però  esso  non  è  imagine  dei 
punto  geometrico.  Intorno  al  concetto  di  punto  si  potrebbe 
parlar  senza  fìne,  senza  approdare  a  nulla  di  sodisfacente;  è 
quindi  meglio  passar  oltre.  D'altra  parte  cotale  silenzio  non 
ha  deplorevoli  conseguenze. 
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Se  una  lin^a  ha  estremità,  codeste  estremità  sono 
punti.  Imaginando  di  mettere  a  coincidere  le  eetre^ 
mità  di  due  linee,  i  due  punti  si  vengono  a  confon- 
dere in  un  punto  solo,  che  sarebbe  cosi  il  limite  co^ 
mune  di  due  parti  contigue  di  linea.  Si  può  pen* 
sare  che  la  linea  sia  stata  tagliata  (divisa)  in  cotal 
punto,  del  quale  si  dice  che  è  segnato  sulla  linea, 
che  appaHiene  alla  Unea;  si  dice  anche  che  questa 
passa  per  quel  punto. 

Poiché  una  linea  (come  un  filo)  si  può  tagliare 
in  innumerevoli  posti,  in  una  linea  esistono  innume- 
revoli punti. 

Così  si  può  dire  che  anche  in  una  superficie  e 
in  un  solido  si  possono  segnare  innumerevoli  punti. 

^    Non  e'  è  nessuna  differenza  tra  punto  e  punto  ; 
perciò  si  dice  che  tutti  i  punti  sono  eguali. 

Strisciando  sul  terreno  la  punta  di  un  bastone, 
facendo  scorrere  la  punta  d^una  matita  sopra  una 
parete,  sopra  un  ciottolo,  ecc.,  si  traccia  una  linea 
materiale.  Da  questo  fatto  vien  Tidea  di  un  punto 
geometrico,  che  si  muova  lasciando  traccia  del  suo 
movimento  ;  la  qual  traccia  è  una  linea.  (^). 

Possiamo  imaginare  che  un  punto  percorra  l'orlo, 
il  contorno  d'una  superficie  (una  superficie  può  non 
aver  contorno  ;  non  ne  ha,  ad  es.,  la  superficie  d'una 
palla).  Ne  segue  che  il  contorno  d'una  superficie,  che 
ne  abbia,  è  una  linea. 

6.  Una  linea,  una  superficie,  un  solido  sono  enti 
compiutamente  eterogenei  tra  loro. 

{})  Ma  non  per  qnesto  possiamo  pensare  che  una  linea 
«ia  composta  di  pnnti.  Se  dne  pnnti  si  toccano,  essi  si  con- 
fondono in  un  punto  solo  e  punti  distinti  non  formano  una 
linea. 


-*'^ 
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V.  Una  linea  ha  forma  ed  estensione;  T esten- 
sione d^una  linea  dicesi  la  lunghezza  di  quella  linea. 

Lnaginando  di  piegar  variamente  un  filo  metal- 
lico, troviamo  che  date  linee,  possono  avere  forme 
differenti  tra  loro  e  lunghezze  ugnali. 

8.  Una  superficie  ha  forma  ed  estensione;  T esten- 
sione d'una  superficie  si  dice  Varea  di  quella  superficie. 

Imaginando  di  piegar  variamente  un  foglio  di 
carta,  troviamo  che  date  superficie  possono  avere 
forme  differenti  tra  loro  ed  aree  uguali. 

9.  Un  solido  ha  forma  ed  estensione;  T esten- 
sione di  un  solido  dicesi  il  volume  di  quel  solido. 

Foggiando  variamente  della  creta,  ci  avvediamo 
che  dati  solidi  possono  avere  forme  differenti  tra 
loro  e  volumi  eguali. 

10.  I  concetti  di  lunghezza^  di  area,  di  volume 
son  concetti  primitivi,  fondamentali  della  Geometria. 
Sono  indipendenti  Tuno  dalP altro;  ce  li  procuriamo 
tutti  e  tre  con  T  esperienza,  cioè  con  T  osservazione 
del  mondo  materiale.  Supponendo  di  conoscere  due 
di  essi,  non  si  potrebbe  dedurne,  ragionando,  il  ri- 
manente. Introdurremo  nel  seguito  questi  concetti 
con  proposizioni  appropriate. 

11.  n  punto  non  ha  ne  forma,  ne  estensione. 
19.  I  solidi,  le  linee,  le  superficie,  i  pnnti  si  di- 
cono enti  geometrici. 

Un  sistema  di  enti  geometrici  si  dice  figura. 

Ora  possiamo  dire  che  la  G-eometria  è  la  scienza 
che  tratta  delle  figure,  studiandone  le  proprietà  e 
le  mutue  relazioni. 

La  Geometria  non  si  occupa  di  linee,  di  super- 
ficie, di  solidi  qualunque;  ma  soltanto  di  certe  linee, 
di  certe  superficie,  di  certi  solidi  che  presentano  una 
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certa  semplicità,  certe  proprietà  semplici,  dalle  quali, 
ragionando,  se  ne  deducono  delle  altre. 

Si  agevola  lo  studio  delle  figure,  rappresentan- 
dole alla  meglio  con  disegni,  aiutandosi  con  T  ima- 
ginazione quando  si  tratti  di  figure  che  non  si  po- 
trebbero adagiare  sul  foglio  del  disegno. 

Un  punto  si  rappresenta  con  una  macchietta 
d'inchiostro  o  di  gesso  o  d'altro,  secondo  il  caso,  e 
accanto  dell' imagine  del  punto  si  scrive  una  lettera 
maiuscola,  che  si  usa  come  nome  del  punto. 

Quando  torni  opportuno,  le  lìnee^  di  cui  si  deve 
parlare,  si  distinguono  con  lettere  minuscole;  e  le 
superficie  con  lettere  greche.  (Ma  non  ci  faremo  scru- 
polo di  violare  talvolta  quest'uso). 

Che  cosa  sia  un  Trattato  di  Geometria. 

13.  Abbiamo  già  avvertito  che  nelle  relazioni  col 
mondo  fijsico,  ognuno  impara  a  conoscere  molte  pro- 
prietà delle  figure.  (^). 

Tra  le  proprietà  delle  figure  ci  sono  delle  relazioni 
per  modo  che,  meditando  su  alcune  proprietà,  avviene 
che  altre  se  ne  scoprono,  perchè  sono  conseguenze 
necessarie  delle  prime. 

!.#•  Le  proprietà  delle  figure,  che  si  assumono 
come  fondamentali,  intendendo  che  siano  accettate 
senza  discussione,  si  dicono  postulati.  (^). 

P)  Leggi  geometriclie  si  scorgono  nell'  universo,  e  tanto 
che  Platonb,  richiesto  di  che  si  occupasse  Iddio,  rispose:  ^eo- 
tnetrizza,  E  che  nozioni  geometriche  chiare  ne  possegga  anche 
chi  non  sa  dir  una  parola  relativa  ad  esse,  lo  ha  messo  in 
evidenza  già  Socbatb,  nel  Menane, 

(^  Da  postulo,  domando.  Chi  espone  la  Greometria  viene 
adire:  accettate,  senza  discutere,  queste  proprietà  delle  figure; 
state  poi  a  sentire  quali  conseguenze  se  ne  possono  ricavare. 


—  11  — 

15.  Una  conseguenza  logica  de' postillati  si  dice 
^teorema.  Il  ragionamento,  che  prova  codesta  dipen- 
'denza,  si  dice  dimostrazione  del  teorema. 

16.  Un  trattato  di  Geiometria  è  un  elenco  ragio- 
nato delle  principali  proprietà  delle  figure,  tale,  cioè^ 
kSol^  ciascuna  proprietà,  purché  non  sia  un  postulato^ 
ò  seguita  dalla  sua  dimostrazione. 

IV.  Quando  due  proprietà  di  una  figura  non 
hanno  lo  stesso  grado  d'evidenza,  ma  si  possa  pro- 
vare che  la  meno  evidente  deriva  necessariamente 
dall'altra,  quella  finisce  col  godere  lo  stesso  grado 
di  certezza  di  questa. 

Poiché  il  grado  di  certezza  d^un  teorema  è  quello 
Messo  dd  postulato  o  deU  insieme  dei  postulati  dai  quali 
è  dedotto,  i  postulati  devono  sodisfare  alla  condi- 
zione di  godere  della  massima  evidenza.  Per  questo 
poi  che  il  numero  delle  proprietà  geometriche  evi- 
dentissime è  notevole,  nella  scelta  de'  postulati  ri- 
mane dell'arbitrario.  (^). 

JLS.  Per  rispetto  alla  scelta  de' postulati  la  G^eo- 
metria  si  distingue  in  razionale  ed  intuitiva.  La  prima 
è  una  scienza  di  ragionamento,  nella  quale  ogni  as- 
serzione, quando  si  possa,  è  seguita  da  una  giustifi- 
<}azione.  In  questa^  per  conseguenza,  ci  si  sforza  di 
ridurre  i  postulati  al  minor  numero  possibile,  e  non 
si  desiste  dal  tentativo  di  ricavare  dagli  altri  cia- 
scuno dei  postulati  ammessi,  finché  non  sia  ricono- 
sciuto che  esso  è  da  quelli  indipendente.  (^). 

(^)  Noi  assumiamo  a  postulati  le  stesse  proprietà  delle  fi- 
gure che  sono  state  scelte  a  questo  ufficio  da  Eucude.  H  nu- 
mero de' nostri  è  maggiore,  ma  solo  apparentemente,  dacché  di 
quelli,  che  non  si  trovano  negli  Elementi  d^  Euclide^  il  geometra 
greco  ha  fatto  uso  ammettendoli  tacitamente. 

(^  Per  ragione  di  oppurtunità  avviene  che  si  lasci  nella 
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Pertanto  nella  Gheometria  razionale,  che  è  quella, 
che  intendiamo  di  sviluppare  nel  seguito,  non  si  può 
dir  sempre  che  la  dimostrazione  di  una  proposizione 
valga  anche  ad  aumentarne  la  certezza. 

Nella  cosi  detta  Geometria  intuitiva  invece  si  as- 
sumono come  postulati,  con  maggiore  larghezza,  le 
proprietà  delle  figure  che  son  manifeste^  e  si  dimo- 
strano quelle  altre  allo  intento  che  non  se  ne  possa 
dubitare,  e  quindi  se  ne  possano  fare  applicazioni 
senza  timore  di  ingannarsi. 

19.  Poiché  addurre  un  postulato  è  chiedere  una 
concessione,  non  si  fa  uso  senza  necessità  neanche 
di  un  postulato  già  ammesso.  (}), 

Del  movimento. 

so.  Nello  studio  della  Geometria  è  spesso  op- 
portuno imagìnare  che  una  data  figura  si  muova,  in 
modo  più  o  meno  determinato. 

categoria  de'  postulati  qualche  proposizione  che  pur  si  saprebbe 
dedurre  logicamente  dalle  precedenti  e  porre  perciò  nella  ca- 
tegoria dei  teoremi.  Questo  si  fa  in  particolare  quando  la  di- 
mostrazione sarebbe  troppo  difficile  o  poco  attraente  per  il 
principiante;  talché  potrebbe  suscitargli  avversione  allo  studio. 
(Un  po' di  metodo  froebeliano  non  guasta  neanche  se  usato> 
con  chi  non  sia  più  bambino). 

(^)  Questo  canone,  che  pur  costituisce  il  maggior  titolo 
d'onore  del  vecchio  EuoLmB,  non  è  generalmente  apprezzato,  ne 
seguito. 

N^li  Elementi  d'EtuaUde^  ad  es.,  del  postulato  della  pa- 
rallela, accennato  da  bel  principio,  non  si  fa  uso  nel  seguito^ 
quando  se  ne  può  far  di  meno.  Cosi  del  metodo  di  sovrappo- 
sizione, usato  per  la  dimostrazione  dell' ^uaglianza  delle  fi- 
gure, includente  il  postulato  del  movimento,  non  se  ne  vede 
fatto  uso  altro  che  nei  casi  fondamentali;  poi  si  fa  ricorso 
ad  altri  mezzi,  per  quanto  ne  risulti  una  dimostrazione  meno 
semplice. 
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Quando  si  imagina  che  una  figura  si  muova,  si 
sottintende  che  nella  figura  non  avvenga  per  questo 
nessun  mutamento,  ne  di  forma^  ne  di  estensione^  di- 
modoché due  figure,  che  siano  dedotte  da  una  stessa 
col  muoverla  (che  siano  due  posizioni  diverse  di  una 
stessa  figura),  sono  eguali  tra  loro.  Q).  Possiamo  espri- 
mere lo  stesso  concetto  dicendo  che  le  figure  della 
Geometrìa  si  pensano  dotate  di  assoluta  rigidità.  (^). 

Determiniamo  Tuso  che  intendiamo  di  fare  del 
movimento  mediante  il  seguente: 

SI.  Postulato  del  moTlmeiito. 
1**.  Qualunque  figura  si  può  muovere  nello  spazio 
e  in  modo  che  un  suo  punto  assegnato  qucdunque  vada 
a  coincidere  con  un  altro  punto  assegnato  qualunque 
dello  spazio.  (®). 

2^.  Una  figura  può  muoversi  pur  rimanendo  fermo 
uno  de  suoi  punti. 

S^.  Una  figura  può  muoversi  pur  rimanendo  fermi 
due  de'  suoi  punti. 

{})  La  parola  eguale  è  qui  usata  nel  suo  senso  primo^  prin- 
cipale (senza  sottintesi),  clie  non  può  essere  definito,  perchè 
concetto  fondamentale,  A  guisa  di  commento  si  può  aggiungere 
che  in  Geometrìa  si  dicono  eguali  due  figure,  quando  non  si 
saprebbe  trovar  tra  esse  alcuna  differenza,  diversità,  che  non 
dipenda  solo  da  ciò  che  esse  occupano  posti  distinti  nello  spa- 
zio. Se  due  figure  occupano  anche  lo  stesso  posto  nello  spazio, 
allora,  oltre  che  eguali,  esse  sono  coincidenti. 

(2)  Attribuiamo  codesta  invariabilità  di  forma  ed  esten- 
sione non  soltanto  ai  solidi;  ma  anche  alle  superficie,  alle 
Hnee,  alle  figure  composte  unicamente  di  punti  e  a  quelle 
risultanti  da  una  combinazione  qualunque  dei  predetti  enti 
geometrici. 

(^  La  possibilità  del  movimento,  senza  uno  scopo  e  senza 
limitazione,  non  serve  a  nulla,  epperò  non  se  ne  fa  un  po- 
.  stulato. 
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SIS.  Quando  una  figura  si  muove  restando  fermo 
uno  de^  suoi  punti,  od  un  punto  con  essa  collegato  in-* 
variabilmente,  si  dice  che  essa  (ed  ogni  ente  apparte- 
nente ad  essa)  ruota  intorno  a  quel  punto  come  centro. 

53.  Cor.  (}).  Un  punto  si  può  muovere  in  modo 
da  percorrere  una  linea.  [21,  1**]. 

54.  Per  esprimere  che  un  punto  si  muove  sopra 
una  linea  senza  mai  ritornare  in  posizioni  già  prese 
(almeno  prima  che  non  abbia  percorsa  tutta  la  linea)^ 
si  dice  che  il  punto  percorre  quella  linea  in  una  dat& 
direzione  o  verso. 

Un  punto  può  percorrere  una  linea  in  una  dire- 
zione,  oppure  in  un^ altra,  opposta,  contraria  alla  prima. 

Un  punto,  che  percorra  tutta  intera  una  linea^ 
descrive,  genera  quella  linea. 

Se,  percorrendo  tutta  una  linea  in  direzione  co- 
stante,  un  punto  perviene  in  fine  nella  posizione  pri- 
mitiva, la  linea  si  dice  chitisa. 

55.  La  conoscenza  di  relazioni  particolari  tra  enti 
geometrici  appartenenti  a  due  figure  può  bastare  per 
poter  asserire  che  le  due  figure  sono  eguali  tra  loro. 
La  dimostrazione  di  codesta  eguaglianza  si  ottiene 
provando  che,  col  trasportare  e  disporre  conveniente- 
mente una  delle  figure  [20;  21, 1*^,  2**,  3**],  si  può  otte- 
nere che  ogni  punto  di  ciascuna  di  esse  coincida  con 
un  punto  deir  altra.  (*). 

0)  Si  dice  corollario  una  consegaenza  di  xm  postulato» 
d'un  teorema,  d'una  definizione,  ed  in  generale  di  proposi- 
zioni precedenti,  quando  la  correlazione  sia  cosi  immediata  ed 
evidente  da  poter,  se  si  vuole,  omettere  la  dimostrazione. 

Talvolta  una  proposizione  si  dice  corollario  di  un^  altra 
(che  si  accenna)  per  esprimere  che  è  di  questa  principalmente 
che  essa  è  una  immediata  conseguenza. 

(^)  Quando  si  possa,  dimostreremo  l'eguaglianza  di  due  * 
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Indicheremo,  per  iscrìtto,  P  eguaglianza  di  due 
figure,  frammettendo  il  segno  =  ai  due  simboli  che 
siano  stati  adottati  per  indicare  le  due  figure.  (^). 

^36.  Se  due  figure  sono  eguali,  ciascun  ente  del- 
l^una  si  dice  corrispondente  (omologo)  di  quell^ente  del- 
r  altra,  col  quale  viene  a  coincidere,  quando  le  due 
figure  sian  fatte  coincidere. 

Se  due  figure  uguali  si  possono  far  coincidere  in 
più  modi^  si  può  stabilire  in  più  modi  una  corrispon- 
denza tra  i  loro  elementi. 

La  retta. 

»7.  Tra  le  linee  considereremo  in  primo  luogo 
le  rette.  Imagine  di  una  parte  di  retta  è  offerta  da  un 
filo  teso. 

Le  proprietà  d^ogni  retta,  dalle  qusJi  si  possono 
ricavare  le  altre  mediante  ragionamento,  sono  espresse 
dal  seguente  postulato  (il  quale  adunque,  in  certo 
modo,  tien  luogo  di  definizione  della  retta).  (^. 

S8«  Postulato  della  retta. 

Tra  le  linee  ve  ne  ha  di  quelle  che  si  dicono  rette,  ed 
esse  possiedono  tutte  le  seguenti  proprietà: 

figure  provando,  in  base  a  ciò  che  si  sa  delle  stesse,  che  esse 
sono  eguali  ad  una  terza.  E  cosi  faremo  (imitando  Euclide) 
anche  quando  riuscirebbe  più  spedita  la  dimostrazione  usando 
del  metodo  della  sovrapposizione.  [19]. 

(^)  Il  segno  H  è  un  doppio  segno  d'eguaglianza.  Significa 
che  le  due  fiigure,  alle  quali  si  riferisce,  sono  eguali,  rispetto 
ad  ambedue  le  qualità,  di  forma  cioè  e  di  eètensUme. 

(^  Il  postulato  differisce  dalla  definizione  in  questo  che 
la  definizione  assegna  nomi  ad  enti  che  si  sanno  esistere,  od 
assegna  ad  enti  proprietà,  la  cui  possibilità  è  stata  accertata 
con  dimostrazione. 
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1^.  Qualunque  punto  di  una  retta  divide  (^)  la  retteti 
in  due  parti.  (*). 

2^.  Ciascuna  détte  partii  in  cui  una  retta  è  divise^ 
da  un  stw  punto  qualunque^  rotando  intorno  a  questo 
punto  [21,  2°]  può  venire  a  passare  per  un  punto  qua-- 
ìunque  assegnato  nétto  spazio.  (^). 

3^.  Una  retta  è  individuata  da  due  suoi  punti  qtui-* 
lunque.  (*). 

4°.  Una  retta  può  muoversi  in  due  direzioni  oppo^ 
ste,  passando  sempre  per  due  dati  punti  deJlo  spazio. 

(^)  Un  punto  d'una  linea  divide  la  linea,  quando  si  possano 
segnare  sulla  linea  due  punti  in  modo  che,  volendo  andare  dal- 
l'uno all'altro  percorrendo  là  linea  [23],  è 
necessario  passare  per  il  punto  di  divi- 
sione. 

Ad  es.,  il  punto  A,  della  linea  qui  ac- 
canto, non  divide  la  linea.  Neanche  il 
punto  D  non  la  divide.  IL  punto  B  la  di- 
vide in  due  parti,  e  il  punto  C  in  tre. 

Se  un  punto  divide  una  linea,  due  altri  punti  della  linea 
stessa  si  dicono  cadere  da  bande  opposte  del  punto  di  divisione 
nel  caso  che  non  si  possa  andare  dall'uno  aU' altro,  percorrendo 
la  linea,  senza  passare  per  il  primo  punto  ;  altrimenti  si  dirà  che 
i  due  punti  cadono  da  una  stessa  banda  del  punto  di  divisione. 

(^)  Con  queste  parole  si  esprime  che  la  retta  è  una  linea 
infinita,  ininterrotta,  aperta.  Se  avesse  punti  estremi,  o  d' arre- 
sto, questi  non  avrebbero  la  proprietà  di  dividerla.  Se  la  retta 
(od  anche  soltanto  una  parte  di  essa)  fosse  chiusa^  ci  sareb- 
bero punti  che  non  la  dividerebbero. 

(^)  Con  queste  parole  si  esprime  (in  maniera  da  poterlo 
sfruttare)  il  modo  di  estendersi  della  retta  da  ambedue  le  bande 
d'un  suo  punto  qualunque.  (Una  linea  può  essere  indefìnita,  e 
ciò  non  pertanto  esser  tutta  compresa  in  uno  spazio  limitato). 

(*)  S'intende  dire  che,  conoscendo  due  punti  di  una  retta, 
essa  non  si  può  confondere  con  nessun*  altra.  Od  anche  che  per 
due  punti  non  passa  che  una  retta  sola.  Ossia  che  :  se  due  rette 
ha/nno  due  punti  in  comune,  esse  coincidono. 
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S9.  Poiché  una  retta  è  individuata  da'  due'  suoi 
punti  qualunque  [28,  3^],  per  indicare  una  retta  basta 
indicare  due  suoi  punti.  Cosi  la  retta,  che  passa  per 
cLxie  punti  J.,  B^  si  accenna  scrivendo  :  la  retta  ABj  e 
leggendo:  la  retta  A,  B. 

Le  due  parti,  nelle  quali  una  retta  è  divisa  da  un 
suo  punto,  si  dicono  ra^gi  (uscenti  da  quel  punto). 
Un  raggio  si  accenna  nominando  il  punto  ond'esce 
(V origine  del  raggio)  e  un  altro  punto  qualunque  del 
raggio  stesso. 

30«  Teor.  JPer  due  punti  qualunque  dello  spazio 
si  può  far  passare  una  retta, 

I^lm.  Infatti,  condotta  una  retta  a  passare  per 
uno  dei  punti  dati  [21,  1°],  (}),  facendola  poi  rotare 
intorno  a  codesto  punto,  si  può  [28,  2°]  ottenere  che 
essa  vada  a  passare  anche  per  l'altro  punto  dato. 

31.  Quando  si  fa  passare  una  retta  per  due  dati 
punti  J.,  J?,  si  dice  che  si  tira,  che  si  conduce  la 
retta  AB. 

L^  istromento  ideale,  con  cui  si  tira  la  retta  che 
passa  per  due  punti,  si  dice  riga. 

3IS.  Teor.  Per  uno  stesso  punto  passano  innume- 
revoli rette  distinte. 

Idilli.  Sia  A  il  punto  dato,  e  si  faccia  passare 
per  questo  punto  una  retta  qualunque.  [30].  Poi,  preso 
nello  spazio  un  punto  B  ad  arbitrio,  che  non  appar- 
tenga alla  retta,  si  faccia  passare  una  retta  per  i 
due  punti  A  e  B.  Le  due  rette  oltre  del  punto  A  non 
hanno  nessun  altro  punto  in  comune,  giacché,    se 

0  Qualunque  linea  data  può  [21,  1^]  esser  condotta  a 
passare  per  un  punto  dato.  Per  la  prima  parte  della  dimostra- 
zione non  si  deve  adunque  tirar  in  campo  il  postulato  della 

ietta. 

2 
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Tin  altro  &e  avessero,  coinciderebbero  compiutamente 
[28,  8^];  ma  allora  avrebbero  in  cornane  anche  il 
pnnto  B, 

Ed  ora,  scelto  nello  spazio  un  punto  C,  che  noi% 
appartenga  a  nessuna  delle  rette  considerate,  e  fatta 
passare  una  retta  per  A  e  per  (7,  si  ha  una  terza, 
rètta,  che  passa  per  A  ed  è  distinta  dalle  precedenti. 
E  cosi  via. 

33.  Teor.  Due  rette  si  possono  rendere  coinci-^ 
denti  in  modo  che  un  raggio  assegnato  deWuna  coin* 
dda  con  un  raggio  assegnato  delValtra. 

Idilli.  Infatti,  considerando  i  raggi  MA,  NC  di 
due  rette  AB,  CD,  si  può  [21,  1^]  cominciare  a 
trasportare  la  retta  AB  cosi  ^ 

che  il  punto  M  cada  in  N\       — r 1 

poi,  facendola  rotare  intomo 

ad  N,  finché  il  raggio  MA       \ 


passi  per  un  punto  del  rag* 

gio  NC  [28,  2*"],  si  ottiene  [28,  3°],  che  esso  divenga 
coincidente  col  raggio  NC,  e  coincidenti  anche  le 
due  rette. 

34.  Cor.  !**•  Tutti  i  raggi  sono  eguali.  Q), 

35.  Cor.  J5^.  Tutte  le  rette  sono  eguali. 

30.  Teor.  Una  retta  può  muoversi  pur  coinci^ 
dendo  sempre  con  una  retta  fissa. 

I^lm.  Basta  infatti,  perchè  ciò  abbia  luogo,  che  la 
retta  mobile  passi  costantemente  per  due  punti  qua« 
lunque  [28,  4°]  della  retta  fissa.  [28,  3"*]. 

37.  Quando  una  retta  si  muove  nel  modo  indi- 
cato nel  precedente  teorema,  si  dice  che  la  retta  scorre 

(^)  Si  può  dunque  dire  che  qualsivoglia  punto  d'una  retta 
divide  la  retta  in  parti  eguali.  Ma  questa  proprietà,  per  quanta 
speciosa,  non  basterebbe  per  definire  la  retta. 
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su  se  stessa.  Lo  scorrimento  può  aver  luogo  in  una  di- 
rezione o  nella  direzione  opposta. 

38.  Quando  una  figura  ruota  intorno  a  due  punti 
fissi  A,  B,  [21,  3°],  rimangono  fermi  tutti  i  punti  della 
figura  che  sono  sulla  retta  AB,  perchè  questa  retta 
non  si  muove.  [28,  3^].  Perciò  cosiffatto  movimento 
si  dice  rotazione  intorno  a  quella  retta,  e  questa  si 
chiama  Vasse  della  rotazione. 

Il  segmento. 

39.  Due  punti  di  una  retta  dividono  la  retta  in  tre 
parti;  quella  limitata  dai  due  punti  si  dice  segmento 
(segmento  di  retta,  tratto)  \  le  altre  due  parti  sono  due 
raggi,  e  si  dicono  i  prolungamenti  del  segmento,  dal- 
l'una e  dall'altra  banda  di  esso.  I  due  punti  si  dicono 
i  termini,  le  estremità  del  segmento.  Si  dice  anche 
che  il  segmento  unisce  i  suoi  estremi,  che  è  compreso 
tra  questi,  o  tra  le  due  figure  a  cui  rispettivamente 
appartengano  questi  punti  ;  ecc. 

Il  segmento,  che  termina  nei  punti  A,  B,  si  indica 
dicendo  il  segmento  A,  B  (oppure  il  segmento  J5,  A). 

49.  Postulato  della  lungrhezza. 

Una  linea  finita  ed  una  sua  parte  qualunque  non 
possono  essere  uguali.  (^). 

41.  Teor.  Qualunque  segmento  è  invertibile. 

(^)  Con  questo  postulato  si  introduce  in  G^eometria  il  con- 
cetto fondamentale  di  lunghezza  d'una  linea.  Ed  invero,  se  una 
parte  d^una  linea  finita  potesse  essere  uguale  alla  linea  intera, 
una  parte  d'una  linea  e  l'intera  avrebbero  medesima  lunghezza, 
il  che  ripugna  al  concetto  che  abbiamo  di  lunghezza. 

Il  presente  postulato  corrisponde,  per  il  caso  di  linea  fi- 
nita, all'assioma  d'EucuDE  :  il  tutto  è  maggiore  della  (di  qualunque) 
«uà  parte. 
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Idilli.  Sia  uà  segmento  AB  qualunque;  imagi* 
niamo  che  sia  posto  sopra  una  retta  MN.  Dico  che  si 
può  disporre  il  segmento  in  modo  che  il  punto  B  cad& 
dove  si  trovava  il  punto  A,  e  che  questo  punto  vada 
a  cadere  dove  si  trovava  il  punto  B. 

Infatti,  posto  il  punto  B  in  A  e  fatto  [34]  che  il 
segmento  si  disponga  sul  raggio  AN^  il  punto  A  deve 
cadere  in  B  ;  dacché, 

se  cadesse  invece  in    "^      j^  g      "J^,     "^ 

A\  allora  i  due  seg- 
menti AB^  AA\  perchè  posizioni  distinte  d'un  me- 
desimo segmento,  sarebbero  uguali,  e  ciò  non  può  es- 
sere. [40]. 

^%.  Dati  due  segmenti  AB,  CD,  imaginiamo  di 
voler  riconoscere  se  sono  uguali.  Se  mai  ha  luogo  que- 
sto caso,  ad  una  estremità  d'un  segmento  deve  corri- 
spondere una  estremità  dell'altro.  [26].  La  prova  della 
sovrapposizione  può  dunque  cominciare  in  quattro 
modi,  dacché  si  può  mettere  Cva  A  od  in  -B,  oppure 
si  può  cominciare  ponendo  D  in  JL  od  in  B, 

Trasportiamo  intanto  [34]  il  raggio  CD  sul  rag- 
gio AB. 

Se  il  punto  D  cade  in  B,  si  conchiude  [28,  3^]  che 
i  segmenti  sono  uguali. 

Se  il  punto  D  non  cade  in  5,  ma  ad  es.  in  D',  al- 
lora senza  bisogno  di  fare 

gli  altri  tre  saggi,  possiamo      — | | | — 

conchiudere  che  i  due  seg-         ^'  ^' 


menti  non  possono  diventar      — ^ Ì 

coincidenti.  [41]. 

Se  due  segmenti  JLJB,  CD  non  sono  eguali,  per- 
chè, ad  es.,  sovrapponendoli  in  modo  che  C  cada  in  A^ 
il  termine  D  non  cade  in  B  (ma  in  D*\  allora  uno  dei 
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segmenti  è  aguale  ad  una  parte  deir  altro*  Ciò  si 
esprime  dicendo  che  il  primo  è  minare  del  secondoy 
od  anche  che  questo  è  maggiore  del  primo. 

Per  indicare  che  un  segmento  CD  è  uguale  ad 
una  parte  di  AB  (che  è  minore  di  AB),  si  scrive: 
CD  <  AB    oppure    AB  >  CD. 

43.  Due  segm^iti,  che  abbiano  una  estremità 
in  comune  e  nessun  altro  punto  in  comune,  si  di- 
cono consecutivi. 

Se  due  segmenti  consecutivi  giacciono  sopra  una 
stessa  retta,  i  due  segmenti  si  dicono  consecutivi  ed 
allineati. 

44.  Ponendo  due  segmenti  così  che  siano  con-» 
secativi  ed  allineati,  si  ottiene  un  segmento  del  quale 
i  dati  sono  parti,  e  che  si  dice  somma  di  questi  due 
segmenti. 

Ciascuno  dei  due  segmenti  si  dice  differenza  tra 
la  somma  ed  una  delle  parti. 

Aggiungendo  alla  somma  di  due  segmenti  un 
terzo,  si  ottiene  la  somma  dei  tre  segmenti  ;  ecc. 

45*  Teor.  La  somma  di  più  segmenti  non  viene 
alterata,  se  si  muta  V  ordine  in  cui  si  succedono  gli 
addendi. 

Idilli.  Infatti;  invertendo  [41]  il  segmento  com- 
posto di  due  addendi  consecutivi,  si  muta  F ordine  di 
due  addendi  consecutivi,  senza  alterare  la  somma.  E 
mediante  lo  scambio  replicato  di  due  addendi  con-» 
secutivi  si  può  ottenere  ohe  gli  addendi^  che  si  suc- 
cedevano in  un  certo  ordine,  si  succedano  in  un  al* 
tro  ordine  voluto  qualunque. 

46.  Cor.  Dovendo  far  la  somma  di  più  segmenti, 
si  può  dividerli  comunque  in  parti,  e  sommar  poi 
queste  parti  in  un  ordine  qualunque. 
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47.  Per  significare  V  addizione  ed  anche  la  somni4Bt 
di  quanti  si  vogliano  segmenti  A  S,  CD,  -KjP...,  si  scrivo  : 

^jB  +  CD  +  UF  +  .  .  . 
Per  significare  la  sottrazione  e  quindi  anche  la  dif- 
ferenza tra  due  segmenti  AB,  CD,  posto  che  AB  sia  il 
maggiore  (o  almeno  non  sia  minore  deiraltro),  siscriver 

AB  —  CD. 
Se  il  resto  della  sottrazione  sia  eguale,  ad  es.,  al 
segmento  UF,  si  significherà  ciò  scrivendo  : 

AB  —  CD  =  EF. 

48.  I^ef.  Un  segmento,  le  cui  estremità  si  trovino 
una  sopra  una  figura  e  V  altra  sopra  un^  altra,  si  dice 
distanza  delle  due  figure,  qtiando  nessun  altro  seg- 
mento, che  sia  compreso  anch'esso  tra  le  due  figure^ 
possa  esser  minore  del  primo, 

49.  Oss.  La  definizione  di  distanza  vale  anche 
nel  caso  che  una  delle  figure  o  ciascuna  di  esse  sia 
un  punto.  Perciò  la  distanza  di  due  punti  è  il  seg* 
mento  tra  essi  compreso. 

Cosi,  avendo  tre  punti  A,  B,  C,  ove  si  sappia  es- 
sere AB  =  J.  (7,  si  può  dire  che  il  punto  A  k  equidi- 
stante dai  punti  B,  C,  o  che  questi  sono  equidistanti 
dal  punto  A. 

Se  due  figure  hanno  uno  o  più  punti  in  comune 
la  loro  distanza  è  nulla. 

50.  Supponiamo  che  siano  date  due  figure  e  che 
ci  sia  proposto  ^di  trovar  due  punti  che  appartenga- 
no, uno  ad  una  figura,  T  altro  all^  altra,  e  che  ab* 
biano  tra  loro  distanza  data;  siano  cioè  posti  talmente 
che  il  segmento  che  li  unisce  sia  eguale  ad  un  seg- 
mento dato*  Poiché  è  con  un  segmento  ohe  si  ac- 
cenna la  distanza  di  due  figure,  si  comprende  choi 
quando  un  segmento  si  dice  distanza  di  due  figura. 


—  23  — 

ciò  che  si  considera  non  è  il  segmento  stesso  nella 
posizione  per  la  quale  è  detto  distanza  di  due  figure, 
ma  più  veramente  la  lunghezza  del  segmento. 

Il  piano. 

51.  Tra  le  superficie  consideriamo  in  primo  luogo 
i  piani.  Imagine  di  una  parte  di  piano  è  offerta  da 
uno  specchio  d' acqua  tranquilla* 

Le  proprietà  d^ogni  piano,  dalle  quali  si  pos- 
sono logicamente  dedurre  le  altre,  sono  espresse  dal 
seguente  postulato  (che  tien  quindi  luogo,  in  certo 
modo,  anche  di  definizione  di  codesta  superficie). 

59.  Postulato  del  piano. 

Tra  le  superficie  ve  ne  sono  di  quelle  chiamate 
piani,  le  qxwli  possiedono  tutte  le  seguenti  proprietà  : 

1^.  Una  retta,  se  passa  per  due  punti  di  un  piano, 
ffiace  nel  piano» 

2^.  Ogni  retta  di  un  piano  divide  (^)  U  piano 
in  due  parti  (^). 

3**.  Facendo  rotare  un  piano  intorno  ad  una  sua 
retta  qualunque  [21,  3**;  38],  qualsivoglia  deUe  parti, 

(^)  Si  dice  che  una  linea  d' una  snperficie  divide  la  snper^ 
fiele,  qaando  si  possono  segnare  sa  questa  due  punti  in  modo 
che  qualunque  linea,  che  unisce  i  due  punti  e  giace  sulla  su- 
perfìcie, deve  incontrare  necessariamente  la  linea  di  divisione. 
Due  punti  cosi  posti  si  dicono  giacere  sulla  superficie  da  bande 
^oipposte  rispetto  alla  linea.  Similmente  due  figure  situate  in  una 
superfìcie  si  dicono  da  bande  opposte  d*una  linea  di  divisione, 
se  tali  sono  rispetto  a  questa  linea  un  punto  qualunque  d'una 
figura  e  un  punto  qualunque  dell'altra. 

(^)  Le  parti,  in  cui  un  piano  è  diviso  da  una  retta  qua^ 
lunque,  sono  due,  perchè,  presi  nel  piano  due  punti,  che  siano 
da  bande  opposte  della  retta,  e  poi  preso  un  terzo  punto  qua- 
lunque del  piano,  da  questo  punto  si  può  andare,  restando  sul 
piano,  ad  uno  solo  dei  due  primi,  sensa  incontrare  la  retta. 
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in  cui  il  piano  è  diviso  dalla  retta,  può  esser  condotta 
a  passare  per  un  punto  assegnato  arbitrariamente  ndlq 
spazio. 

4**.  Se  due  rette  di  un  piano  hanno  un  punto  in 
comune,  i  raggi,  in  cui  una  delle  rette  è  divisa  dal 
punto  comune,  sono  da  bande  opposte  rispetto  alVal^ 
tra  retta.  {}). 

5^.  Un  piano  p%4Ò  muoversi  così  che,  mentre  una 
sua  retta  scorre  su  se  stessa  in  quale  si  voglia  delle 
due  direzioni  [37],  esso  passi  costantemente  per  un 
punto  dello  spazio  estemo  alla  retta. 

6^.  Un  piano  può  rotare  in  due  sensi  opposti  in^ 
torno  ad  un  suo  punto  qualunque  e  nel  tempo  stesso 
passare  costantemente  per  due  punti  dello  spazio  che 
non  sono  allineati  (*)  col  centro  di  rotazione. 

7^.  Un  piano  divide  lo  spazio  in  due  parti.  ('). 

8^.  Se  una  retta  ha  con  un  piano  un  punto  solo 
in  comune  (*),  i  due  raggi,  in  cui  la  retta  è  divisa 
da  quel  punto,  sono  da  bande  opposte  del  piano. 

(^)  Quando  due  rette  hanno  un  punto  in  comune,  si  dice  che 
8i  tagliano,  che  siseganOf  che  sHnconirano  in  quel  punto,  il  quale 
8i  dice  punto  d' intersezione  o  d' incontro  delle  due  rette;  ecc. 

{?)  Per  esprimere  che  tre  o  più  punti  possono  appartenere 
ad  una  stessa  retta,  si  dice  che  quei  punti  sono  allineati, 

(^  Si  dice  che  una  superficie  divide  lo  spazio  (od  un  sor 
lido)  quando  si  possono  prendere  due  punti  dello  spazio  (o 
del  solido)  in  modo  che  qualunque  linea,  che  li  unisce  (senza 
uscire  dal  solido),  deve  incontrare,  necessariamente  la  super-- 
ficie.  Due  punti  cosi  posti  si  dicono  esaere  da  bande  opposta 
rispetto  alla  superficie.  Similmente  si  dice  che  due  figure  sono 
situate  da  bande  opposte  d'una  superficie,  se  tali  sono,  rispetto 
alla  superficie,  due  punti  qualunque  che  appartengano,  uno  a^ 
una  figura  e  V  ahro  all'  altra. 

(^}  Se  una  retta  passa  per  un  punto  di  un  piano  e  per  un; 
punto  che  non  appartenga  al  piano,  essa  non  ha  con  quel  piaDjC^ 


E 


D 
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S3«  Teor.  Per  tre  punti  qualunque^  che  non 
siano  allineati^  si  può  far  passare  un  piano,  ed  uno 
soltanto.  (^). 

Idilli*  Siano  A,  J5,  C  tre  punti  qualunque;  però  la 
retta,  che  passa  per  due  [30],  non  contenga  anche  il 

terzo.  Si  vuol  dimostrare 
che  un  piano  si  può  con- 
fp  durre  a  passare  per  i  tre 

punti  ;  e  che,  se  due  piani 
B  passano  entrambi  per  i 
tre  punti,  essi  coincidono. 
Preso  un  piano  qualun- 
que, e  tirata  in  esso  una 
retta  ad  arbitrio,  si  muova  poi  tutta  la  figura,  cosi  da 
ottenere  [30]  che  la  retta,  e  con  essa  il  piano,  passino 
per  due  dei  punti  dati,  sia  ad  es.,  per  i  punti  J.,  B.  Indi 
si  faccia  rotare  il  piano  intorno  alla  retta  AB,  finche 
esso  passi  per  il  punto  (7,  [52, 3**].  Cosi  intanto  resta 
provato  che  per  i  tre  punti  Ay  B,  C  passa  un  piano. 
Imaginiamo  ora  che  un  secondo  piano  sia  con* 
dotto  anch'esso  a  passare  per  gli  stessi  tre  punti  A, 
jB,  C  Proveremo  che  i  due  piani,  che  chiameremo  ce  e  fi, 
coincidono. 

Intanto  i  due  piani  contengono  entrambi  [52,  1^] 
la  retta  AB,  perchè  essa  ha  con  ciascuno  due  punti 
in  comune.  Sia  D  un  punto  del  piano  a,  che,  rispetto 
alla  retta  AB,  sia  dalla  banda  opposta  di  C  [52,  2^], 
e  si  tiri  CD.  Questa  retta,  poiché  ha  due  punti  in  co- 
altro che  quel  ponto  in  comnne,  dacché,  se  nn  altro  ne  avesse, 
essa  giacerebbe  [52, 1°]  nel  piano;  ma  allora  non  passerebbe 
più  per  quel  punto  che  non  appartiene  al  piano. 

(^)  Ossia:  un  piano  è  individuato  da  tre  punti,  purché  non 
siano  allineati. 
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mane  col  piano  a,  giace  in  esso  [52,  1^];  e  perchè  i 
punti  C  e  D  giacciono  da  bande  opposte  della  A£j  la 
CD  incontra  questa  retta;  dicasi  U  il  punto  d'incon- 
tro. Poiché  C  ed  jE  appartengono  al  piano  /?,  a  questo 
piano  appartiene  [52,  1^]  la  retta  CU  e  quindi  anche 
il  punto  B, 

Ed  ora  prendasi,  nel  piano  a,  un  punto  F  qualun- 
que, cosi  che,  rispetto  alla  retta  AB,  sia  dalla  stessa 
banda  del  punto  C.  Poiché  i  punti  D  ed  i^  apparten- 
gono al  piano  a  e  sono  da  bande  opposte  di  ABj  la 
retta  BF  giace  [62, 1^]  nel  piano  a  ed  incontra  Idi.  AB; 
sia  nel  punto  H.  Poiché  i  punti  BedH  appartengono 
al  piano  /?,  a  questo  piano  appartiene  [52,  1^]  la  retta 
BS,  e  quindi  anche  il  punto  F, 

Poiché  nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  ogni 
punto  del  piano  /?  appartiene  anche  al  piano  a,  con- 
chiudiamo che  i  piani  coincidono. 

54.  Cor.  1°.  Per  una  retta  e  un  punto  che  non 
sia  in  essa  passa  un  piano,  ed  uno  solo. 

Infatti  un  piano  a,  che  passi  [53]  p^  due  punti  Aj 
B  della  retta  e  per  un  punto  C  che  non  appartenga 
alla  retta,  passa  [52,  1^]  per  la  retta  e  per  questo 
punto.  Ed  ogni  altro  piano,  che  passi  per  la  retta 
e  per  il  punto  C,  poiché  passa  per  i  punti  A,  5,  (7, 
coincide  [53]  col  piano  a. 

55.  Cor.  d^.  Per  due  rette  aventi  un  punto  in 
comune  passa  un  piano,  ed  uno  solo. 

Infatti,  se  (7  è  il  punto  comune,  A  un  altro  punto 
d'una  delle  rette,  e  JB  un  altro  punto  dell'altra,  un 
piano  a,  che  passi  per  i  tre  punti  JL,  jB,  C,  passa 
[62,  1**]  per  ambedue  le  rette.  Ed  ogni  altro  piano, 
che  passi  per  le  due  rette,  poiché  passa  per  i  punti 
Aj  JB,  C,  coincide  [53]  col  piano  a. 
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56.  Cor.  3^.  Tutti  i  piani  sono  eguali  tra  loro. 
Basta  infatti  condurre  un  piano  a  passare  per 

tre  punti  d^un  altro,  che  non  siano  allineati,  perchè 
i  due  piani  coincidano.  [53]. 

57.  Per  indicare  un  piano,  si  indicano  tre  suoi 
punti  qualunque  che  non  siano  allineati  [53];  oppure 
Tina  sua  retta  ed  un  suo  punto  che  non  appartenga 
alla  retta  [54];  oppure  due  sue  rette,  [55].  Spesso  ac- 
'Cenneremo  un  piano  con  una  lettera  sola;  in  tal  caso 
<^on  una  lettera  greca. 

58.  Teor.  Per  wna  retta  passano  innumerevoli 
j^ianL 

Dilli.  Sappiamo  [54]  che  per  una  retta  e  un 
punto  che  non  sia  in  essa  passa  un  piano.  La  retta 
16  un  punto,  che  non  appartenga  al  detto  piano,  de* 
terminano  [54]  un  nuovo  piano  distinto  dal  prece- 
dente. E  cosi  via. 

59.  Chiameremo  falde  le  parti  in  cui  un  piano 
è  diviso  da  una  sua  retta  qualunque.  La  retta  si  dice 
origine  (o  lato)  di  ciascuna  delle  due  falde. 

60.  Teor.  Due  faide  date  si  possono  far  coinci'- 
dere  in  modo  che  un  raggio  assegnato  delT  origine  di 
una  di  esse  coincida  con  un  raggio  assegnato  deìPori' 
gine  délV  altra. 

Alm.  Invero,  fatti  diventar  coincidenti  i  due 
raggi  [33],  poi^  facendo  rotare  una  delle  falde  intorno 
.all'origine  comune  finche  passi  per  un  punto  dell'al- 
tra falda  [52^  3^],  si  ottiene  la  coincidenza  [54]  accen- 
nata nel  teorema. 

61.  Cor.  Tutte  le  falde  sono  egualL 

69.  Teor.  Un  piano  può  muoversi  restando  sempre 
coincidente  con  un  piano  fisso  e  in  modo  che  una  sua 
retta  scorra  su  se  stessa,  in  una  direzione  o  ndVopposta. 
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Dim.  Siano  duo  piani  a  ^  p  coincidenti;  sia  A^ 
nna  data  retta  del  piano  a;  chiamiamo  CD  la  retta 
che  coincide  con  AB  eA  appartiene  al  piano  /?;  in- 
fine sia  E  un  punto  di  questo 
piano. 

Imaginiamo  di  muovere  il 


piano  a  in  modo  che  la  retta  A  B     -^^ ^ ^ 

scorra  sulla  CD,  in  una  o  nel* 
l'altra  direzione  [37],  e  che  esso 

passi  costantemente  per  il  punto  E.  [52, 5^].  Il  piano 
a  in  qualunque  delle  nuove  posizioni,  avendo  in  co- 
mune col  piano  /?  una  retta  ed  un  punto  che  non  è 
della  retta,  coincide  [54]  con  questo  piano. 

63.  Quando  un  piano  si  muove  nel  modo  indicato 
nel  teorema  precedente^  si  dice  che  il  piano  scorre  su 
se  stesso  in  quella  data  direzione. 

64.  Cor.  Qualunque  figura  posta  in  un  piano  può 
esser  fatta  scorrere  nel  piano  in  modo  che  due  suoi  punti 
percorrano  una  retta  del  piano. 

65.  Teor.  Un  piano  può  rotare  intorno  ad  un 
suo  punto  e  coincidere  costantemente  con  un  piano 
f^so. 

Dim.  Siano  due  piani  coincidenti  a  e  ^,  e  in  essi 
un  punto  0  qualunque.  Siano  poi  A  e  B  due  al- 
tri punti  del  piano  /?,  i  quali  non  siano  allineati  col 
punto  0. 

Supponendo  che  il  piano  a  ruoti  intomo  ad  Of 
in  un  senso  o  nell'altro,  e  in  modo  da  passar  sempre 
per  i  punti  J.  e  ^  [52,  6^],  esso  coincide  costante- 
mente col  piano  fi.  [53]. 

66.  Un  piano,  che  si  muova  nel  modo  indicato 
dal  teorema  precedente,  si  dice  che  scorre  su  se  stesso^ 
rotando  intorno  a  quél  punto. 


—  29  — 

67.  Cor.  1^.  Qt^aiunque  figura  d'un  piano  può 
muoversi  nel  piano,  rotando  intorno  ad  un  punto  dd 
piano,  in  un  senso  o  nel  contrario.  [66]. 

68.  Cor.  d^.  Vn  raggio  di  un  piano  può,  rotando 
intorno  alla  sua  origine  in  un  senso  o  nell'opposto,  de* 

scrivere  U  piano,  [67]. 

Infatti,  se  OA  e  un  raggio 

di  un  piano  a,  e  B  è  un  altro 

punto  qualunque  del  piano  stes- 

O  i  80,  quando,  rotando  intorno  ad 

0,  il  raggio  OA  è  arrivato  a 
coincidere  col  raggio  OB,  esso  passa  per  il  punto  B. 

69.  Teor.  Un  piano  è  invertibile.  Q). 

min.  Si  inverte  un  piano  facendolo  rotare  in- 
torno ad  una  sua  retta  qualunque  [38]  finche  una  delle 
falde  in  cui  il  piano  è  diviso  dalla  retta  passi  per  un 
punto  dello  spazio  [52,  3^]  per  il  quale  passava  l'altra 
falda.  [54]. 

L' angolo. 

70.  Def.  Una  retta,  od  un  raggio,  od  un  seg- 
mento, il  quale  concorra  a  formare  il  contorno,  par- 
ziale o  totale,  d'una  parte  di  piano,  si  dice  lato  di 
quella  parte  di  piano. 

Ciascun  punto  comune  a  due  lati  consecutivi  si 
dice  vertice  di  quella  figura. 

Data  una  parte  di  piano,  un  punto  del  piano,  che 
non  sia  sul  contorno  di  codesta  figura,  si  dice  interno 
od  esterno  a  quella  figura,  secondo  che  appartiene  ad 
essa  o  al  rimanente  del  piano. 

(^)  Un  piano  ha  due  pagine.  Invertire  un  piano  vuol  dire 
muoverlo  per  modo  che  le  due  pagine  si  scambino  di  posto, 
runa  con  l'altra. 
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71.  Due  raggi  0  J.,  OB^  uscenti  da  uno  stesso 
punto  0,  dividono  il  loro  piano  [56]  in  due  parti  che" 
si  dicono  angoli.  Adunque: 

!»•  Def.  Si  dice  angolo  la  parte  d*un  piano  che  è- 
limitata  {parzialmente)  da  due 
suoi  raggi  uscenti  da  uno  stesso 
punto.  (}). 

7S.  Un  lato  d'un  angolo, 
rotando  intorno  al  vertice,  in 
un  senso  conveniente,  mante- 
nendosi nel  piano  dell'angolo  [68],  e  fino  a  che  sia 
sovrapposto  all'altro  lato,  genera  l'angolo. 

74.  Dato  il  vertice  d'un  angolo,  un  punto  qua- 
lunque d'un  lato  e  un  punto  qualunque  dell'altra 
lato  (^),  sono  determinati  il  piano  [53]  e  i  lati  [28^ 
3^]  dell'angolo;  ma   l'angolo 
stesso  non  si  può  dire  compiu- 
tamente determinato,  dacché  i 
lati  tagliano  il  loro  piano  in  due 
parti,  che  sono  entrambe  due 
angoli  aventi  lo  stesso  vertice  S" 

e  i  medesimi  lati. 

Per  evitare  ogni  indeterminatezza,  imagineremo 
che  ogni  angolo  sia  stato  generato  da  un  raggio  [73]  f 
chiameremo  ^Wwo  lato,  od  origine  dell'angolo,  la  po- 
sizione iniziale;  secondo  lato,  o  termine  dell' angolo^ 
la  posizione  finale  del  raggio  generatore;  e  indiche- 


i})  Un  angolo  è  una  superfìcie  della  quale  è  importante 
solo  l'estensione  {V ampiezza  dell'angolo)  e  questa  soltanto  re- 
lativamente ad  un  piano.  Il  principale  ufficio  dell'angolo  è 
quello  di  misurare  la  rotazione  intorno  ad  una  retta. 

(2)  Escludiamo  qui  il  caso  che  i  lati  dell'angolo  o  coin* 
cidano  o  formino  una  retta. 
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remo  il  verso  in  cui  è  avvenuta  la  rotazione.  (^).  E  si 
indicherà  un  angolo^  nominando  per  primo  un  punto 
del  primo  lato,  quindi  il  vertice,  e  in  fine  un  punto  del 
secondo  lato. 

Cosi  nella  figura  di  questo  §,  ammesso  che  le  ro- 
tazioni  avvengano  nel  senso  delle  lancette  degli  oro* 
logi,  quello  dei  due  angoli,  a  cui  appartiene  il  punto  C, 
si  indica  dicendo:  angolo  A,  0,  B.  L'angolo,  a  cui  ap- 
partiene il  punto  D,  si  indica  dicendo:  angolo  B,  0,  A. 

Dovendo  indicare  questi  angoli  per  iscritto,  scri- 
veremo: angolo  AOB  ed  angolo  BOA^  oppure  più 
semplicemente  A{0)BeB(0)A,  dove  si  vede  chiusa 
tra  parentesi  la  lettera  che  indica  il  vertice. 

75.  Il  modo  di  generazione  d'un  angolo  s'adatta 
al  caso  che  i  lati  formino  una  retta  (siano  raggi  oppo^ 
sti)y  e  al  caso  che  siano  sovrapposti. 

L' angolo  di  due  raggi  opposti  si  dice  biretto  od 
anche  piatto. 

Nel  secondo  caso  l'angolo  od  è  mUlo^  oppure  è  un 
intero  piano  (è  un  perigono). 

76*  Qualunque  raggio,  che  abbia  l'origine  sopra 
un  lato  d'un  angolo  e  che  passi  per  un  punto  interno, 
divide  l'angolo  in  due  parti.  Ma  fra  i  modi  di  divi- 
sione d'un  angolo  importa  considerare  soltanto  quelli 
dovuti  a  raggi  passanti  per  il  vertice  dell'angolo.  (Sol- 
tanto in  questo  caso  le  parti  sono  angoli  tutti  e  due. 
Fa  eccezione,  per  questo  riguardo,  l'angolo  biretto). 

77.  Postulato  dell'anarolo.  Una  parte  [76]  d*un 
angolo  non  può  essere  uguaie  aW  intero. 

7S.  Cor.  Ogni  angolo  è  invertibile.  [60,  77]. 

(^)  In  questo  libro  si  suppone  che  la  rotazione  avvenga 
sempre,  rispetto  a  chi  guarda  un  angolo,  nel  senso  in  cui  girano 
.       le  lancette  degli  orologi. 
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79.  Dati  due  angoli  ABC,  DJEF,  imaginiamo  di 
voler  riconoscere  se  sono  eguali.  Supposto  che  abbia 
luogo  questo  caso,  manifestamente  a  ciascun  lato  del- 
l'uno deve  corrispondere  [26]  un  lato  delV  altro,  e 
quindi  il  vertice  al  ver- 
tice. Cosi,  per  ottenere  la 
sovrapposizione,  si  co- 
mincerà a  far  coincidere 
un  lato  d'un  angolo  con 
un  lato  dell'altro  [34],  e 
poi  il  piano  dell'uno  col 
piano  dell'altro  [60],  in 

modo  che  gli  angoli  cadano  da  una  stessa  banda  della 
retta  del  lato  comune.  (^).  Posti  cosi  gli  angoli,  se  anche 
gli  altri  due  lati  coincidono,  si  conchiude  che  essi  sono 
eguali.  [55].  Nel  caso  contrario,  senza  altre  prove  [78], 
si  può  conchiudere  che  i  due  angoli  non  sono  eguali. 

80.  Quando  due  angoli  non  sono  eguali,  uno  di 
essi  è  uguale  ad  una  parte  dell'  altro.  Si  accenna  code- 
sta relazione  dicendo  che  il  primo  angolo  è  minore  del 
secondo,  oppure  che  questo  è  maggiore  del  primo.  Ad 
es.,  relativamente  alla  figura  precedente  (supponendo 
che  l'angolo  ABC  sia  eguale  all'angolo  DEH\  si 
dirà  che  A(B)C  è  minore  di  D(E)Fj  oppure  che 
D{E)Fh  maggiore  à\A(B) C  Si  indica  ciò  scrivendo: 
A{B)C  <  D{E)F    oppure    D{E)F  >  A{B)C. 

81.  Una  posizione  qualunque  del  raggio  che  ha 
generato  un  angolo  (che  non  sia  però  né  la  prima  ne 
l'ultima)  divide  l'angolo  in  due  angoli  che  si  dicono 
parti  dell'angolo  dato;  e  questo  si  dice  loro  somma. 

{})  Cioè,  per  dir  meglio,  in  modo  che,  quando  si  volesse  che 
il  lato  comune  generasse  poi  i  due  angoli,  si  dovesse  farlo  ro- 
tare in  uno  stesso  verso. 
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Cosi  si  è  determinato  il  concetto  di  addizione  di  dna 
angoli,  e  in  generale  di  quanti  angoli  si  vogliano. 
Nella  nostra  figura  il  raggio  BD  taglia  T  angolo 

ABC  nei  due  A(B)D,  D{B)  C; 
ed  esso  è  la  somma  di  codesti 
due  angoli.  Si  indica  questa  re- 
lazione scrivendo  : 
A(B)D  +  D(B)  C  =  A(B)  a 
Ciascuna  delle  parti  è  la  dif- 
ferenza tra  la  somma  e  T altra  parte.  Ad  es.,  è: 
A{B)D  =  AiB)C  —  D(B)a 
8d.  Teor.  La  somma  di  pivt  angoli  è  indipendente 
dalV  ordine  in  cui  si  siissegtwno  gli  addendi. 

I>im.  Infatti,  invertendo  [78]  T  angolo  composto 
di  due  addendi  consecutivi,  si  muta  T  ordine  di  due  ad- 
dendi consecutivi,  senza  che  venga  alterata  la  somma. 
E  ripetendo  abbastanza  lo  scambio  di  due  addendi 
consecutivi,  si  finisce  ad  ottenere  che  gli  addendi  si 
succedano  in  un  ordine  prestabiUto  qualsiasi. 

83.  Un  angolo,  che  non  sia  biretto,  si  dice  convesso 
quando  i  prolungamenti  dei  lati  cadono  fuori  [70] 
deir angolo;  altrimenti  l'angolo  si  dice  concavo. 

Perciò,  ad  es.,  si  può  dire  che  due  raggi  uscenti  da 
uno  stesso  punto,  e  che  non  siano  opposti,  dividono  il 
loro  piano  in  due  angoli,  che  sono  uno  convesso  e  l'ai- 
tro  concavo. 

Ogni  angolo  convesso  è  minore  d'un  angolo  bi- 
retto; ed  ogni  angolo  concavo  è  maggiore  d'un  angolo 
biretto.  [80].  (i). 

0)  Nel  seguito  soltanto  in  rarissimi  casi  ci  accadrà  di  do- 
ver considerare  angoli  concavi.  Pertanto,  nelF  indicare  nn  an- 
jgolo,  possiamo  dispensarci  dal  distinguere  un  lato  dall' altro, 
■e  basterà  pronunciare  per  seconda  la  lettera  del  vertice.  Si  farà 
avvertenza,  quando  si  intenda  parlare  d'un  angolo  concavo. 

8 
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Due  angoli  si  dicono  consecutivi  quando,  suppo- 
nendo che  siano  stati  generati  da  uno  stesso  raggio, 
r  ultima  posizione  di  questo  rispetto  ad  un  angolo  sia 
la  prima  rispetto  all^  altro.  Per  il  caso  che  il  raggio  nel 
movimento  si  sia  mantenuto  in  un  piano,  si  deve  inten* 
dere  che  esso  sia  rotato  sempre  in  un  medesimo  senso. 

Due  angoli  (ambidue  concavi,  od  ambidue  con- 
vessi) nei  quali  i  lati  di  uno  siano  prolungamenti  dei 
lati  dell'altro,  si  dicono  opposti  al  vertice. 

Due  rette,  che  si  segano,  dividono  il  loro  piano  in 
quattro  angoli,  che  sono  a  due  a  due  opposti  al  vertice. 

Gli  angoli,  in  cui  una  falda  e  divisa  da  un  suo 
raggio  uscente  da  un  punto  qualunque  dell'  origine^ 
8i  dicono  adiacentL 

84.  Teor.  Gli  angoli  Uretti  sono  egtudi.  [61]. 

85.  I>er.  Due  angoli,  la  cui  somma  sia  un  angolo 
biretto,  si  dicono  supplementari. 

Due  angoli  adiacenti  sono  supplementari. 

86.  Cor.  l^.  I  lati  della  somma  di  due  angoli  sup^ 
plementari  sono  opposti  {cioè  formano  una  retta). 

87.  Cor.  ^^.  I  supplementi  di  angoli  eguali  sono 
eguali.  [84]. 

88.  Cor.  3^.  Oli  angoli  opposti  al  vertice  sono  eguali 
tra  loro. 

Infatti  due  angoli  opposti  al  ver- 
tice hanno  un  angolo  adiacente  in 
comune,  del  quale  ambidue  sono  sup- 
plementari. [87]. 

89.  Teor.  Se  due  raggi,  uscenti 
da  uno  stesso  punto  di  una  retta  (e  posti  con  questa  in 
uno  stesso  piano),  cadono  da  bande  opposte  della  retta^ 
e  fanno  con  essa  due  angoli  eguali  che  non  siano  con-^ 
secutivij  essi  sono  opposti. 
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Diin.  Da  un  punto  E^  d^una  retta  AB^  escano 
due  raggi  EC,  ED\  e  sia  A(E)C  =  B(E)D.  Dico 
che  i  raggi  EC,  ED  giacciono  sopra  una  stessa  retta. 

Infatti,  poiché  T  angolo  AEC  è  supplementare  di 
CEB  [85],  anche  i  due  angoli  CEB,  BED  sono  sup- 
plementari, opperò  [86]  i  raggi  EC^  ED  sono  allineati. 

Il  cerchio  ed  II  circolo. 

90.  Preso  in  un  piano  un  raggio  0-4.  e  segnato 
su  questo  un  punto  M,  imaginiamo  che  il  raggio  ruoti 
intorno  al  punto  0,  mantenendosi  nel  piano  [68],  in 
un  senso  o  nell'  opposto,  e  fino  a  che  abbia  ripresa  la 
posizione  primitiva.  In  questo  movimento  il  segmento 
OJIf  descrive  una  parte  di  piano,  che  chiameremo  dr- 
cólo.  Il  punto  Jf",  nel  movimento  considerato,  descrive 
il  contorno  del  circolo  ;  codesta  linea  si  chiama  cerchio 
(circonferenza).  (^).  Il  punto  0  si  dice  centro  del  circolo 
e  del  cerchio;  il  segmento  OM,  in  qualunque  sua  posi- 
zione, si  chiama  raggio,  pure,  del  circolo  e  del  cerchio. 

H  segmento  OM,  quando  non 

y  si  badi  alla  posizione,  ma  soltanto 

A  alla  sua  lunghezza^  si  chiama  U  rag- 

gio  (non  un  raggio). 
Il  piano  [53],  in  cui  giacciono  tutti  i  punti  d'un 
cerchio  ed  il  centro,  si  dice  il  piano  del  cerchio. 

(^)  Che  la  linea,  di  cui  parliamo,  abbia  nome  cerchio  è  stabi- 
lito da  Padre  Dantk  nel  e.  XIV  del  Paradiso  (v.  1-8)  dove  si  legge  : 
Dal  centro  al  cerchio^  e  ià  dal  cerchio  al  centro^ 
Mnovesi  V  acqua  in  nn  ritondo  vaso, 
Secondo  eh' è  percosso  fuori  o  dentro. 
Il  modo  di  generazione  del  cerchio  tien  vece  di  definizione 
di  codesta  figura.  Prendendo,  per  definirlo,  la  proprietà  espressa 
dal  teorema  98,  bisognerebbe  poi  cominciare  a  provare  che  il 
cerchio  è  una  linea,  ecc. 
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91.  Tutti  i  raggi  éCun  cerchio  sano  eguali  tra  loro^ 
perchè  non  sono  altro  che  posizioni  distinte  d'uno 
stesso  segmento. 

9d.  Se  tutti  i  punti  d'una  figura  giacciono  in  un 
piano,  la  figura  si  dice  piana. 

Un  cerchio  è  dunque  una  linea  piana. 

93.  Un  cerchio  è  una  linea  rientrante,  che  divide 
il  piano  in  cui  giace  in  dae  parti.  La  parte  finita, 
quella  dove  si  trova  il  centro,  è  il  circolo  relativo  a 
quel  cerchio.  (Codesto  circolo  si  dice  talvolta  la  su- 
perficie di  quel  cerchio). 

94.  Ogni  punto  interno  ad  un  cerchio  [70]  ha  dal 
centro  distanza  minore  del  raggio.  Infatti,  il  segmento 
che  unisce  quel  punto  col  centro  è  parte  d'un  raggio. 

95.  Ogni  punto  esterno  ad  un  cerchio  [70]  ha  dal 
centro  distanza  maggiore  del  raggio.  Infatti,  unendo 
quel  punto  col  centro,  si  ottiene  un  segmento  di  cui 
una  parte  è  un  raggio  del  cerchio.  [93]. 

96.  Se  la  distanza  d^un  punto  del  piano  d^un  cer- 
chio dal  centro  è  minore  del  raggio,  il  punto  è  inter- 
no ;  e  se  è  maggiore  del  raggio,  il  punto  è  esterno. 

Infatti^  nel  primo  caso  il  punto  non  può  cadere 
sul  cerchio,  ne  fuori,  perchè  la  sua  distanza  dal  centro 
sarebbe  uguale  o  maggiore  [95]  del  raggio;  e  ciò 
contro  l'ipotesi.  Ecc. 

97.  I>er.  Se  tutti  i  punti  d^una  figura  hanno  una 
certa  proprietà,  e  soltanto  i  punti  di  quella  figura  hanno 
quella  proprietà,  quella  figura  si  dice  il  luogo  (^)  dei 
punti  che  godono  quella  proprietà.  (^). 

(})  S'intende  dire  che  la  figura  è  il  lìiogo  dove  si  trovano  tutti  i 
punti  che  godono  quella  proprietà.  Ma  hisogna  poi  ùitendere  ag^ 
giunto  questo  che  ogni  punto  della  figura  gode  di  quella  proprietà. 

(^  Cosi,  per  conchiudere  che  una  certa  figura  è  il  luogo 


—  37  — 

98.  Teor.  In  un  piano,  il  luogo  dei  punti,  che 
hanno  da  un  punto  del  piano  distanze  uguali  ad  un 
segmento  dato,  è  il  cerchio  che  ha  il  centro  in  quel  punto 
e  raggi  eguali  a  quél  segmento. 

Dilli.  Sìa  0  il  centro  del  cer- 

"^ 5  chio  ed  -i-B  il  segmento  dato. 

1^.  Per  la  definizione  del  cer- 
Ò  '      chio  [90]  (cioè  per  il  modo  in  cui  si 

deve  intenderlo  descritto)  ogni  pun- 
to del  cerchio  ha  dal  punto  0  distanza  eguale  ad  AB, 
2^.  Se  un  punto  del  piano  del  cerchio  non  appar- 
tiene al  cerchio,  esso  ha  dal  centro  distanza  minore  [94] 
oppure  [95]  maggiore  del  raggio. 

In  conchiusione  tutti  e  soltanto  i  punti,  che  hanno 
da  0  distanza  eguale  ad  AB,  appartengono  ecc. 

99.  Teor.  Unaretta,sepa^saperilcentroà* un  cer- 
chio ed  appartiene  al  piano  del  cerchio,  ha  in  comune  cól 
cerchio  due  soli  punti  situati  da  bande  opposte  del  centro. 

Dim.  Infatti  il  segmento,  che  con  una  estremità 
genera  il  cerchio,  viene  nel  suo  movimento  a  cadere 
su  ciascuno  dei  raggi  in  cui  una  retta,  che  appar- 
tiene al  piano  del  cerchio  e  che  passa  per  il  centro, 
è  divisa  dal  centro  ;  opperò  questa  retta  ha  in  comune 
col  cerchio  le  due  estremità  di  quelle  due  posizioni 
del  segmento  mobile.  Non  ha  poi  col  cerchio  nessun 
altro  punto  in  comune,  perchè  ogni  altro  punto  della 
retta  ha  dal  centro  distanza  maggiore  o  minore  del 
raggio,  e  quindi  [96]  non  appartiene  al  cerchio. 

dei  ponti  che  godono  una  certa  proprietà,  bisogna  aver  dimo- 
strato :  1^.  che  tutti  i  punti  della  figura  hanno  quella  proprietà; 
2^.  che  i  punti,  che  non  appartengano  alla  figura  non  godono 
quella  proprietà  (oppure  che  ogni  punto,  il  quale  ha  quella  pro- 
prietà, apppartiene  a  quella  figura). 
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100.  Ogni  segmento,  che  passa  per  il  cen'fcro 
d'un  cerchio  ed  ha  le  estremità  sul  cerchio  [99],  si 
dice  diametro  di  quel  cerchio. 

101.  Tutti  i  diametri  d^un  cerchio  sono  eguali^ 
perchè  ogni  diametro  è  composto  di  due  raggi. 

10^«  Teor.  Una  retta,  che  passa  per  un  punto 
intemo  ad  un  cerchio  e  giace  nel  piano  del  cerchio^ 
ha  in  comune  col  cerchio  due  punti,  situati  da  bande 
opposte  del  punto  dato. 

Dlm.  Sia  un  cerchio  di  centro  0  e  un  punto 
interno  A]  e  sia  MN  una  retta  che  appartiene  al 
piano  del  cerchio  e  che  passa  per  A.  Si  tiri  la  retta 
AO,  e  siano  B,  Ci  punti 

in  cui  essa  incontra  il  cer-  ^^ ^'C 

chio.  [99].  Poiché  i  punti 
jB,  C  cadono  da  bande  op- 
poste del  punto  A,  e  quindi 
da  bande  opposte  della 
retta  MN[ò2, 4*'],  qualun-  A 

que  linea,  che  giace  nel  piano  del  cerchio  ed  unisce 
B  con  (7,  incontra  necessariamente  [52,  2^]  la  retta 
MN.  Tanto  vale  per  ciascuna  delle  parti  in  cui  il 
cerchio  è  tagliato  dai  punti  B,  C. 

Infine,  perchè  codesti  due  punti,  che  la  retta  MN 
ha  necessariamente  in  comune  col  cerchio,  cadono 
da  bande  opposte  della  retta  BC,  essi  sono  situati 
da  bande  opposte  del  punto  A. 

lOS.  Teor.  Si  può  sempre  descrivere  un  cerchio, 
che  giaccia  in  un  piano  dato,  abbia  il  centro  in  un 
punto  qualunque  del  piano,  e  raggio  eguale  ad  un  seg» 
mento  dato. 

Dilli.  Infatti,  posto  che  sia  0  il  punto  dato  ed 
ABì\  dato  segmento,  si  può  [21,  1^  ;  28,  2^  ;  52,  V] 
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intanto  porre  il  raggio  AB  nel  piano  dato,  in  modo 
che  A  cada  in  0.  Poi,  facendo  che  il  segmento  AB 

compia  nel  piano  dato  un  giro 
•^  intomo  ad  0,  il  punto  B  de- 

-I B"       scrive  il  cerchio  domandato. 

L^  istrumento  ideale,  con 
cui  si  può  descrivere  qualunque  cerchio  domandato, 
ai  chiama  compasso. 

104.  Cor.  Dato  un  segmento,  una  retta  e  su  que- 
sta retta  un  punto,  si  possono  segnare  suUa  retta  due 
punti,  che  abbiano  dal  punto  dato  distanza  eguale  al 
segmento  dato.  [54,  103,  99]. 

Divisione  delia  Geometria. 

105.  La  Geometria  si  suol  dividere  in  due  parti; 
la  Geometria  piana  o  Planimetria,  che  studia  le  fi-* 
gure  piane  e  le  relazioni  tra  figure  piane,  indipen- 
dentemente  dalla  posizione  dei  loro  piani;  eia  Oeo^ 
tnetria  solida  o  Stereometria,  che  studia  le  figure 
senza  la  restrizione  che  i  loro  punti  siano  tutti  in 
un  piano.  Q). 

(^)  Questa  divisione  non  è  necessaria;  ma  presenta  van- 
taggi incontestabili  nell'insegnamento  elementare.  In  una  pri- 
ma esposizione  d'una  scienza  qualsiasi  sono  piuttosto  da  cer- 
care i  pretesti  per  separare  le  proposizioni,  che  non  le  ragioni 
per  present%rle  unitamente. 

Non  crediamo  opportuna  una  fusione  minuta  delle  propo- 
sizioni della  Planimetria  con  quelle  analoghe  della  Stereome- 
tria ;  ma  non  crediamo  inopportuno  di  studiare  i  capitoli,  per 
quanto  l'indole  della  materia  lo  consente,  in  un  ordine  diverso 
da  quelli  in  cui  si  seguono  nel  libro.  Ad  es.,  dopo  del  capitolo  m 
ai  possono  leggere  i  capitoli  XV  e  XVI.  Il  capitolo  XVII  poco 
richiede  del  IV.  Il  capitolo  XVllI,  tranne  l'ultima  proposizione, 
«i  può  leggere  dopo  del  capitolo  VI.  Ecc. 
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PLANIMETRIA 

CAPITOLO  n 

COSTRUZIONI    FONDAMENTALI 


Idi.  Presi  tre  pnnti  A,  B,  C,  che  non  siano 
allineati,  uniamoli  a  due  a  due  coi  segmenti  AB^BO^ 
CA.  Dalla  linea  composta  di  codesti  segmenti  il  loro 
piano  [53]  rimane  diviso  in  due  parti;  quella  finita  si 
dice  triangolo^  e  si  indica  dicendo:  il  triangolo  A^B^  C, 
(enunciando  le  tre  lettere  in  un 
ordine  qualunque). 

Si  dice  angolo  d'  un  trian- 
golo rangole  convesso  i  cui  lati 
partono  da  un  vertice  e  passano 
rispettivamente  per  gli  altri  due. 
(Cosicché  due  lati  di  un  trian- 
golo sono  parti  dei  lati  d'un  angolo  del  triangolo). 

In  ogni  triangolo  si  trovano  tre  vertici,  tre  lati 
e  tre  angoli.  Un  vertice  e  il  lato,  che  ha  le  estremità 
negli  altri  due  vertici,  si  dicono  opposti  (l'uno  al- 
l' altro). 

±^Z.  liomma  1^.  (}),  Se  di  tre  segmenti  uno  è  mi' 

(^)  Si  chiama  lemma  una  proposizione  che  si  potrebbe 
comprendere  in  ana  susseguente,  ma  che  si  stacca  e  si  pre-> 
mette,  perchè  è  utile  poterla  citare  nel  seguito.  (Talvolta  co- 
desta separazione  si  fa  per  ragioni  didattiche;  per  non  avere 
cioè  una  dimostrazione  troppo  lunga). 

Spesso  il  titolo  particolare  serve  anche  a  giustificare  il 
posto  occupato  dalla  proposizione,  perchè,  confrontata  con  le 
prossime,  sembrerebbe  non  far  gruppo  con  esse.  E  questo  è 
proprio  il  caso  dei  lemmi  del  presente  capitolo. 
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nore  della  somma  ed  è  maggiore  della  differenza  degli  al^ 
tri  due,  anche  ciascuno  di  questi  è  minore  della  somma 
degli  altri  due. 

Dlm.  Un  segmento  a  sia  minore  deUa  somma  di 
due  altri  ^,  y,  e  sia  maggiore  della  loro  differenza.  Per 
il  caso  che  i  segmenti  /?  e  7  siano  disuguali^  suppo- 
niamo d'aver  chiamato  p  il  maggiore.  Cosi  l'ipotesi  è 
rappresentata  dalla  disuguaglianza  /^  ^  /  e  dalla  li- 
mitazione  : 

^-j-y  >  ^  ^  fi  —  y« 
Si  vuol  provare  che  anche  ciascuno  dei  segmenti  /?,  y 
è  minore  deUa  somma  degli  altri  due. 

Per  il  segmento  y  la  cosa  è  chiara.  Infatti,  dap- 
poiché esso  è  uguale  o  minore  di  fi,  esso  è  in  ogni  caso 
minore  della  somma  /?-]-"• 

Per  il  segmento  p  prendiamo  la  disuguaglianza: 

fi  —  y  <  a, 

ed  aggiungiamo  /  ai  due  membri.  Poiché  il  primo 
membro  rappresenta  ciò  che  è  rimasto  del  segmento  fi 
quando  se  ne  è  tolta  una  parte  uguale  al  segmento  y, 
aggiungendo  questo  segmento  al  residuo  torna  neces- 
sariamente il  segmento  fi.  Cosi  dall'ultima  disugua- 
glianza si  conchiude  l' altra  : 

Epperò  resta  provato  che,  se  ecc. 

±Z3.  lienuna  S^.  Se  ciascuno  di  tre  segmenti  è 
minore  deUa  somma  degli  altri  due,  ciascuno  è  maggiore 
déUa  differenza  degli  altri  due. 

Dilli.  Ciascuno  dei  segmenti  a,  fi,  y  sia  minore 
della  somma  degli  altri  due.  Dico  essere  ciascuno  mag- 
giore della  differenza  degli  altri  due.  Proviamo,  ad  es., 
che  a  e  maggiore  della  differenza  tra  /9  e  y. 
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Per  il  caso  che  i  segmenti  P  ^  y  fossero  eguali^  la 
cosa  è  manifesta. 

Quando  sia  fi  >  y,  ricorrendo  alla  disuguaglianza: 

e  sottraendo  y  dai  due  membri,  si  ottiene; 

a  >  fi  —  y. 
Per  il  caso  che  sia  y  >  fi,  dalla  disuguaglianza: 

a  +  /^  >  y> 

sottraendo  fi  dai  due  membri,  si  ottiene: 

a  >  y  —  fi. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  ciascuno  dei 
segmenti  fi  e  y  è  maggiore  deUa  differenza  degU  al- 
txi  due. 

124*  liemma  3^*  8e  la  distanza  dei  centri  di  due 
cerchi  è  minore  della  somma  dei  raggi  e  maggiore  ddla 
loro  differenza^  i  cerchi  hanno  in  comune  due  punti  che 
sono  da  bande  opposte  della  retta  dei  centri. 

min.  Siano  due  cerchi  di  centri  A  e  B]  indi- 
chiamo con  a  e  ^  i  raggi  rispettivi  e  con  y  il  seg- 
mento AB.  Supponiamo  che  questo  segmento  sia  mi- 
nore della  somma  e  maggiore  della  differenza  degli 
altri  due.  Sappiamo  intanto  di  poter  dire  [122]  che 
anche  ciascuno  dei  segmenti  a  e  fi  h  minore  della 
somma  degli  altri  due.  Ciò  posto^  passiamo  a  provare 
che  i  due  cerchi  hanno  necessariamente  in  comune 
due  punti,  situati  da  bande  opposte  della  retta  AB. 

Ed  ora,  scelto  uno  dei  cerchi,  ad  es.  il  cerchio 
{A)  (^),  cominceremo  ad  osservare  che  esso  ha  in  co- 
mune con  la  retta  AB  due  punti  jST,  K,  perchè  code- 
sta retta  passa  per  il  centro.  [99]. 

(^)  Per  brevità,  quando  non  sia  possibile  equivoco,  si  indica 
nn  cerchio  (od  un  circolo)  nominandone  solo  il  centro.  Scriven- 
do, chiuderemo  tra  parentesi  la  lettera  che  indica  il  centro. 
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Poi  noteremo  che  il  segmento  jBJST,  perchè 
Tignale  ad  («  +  /)»  ^  P®^  l'ipotesi  maggiore  di  ^. 
Per  conseguenza  [96]  il  punto  JET  è  fuori  del  cer- 
<5hio  {B). 

Invece  il  segmento  BK  è  minore  di  fi.  Ed  invero, 
poiché  codesto  segmento  è  la  differenza  tra  i  segmenti 
oc  e  y,  esso  è  [123]  in  ogni  caso  minore  fi]  epperò  [96] 
il  punto  K  cade  nell'interno  del  cerchio  {B), 

Il  cerchio  (A)  ha  dunque  un  punto  esterno  ed  uno 
interno  al  cerchio  (£);  e  per  conseguenza  ì  due  cerchi 

hanno  due  punti  al- 
meno  in  comune.  Co- 
desti punti  comuni  ai 
cerchi    non    possono 
appartenere  alia  retta 
ABj  perchè  il  cerchio 
(^)  su  questa  retta 
ha  solo  i  punti  S  e 
K  [99],  e  questi  sono 
ìino  esterno  e  l'altro  interno  al  cerchio  {B).  I  due 
punti  comuni  sono  poi  da  bande  opposte  della  retta 
AB,  perchè  sono  da  bande  opposte  di  questa  retta 
le  parti  in  cui  ciascuno  dei  cerchi  è  diviso  dalla 
xetta  stessa. 

Cosi  si  è  dimostrato  che,  se  ecc. 
195.  Cor.  1^*  8e  ciascuno  di  tre  segmenti  dati  è 
minore  della  somma  degli  altri  due,  si  può  costruire  un 
triangolo  i  cui  lati  siano  rispettivamente  uguali  ai  dati 
segmenti.  {Anzi  U  triangolo  si  può  eostruire  sopra  uno 
indicato  dei  tre  segmenti  e  da  una  sua  banda  assegnata; 
«  in  modo  che  quello  dei  due  altri  lati,  che  deve  essere 
uguale  ad  uno  indicato  dei  due  segmenti,  abbia  una 
estremità  in  una  assegnata  del  primo  segmento). 
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Infatti  se,  facendo  centro  nelle  estremità  del  seg- 
mento indicato,  con  raggi  rispettivamente  uguali  agli 
altri  due  segmenti,  si  descrivono  due  cerchi,  questi 
cerchi  hanno  necessariamente  in  comune  due  punti  si- 
tuati da  bande  opposte  della  retta  dei  centri,  perchè  la 
distanza  dei  centri  dei  cerchi,  che  è  minore  della  somma 
dei  raggi,  è  poi  [123]  maggiore  della  loro  differenza. 
Unendo  uno  dei  punti  comuni  ai  due  cerchi  coi  centri, 
si  ottiene  il  triangolo  sopra  accennato. 

126.  Cor.  2^.  Sopra  una  base  data  e  da  una  banda 
assegnata^  si  può  sempre  costruire  un  triangolo  isoscele^ 
nel  quale  i  lati  eguali  siano  eguali  ad  un  dato  segmento^ 
il  cui  doppio  superi  la  base.  [125]. 

(Si  dice  isoscele  ogni  triangolo  che  ha  due  lati 
eguali;  il  terzo  lato  si  dice  la  base  del  triangolo  iso- 
scele). 

12V.  Cor.  3^.  Sopra  un  dato  segmento  e  da  una 
banda  assegnata  si  può  costruire  un  triangolo  equi-- 
latero.  [126]. 

(Si  chiama  equilatero  ogni  triangolo  che  ha  i 
lati  eguali). 

1^8.  Osa.  DaUa  dimostrazione  del  teorema  del 
§  124  risulta  il  modo  di  risolvere  i  problemi  della  co- 
struzione dei  triangoli  accennati  nei  paragrafi  125, 
126,  127.  Analoga  osservazione  si  intenderà  fatta  ia 
fine  della  dimostrazione  di  ogni  teorema,  che  affermi 
la  possibilità  di  costruire  una  figura  che  sodisfaccia  a 
date  condizioni. 

129.  liemma.  Due  triangoli,  se  hanno  dus  lati  e 
Vangalo  compreso  rispettivamente  uguali,  hanno  egwdi 
rispettivamente  anche  gli  altri  dementi,  e  sono  eguali. 

DIm.  Nei  triangoli  ABC,  DEF  sia  ^5  =  DEy 
AC=DF  e  C{A)B  =  F{D)E. 
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Si  deve  provare  che  è  jB  C  =  EF\  che  sono 
eguali  gli  angoli  in  B  ed  E^  ed  eguali  gli  angoli  in 
£7  ed  ^,  e  che  anche  i  triangoli  sono  eguali. 

A  tale  intento  sovrapponiamo  [60]  F angolo  CAB 
^^  angolo  FDEy  in  modo  che  il  lato  AB  cada  sul 

lato  DE.  Allora,  perchè 
r  angolo  CAB  è  uguale  al- 
l'angolo  FDE,  il  lato  AG 
cade  sul  lato  DF. 

E  perchè  è  ^5=1)^, 
il  vertice  B  cade  in  ^;  e 
perchè  h  AC  =:  DF,  il 
vertice  C  cade  in  F. 
Cosi,  essendo  B  in  E  q  C  in.  F,  anche  il  seg- 
mento BC  coincide  [28,  3^]  col  segmento  EF,  l'an- 
golo B  con  l'angolo  E,  l'angolo  Ccon  l'angolo  F,  ed 
il  triangolo  col  triangolo.  (}). 

130.  Osa*  Quando  due  triangoli  sono  eguali,  a 
due  lati  corrispondenti  sono  opposti  angoli  eguali,  e 
•a  due  angoli  corrispondenti  sono  opposti  lati  eguali. 

131.  lientnia.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono 
€guali,  gli  angoli  opposti  ad  essi  sono  eguali.  (^). 

(})  Se  ì  due  triangoli  sono  in  uno  stesso  piano,  per  ottenere 
che  divengano  coincidenti  può  bastare  far  che  uno  scorra  nel 
•suo  piano;  ma  può  anche  esser  necessario  invertire  prima  uno 
dei  triangoli  sul  suo  piano.  Ma  queste  considerazioni  sono  estra- 
nee al  teorema.  La  proposizione  si  può  giusti&care,  più  sempli- 
cemente, fondandosi  sull'assioma:  operando  egualmente  su  cose 
uguali^  si  ottengono  cose  uguali.  Infatti  si  può  supporre  che  i  due 
triangoli  si  sieno  ottenuti  dai  due  angoli  eguali  ecc. 

(^  Questo  teorema  si  suol  anche  enunciare:  In  un  trian- 
golo isoscele  gli  angoli  alla  base  sono  eguali.  E  viene  citato  anche 
dicendo:  In  un  triangolo  a  lati  eguali  (sottinteso,  se  di  eguali 
ci  sono)  sono  opposti  angoli  eguali. 
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]>lm.  Nel  triangolo  ABC  sìb,  AB  ^  AC.  Dico 

essere  A(B)C=B(C) A. 

Per  la  dimostrazione,  sui  lati  AB,  AC  si  pren- 
dano due  segmenti  eguali  tra  loro  BD,  CE,  e  poi  si 
tirino  BE  e  CD. 

Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  AB  E,  ACD,  tro- 
viamo che  hanno  AB^l  AC,  AE=:  AD  e  l'angolo 
in  A  in  comune.  Per  conseguenza 
[129]  è  BE  =  CD  e  sono  eguali 
gli  angoli  BEA,  ADC  e  per  conse- 
guenza [87]  sono  eguali  anche  i  loro 
supplementari  CEB,  CDB. 

Cosi  ora,  se  si  confrontano  i 
triangoli  BCD,  BCE,  poiché  è  in 
essi: 

DB  =  EC,   DC  =  EB    e    C(D)B=C(E)B, 
si  conchiude  [129]  essere  uguali  gli  angoli  DBGy 
BCE,  come  d.  d.  {^). 

13J8.  Tcor.  Qualunque  angolo  può  esser  diviso  in. 
due  parti  eguali,  e  in  un  modo  soltanto. 

Òlm.  Sia  l'angolo  ABC. 

Sui  lati,  partendo  dal  vertice,  si 
prendano  due  segmenti  eguali  BD, 
BE,  e  tirato  il  segmento  DE,  su  que- 
sto segmento,  preso  come  base,  e  dalla 
banda  opposta  a  quella  in  cui  si  trova 
il  punto  B,  si  costruisca  [126]  ad  ar- 
bitrio un  triangolo  isoscele  EDF.  Il 
raggio  BF  divide  l'angolo  ABC  in  due  parti  eguali- 

(})  Più  semplicemente  si  può  dimostrare  la  proposizione^ 
considerando  come  distinti  i  triangoli  ABC^ACE^^  confrontan- 
doli [129]  tra  loro;  oppure  invertendo  l'angolo  CAB.  [78].  Ma^ 
rispetto  a  questa  seconda  dimostrazione,  si  veda  il  §  19. 
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Infatti,  nel  triangolo  BED^  essendo  BE  =  BD^ 
è  [131]:  E{D)B  =  B{E)D. 

Cosi  nel  triangolo  EDF^  essendo  EF  =  FD^ 
è  [131]:  F{D)E=  D(E)F. 

Per  conseguenza  tutto  l'angolo  FDB  è  uguale  all'an- 
golo BEF.  Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  BEF, 
BDF,  troviamo  che  hanno  BE=:BD,  EF=DF 
e  B(E)F  =  F(D)B\  per  conseguenza  [129]  è: 

F(B)E  =  D(B)F. 
Un  angolo  si  può  poi  dimezzare  in  un  modo 

soltanto.  Infatti,  se  il  raggio 
B  BD  dimezza  l'angolo  ABCj 

condotto  un  altro  raggio  qua- 
lunque BE^  che  divida  l'an- 
golo dato,  essendo  A(B)D 
=  D  (B)  C,  è  AB  E  <  ABD, 
E(B)  C  >  D(B)  C  e  per  con- 
seguenza i  due  angoli  ABE, 
EB  C  sono  disuguali.  Il  raggio,  che  dimezza  un  an- 
golo, si  chiama  la  sua  bisettrice. 

133.  Dividendo  per  metà  un  angolo  biretto  5C  J., 
si  ottiene  un  raggio  OD,  che  parte  da  un  punto  di 
una  retta  (quella  composta  dei  lati  dell'  angolo  bi- 
retto),  e  che  forma  con  questa  retta  angoli  eguali. 

Il  prolungamento  CE  del 
raggio  CD  forma  anch'esso  con 
la  retta  AB  angoli  eguali.  In- 
—  fatti  codesti  angoli  sono  opposti 

al  vertice  di  angoli  eguali,  ep- 
però  [88]  anch'essi  sono  eguali. 
In  conchiusione  i  quattro  ango- 
li, che  le  due  rette  AB,  DE  formano  intorno  al  punto 
d'intersezione,  sono  tutti  e  quattro  eguali  tra  loro. 


D 


E 
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134.  Ber*  Du£  rette,  che  formano  qtioMro  angoli 
eguali,  si  dicono  normali  (o  perpendicolari)  Vuna  al~ 
V  altra,  nel  punto  comune. 

(Basta  che,  dei  quattro  angoli^  due  consecutivi 
siano  eguali,  perchè  siano  eguali  tutti  e  quattro. 
[133]). 

135.  Due  rette,  che  abbiano  un  punto  comune 
e  non  siano  normali  tra  loro,  si  dicono  oblique. 

136.  Poiché  si  è  provato  che  ogni  angolo  può 
esser  dimezzato,  e  che  può  esser  dimezzato  in  un 
modo  soltanto,  si  può  dire  [133]  che: 

Per  un  punto  qualunque  d'una  retta,  si  può  con" 
durre  una  normale  alla  retta  ed  una  soltanto. 

137.  Un  angolo,  che  sia  metà  di  un  angolo  bi- 
retto,  si  dice  retto. 

Poiché  tutti  gli  angoli  biretti  sono  eguali  tra 
loro  [84],  e  le  metà  di  angoli  eguali  sono  eguali  [132], 
possiamo  dire  che  tutti  gli  angoli  retti  sono  eguali. 

138.  Qualsiasi  angolo,  che  sia  minore  di  un  retto, 
si  dice  acuto.  Ed  ogni  angolo  maggiore  di  un  retto 
si  dice  otturo.  (^). 

139*  Due  angoli,  la  cui  somma  sia  eguale  ad 
un  retto,  si  dicono  complementari. 

Angoli  acuti  eguali  hanno  complementi  eguali. 
[137]. 

140.  Osa.  Poiché  due  angoli  adiacenti  formano 
un  angolo  biretto,  si  può  dire  [137]  che: 

La  somma  di  due  angoli  adiacenti  è  uguale  alla 
somma  di  due  angoli  retti,  e  che  : 

i})  Si  può  anche  dire  che  un  angolo  è  acuto,  retto,  od 
ottuso,  secondo  che  è  minore,  uguale,  o  maggiore  del  nuovo 
angolo,  che  si  ottiene  prolungando  uno  dei  lati  dell'  angolo  dato 
(di  là  dal  vertice). 


—  49  — 

141.  La  somma  di  tutti  gli  angoli^  in  cui  un 
'piano  è  diviso  da  quanti  si  vogliono  raggi  uscenti 

da  uno  stesso  punto,  è  uguale  aUa  somma  di  quat^ 
tra  retti. 

142.  Probi.  Tirare  la  normale  a  una  retta  data 
in  un  suo  punto  dato.  (^). 

Risol.  Sia  data  la  retta  AB,  e  su  questa  un 
punto  0.  Si  tratta  di  tirare  la  retta  che  è  normale  ad 
AB  in  a 

Partendo  da  (7,  si  prendano  sulla  retta  due  seg- 
menti eguali  CDj  CE.  Poi  sulla  base  DE  si  costrui- 
sca [126]  un  triangolo  isoscele  qualsivoglia  DEF.  La 
retta  CF  è  la  normale  domandata. 

Blm.  Infatti,  poiché  in  un 
triangolo  isoscele  gli  angoli  alla 
basesono  [131]  eguali,  hF{D)0 
\  =  C(E)F.  Essendo  inoltre  per 


/ 
/ 
/ 
/ 
/ 
/ 


\ 


\  costruzione  FD  =  FÉ  e  CD 

\ 


j^ — e — BB~"       —  ^-^'  ^ triangoU  FD C,  FEO 

hanno  anche  gU  altri  elementi 
[129]  rispettivamente  uguali  ;  ed  in  particolare  è 
'D{p)F=F{C)E. 

143*  Teor.  Per  un  punto,  dato  furori  di  una  retta, 
si  può  sempre  condurre  una  normale  a  questa  retta,  ed 
una  soltanto. 

Blm.  Siano  dati  un  punto  A  e  una  retta  BG 
ehe^non  passi  per  A.  Dico  che  si  può  tirare  una 
retta  ed  una  soltanto  che  passi  per  A  e  sia  normale 
alla-BC. 

Preso  un  punto  M  in  guisa  che  A  ed  M  giac- 
ciano da  bande  opposte  della  retta,  si  tiri  il  seg- 

(^)  Come  si  è  osservato,  questo  problema  non  è  che  un 
<»80  particolare  del  problema  del  §  182. 

l 


T 
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mento  AM.  Questo  segmento  taglia  necessariamente 
[62,  2'']  la  retta  jBC;  sia  -^  il  punto  d'incontro.  Ed 
ora,  con  centro  A  e  raggio  AM,  si  descriva  un  cer- 
chio. Poiché  la  retta  B  G  passa 
per  un  punto  N,  che  è  intemo 
al  cerchio,  essa  ha  in  comune 
col  cerdiio  due  punti  situati  da 
bande  opposte  di  N.  Siano  D 
ed  JE  questi  punti.  Condotti  AD, 
AE,  si  divida  per  metà  [132] 
l'angolo  E  AD.  La  bisettrice  in- 
contra necessariamente  il  segmento  DE)  sia  F  il 
punto  d'intersezione.  Dico  essere  AF  normale  a,  BC^ 

Infatti  i  triangoli  ADF,  AEF,  avendo  A  Fin  co- 
mune, AD  =  AE  perchè  raggi  di  uno  stesso  cerchio, 
ed  F{A)D=.E{A)F  per  costruzione,  hanno  [129] 
anche  gli  altri  elementi  rispettivamente  uguali  ;  e  in 
particolare  è  D(F)A  =  A(F)E. 

Ci  rimane  da  dimostrare  che  da  un  punto,  che 
sia  fuori  d'una  retta,  non  si  può  tirare  alla  retta 
che  una  normale  soltanto. 

Sia  un  punto  A,  ed  una  retta  B  0  che  non  passa  pea^ 
JL;  e  sia  -ii)  normale  a.  BC.  Tiro  per  A  un'altra  retta 
qualunque  che  incontri  la  jBC; 
sia  in  E.  Proveremo  che  la  retta 
A  E  non  è  normale  alla  B€. 

A  tal  fine  si  prenda  un  seg- 
mento DF  che  sia  eguale  bà  AD 
e  si  unisca  F  con  E. 

Se  si  confrontano  i  trìan* 
goU  ADE,  FDE,  si  trova  che 
hanno  DE  in  comune,  AD  =  DF  ed  eguali  gli  an- 
goli ADE,  EDF,  perchè  le  rette  AF  e  BC  sono. 


—  51  — 

normali  tra  loro.  Per  conseguenza  [129]  gli  angoli 
JDEA  ed  FED  sono  eguali. 

Ora,  se  la  retta  A  E  fosse  normale  &  BC,  l'an- 
golo DEA  sarebbe  retto,  e  quindi  retto  anche  FED] 
per  conseguenza  l' angolo  FÉ  A  sarebbe  biretto,  cioè 
la  linea  AEF  sarebbe  un  segmento.  Ma  allora  avrem- 
mo due  rette  con  due  punti  -4.  ed  i^  in  comune  e 
non  coincidenti;  e  ciò  non  può  essere  [28,  3^].  La 
retta  A  E  non  è  dunque  normale  alla  JBC.  (}). 

144*  Teor.  Qualunque  segmento  può  esser  diviso 
in  due  parti  eguali,  e  in  un  modo  soltanto. 
Bini'.  Sia  il  segmento  AJB, 
Costruito  [126]  ad  arbitrio  su  AB,  preso  come 
base,  un  triangolo  isoscele  ABC,  si  dimezzi  [132] 

r  angolo  B  CA.  La  bisettrice  ta- 
glia il  segmento  AB,  e  il  punto 
E  d'intersezione  divide  code- 
sto segmento  in  parti  eguali. 

Infatti,  confrontando  i  trian- 
goli CAE,  CBE,  si  trova  che 
hanno  CE  in  comune,  CA  = 
CB,  e  per  costruzione  E(C)A  =  B{C)E.  Per  conse- 
guenza [129]  è  AE  =  EB. 

Kessun  altro  punto  del  segmento  AB  potrebbe 
dividere  anch'esso  il  segmento  in  parti  eguali.  Ed 

invero,   segnando,   ad    es.,    il 
X  É      ^     B       punto  F,  poiché  h  AE  =  EB, 

AF  >  AE  e  FB  <  EB,  a 
doppia  ragione  i  segmenti  AF  q  BF  sono  disuguali. 

(^)  I  teoremi  dei  §§  136  e  143  sono  due  casi  del  teorema: 
Per  tm  punto  dato  ai  può  sempre  condurre  una  normale  ad  una 
retta  data  ed  una  soltanto.  Ma  tra  i  dae  c'è  una  sostanziale 
differenza. 
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1#5.  Teor.  Si  può  sempre  costruire  un  angolo  che 
sia  eguale  a  un  angolo  dato,  che  abbia  per  lato  un  rag^ 
gio  dato,  e  che  cada  da  una  banda  assegnata  di  code- 
sto  raggio. 

Bim.  Sia  ABC  T angolo  dato,  e  DE  il  raggio 
dato. 

Preso  sul  lato  BA  un  punto  S  ad  arbitrio,  da 
H  si  tiri  [143]  la  normale  HK 
all'altro  lato  delP angolo.  Quin- 
di, preso  su  DE  un  segmento 
DM  =  BK,  si  tiri  [136]  per 
M  la  if -anormale  a  DE,  In- 
fine, fatto  MN  =  HK,  si  tiri 
il  raggio  DN.  L'angolo  NDE 
è  uguale  all'angolo  dato  ABC. 

Infatti,  poiché  nei  trian- 
goU  HBK,  NDM  h  BK=  DM,  SK  =  NM  e 
B(K)S=  D{M)N,  egli  è  [129]  A(B)C=N(D)E. 

H  problema  ammette  una  sola  soluzione.  [77]. 

146.  Probi.  Costruire  un  triangolo  che  sia  eguale 
ad  un  triangolo  dato. 

Rlsol.  Si  costruisce  [145],  dove  la  questione  ri- 
chiede,  un  angolo  eguale  ad  uno  di  quelli  del  trian- 
golo dato,  e  sui  lati  dell'angolo  costruito  si  prendono, 
partendo  dal  vertice,  due  segmenti  rispettivamente 
uguali  a  quei  due  lati  del  triangolo,  che  contengono 
l'angolo  prescelto.  Unendo  le  estremità  dei  due  seg- 
menti^ si  ottiene  un  triangolo  eguale  [129]  al  dato. 
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CAPITOLO  in 

IL    TRIANGOLO 


Prime  proprietà  del  triangolo. 

151.  Un  angolo,  compreso  da  un  Iato  di  nn  trian- 
golo e  da  un  prolungamento  di  un  altro  lato,  si  dice 
angolo  esterno  del  triangolo.  Un  angolo  esterno  è  adia- 
cente ad  uno  degli  angoli  del  triangolo^  e  si  dice  oppo- 
sto di  ciascuno  degli  altri  due. 

15d.  Teor.  In  ogni  triangolo  un  angolo  esterno  è 
maggiore  di  ciascuno  degli  angoli  interni  opposti. 

Bini.  Sia  un  triangolo  qualunque  ^  j8  C,  e  si  pro- 
lunghi uno  dei  lati,  ad  es.  il  lato  A  B,  in  D.  Dico  che 
rangole  estemo  DAC  è  maggiore  di  ciascuno  degli 
angoli  intemi  opposti  ABC,  BCA. 

Perciò  divido  A  C  per  metà  [144]  in  J?,  e,  condotto 
il  raggio  jB-K,  faccio  JEF  =  BK  Poi  osservo  che 

il  punto  F  cade  necessaria- 

If  v^         /^  mente    dentro    dell'  angolo 

\   /  DAC;  ed  invero,  dappoiché 

yST  ^^^?        la  retta  BF  incontra  la  ret- 

/    N^''"'  ^*  -S-D  in  -B  e  la  retta  AC 

/ ^^^'^^    >v  in  F^  il  raggio  FF  non  può 

'^kl ^C  incontrare  i  lati  dell'angolo 

DAC.  [28,  3^].  Per  conse- 
guenza,  se  si  tira  il  raggio  AF^  questo  divide  in  due 
l'angolo  DA  a 

Ora,  considerando  i  triangoli  FFA^  BEC^  tro- 
viamo essere  EF  =  EB^  E  A  =  EC,  é  che  sono 
eguali  gli  angoli  AEF,  CEB,  perchè  opposti  al  ver- 
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tìce.  Pertanto  {129]  anche  gli  altri  elementi  sono  ri- 
spettivamente uguali;  e  in  particolare  è  : 

F{A)E  =  B{C)E. 

Ma  F{A)  C  è  una  parte  di  2)(-i)  C;  quindi  è: 

D{A)C  >  B{C)A, 

Similmente,  prolungato  il  lato  CA  in  H^  si  po- 
trebbe provare  (dividendo  cioè  il  lato  AB  per  me- 
tà, ecc.)  che  l'angolo  esterno  BAH  è  maggiore  del- 
l'angolo AB  a  Ma  è  B{A)E  =  D{A)  C  [86J  ;  quindi, 
infine,  D{A)C  è  maggiore  anche  di  4(^)  C^« 

153.  Cor.  1^.  La  somma  di  due  angoli  d^  un  trian^ 
golo  qualunque  è  minore  di  due  retti. 

Bini.  Sia  il  triangolo  ABC.  Dico  che  la  somma 
di  due  angoli,  ad  es.  la  somma  degli  angoli  ABC^B  CA^ 
è  minore  di  due  retti.  ^  ^ 

Infatti,  prolungato  il  lato 
BC  in  D,  poiché  [152]  Tan- 
golo  interno  ABC  h  minore 
dell'esterno  opposto  ACD, 
aggiungendo  a  ciascuno  dei 
due  angoli  l'angolo  BOA,  si  ottiene: 

A{B)C  +  B{C)A  <  A{C)D  +  B{C)A. 

Ma  la  somma  degli  angoli  adiacenti  A  CD,  B  CA  è 
[140]  uguale  a  due  retti;  per  conseguenza  la  somma 
dei  due  angoli  ABC,  BCA  è  minore  di  due  retti. 

154.^  Cor.  ft^.  8e  un  triangolo  ha  un  angolo  retto^ 
o  un  angolo  ottuso^  gli  altri  due  angoli  sono  acuti. 

Infatti,  se  uno  di  questi  fosse  retto  od  ottuso,  esi- 
sterebbe un  triangolo  nel  quale  due  angoli  darebbero 
una  somma  eguale  a  due  retti,  o  maggiore.  E  ciò  non 
può  [153]  essere. 

15S.  Se  un  angolo  di  un  triangolo  è  retto,  il  tóy 
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angolo  si  dioe  rettangolo.  H  lato  opposto  alPangolo  retto 
si  dice  ipotenusa\  gli  altri  due  lati  si  chiamano  cateti. 
Se  un  angolo  di  un  triangolo  è  ottuso,  il  triangolo 
si  dice  ottusangolo. 

156.  Cor.  S^.  Due  rette^  che  siano  normali  ad  una 
terza,  non  sHncontrano. 

Infatti,  se  s^  incontrassero,  ci  sarebbe  un  triangolo 
con  due  angoli  retti,  e  ciò  non  può  darsi.  [154]. 

157.  Teor.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono  eguali^ 
gli  angoli  opposti  ai  due  lati  eguali  sono  eguali. 

Dina.  Si  trova  nel  §  181. 

158*  Oss.  8e  un  triangolo  ha  due  angoli  eguali j 
questi  sono  acuti,  giacché  non  esiste  nessun  triangolo 
[154]  nel  quale  due  angoli  siano  retti  od  ottusi.  Pos- 
siamo dire  pertanto  [157]:  In  un  triangolo  isoscele  gli 
angoli  alla  base  sono  acttii. 

159,  Se  sui  lati  di  un  angolo  acuto,  partendo  dal 
vertice,  si  prendono  due  segmenti  eguali,  e  se  ne  con- 
giungono le  estremità,  si  ottiene  un  triangolo  isoscele, 
nel  quale  anche  [158]  F  angolo  opposto  aUa  base  è 
acuto.  Esistono  adunque  triangoli  nei  quali  tutti  e 
tre  gli  angoli  sono  acuti. 

Quando  tutti  e  tre  gli  angoli  di  un  triangolo  sono 
acuti,  il  triangolo  si  dice  acutangolo. 

160.  Teor.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono  disu- 
guali, Vangelo  opposto  al  lato  maggiore  è  maggiore  deU 
Vangelo  opposto  al  lato  minore.  Q). 

Idilli.  Nel  triangolo  ABC  il  lato  AB  sia  maggiore 
del  lato  AC.  Dico  che  l'angolo  BCA,  opposto  al  lato 
maggiore  AB,k  maggiore  dell'angolo  ABC,  che  è  op- 
posto al  lato  minore  A  C 

0)  SI  cita  questo  teorema  dicendo  :  in  un  triangolo,  a  lato 
ynaggiore  è  opposto  angolo  maggiore. 
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si tagli  dal  lato  maggiore  AB  una  parte  ADy 
eguale  ad  J.  C,  e  si  tiri  CD.  Perchè  il  punto  D  cade 
tra  A  e  jB,  il  raggio  CD  cade  nell^  angolo  B  CA. 

Si  osservi  ora  il  triangolo  ADC. 
In  questo,  poiché  è  AD  =  AG^  gli 
angoli  DCA,  ADC  sono  [167]  eguali 
tra  loro.  E  dacché  V  angolo  B  CA  è 
maggiore  di  D{G)A^  esso  è  maggiore 
anche  dell^ angolo  ADC  Ma  questo, 
come  esterno  del  triangolo  BDC,  è 
[152]  maggiore  dell'angolo  DBC,  interno  opposto. 
Cosi,  a  maggior  ragione,  è  B(C)A  >  A{B)C. 

161.  Teor.  8e  due  angoli  di  un  triangolo  sono 
eguali^  i  lati  opposti  ai  due  angoli  eguali 
sono  eguali  tra  laro. 

Blm.  Nel  triangolo  ABC  sia 
A(B) C  =  B(C)A.  Dico  essere: 

AC  =  AB. 

I  latice,  AB  non  possono  in- 
fatti essere  disuguali,  perchè  in  tal 
caso  anche  gli  angoU  ABC^  BCA 
sarebbero  disuguali  [160],  e  ciò  contro  l'ipotesi. 

16d.  Teor.  8e  due  angoli  di  un  triangolo  sono 
disuguali^   il  lato  opposto   alt  angolo 
maggiore  è  maggiore  dd  lato  opposto 
aW  angolo  minore. 

]>lm.  Nel  triangolo  ABC^  l'an- 
golo BCA  sia  maggiore  dell'angolo 
ABC  Dico  che  il  lato  AB^  oppo- 
sto all'  angolo  maggiore,  è  maggiore  del  lato  A  C,  che 
è  opposto  all'angolo  minore. 

E  infatti,  non  può  essere  AB  =.  AC^  perchè  al- 
lora [167]  sarebbe  B{C)A  =  A{B)C^  e  ciò  contro 
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r ipotesi.  Né  può  essere  AB  <  AC^  perchè  [160]  ne 
verrebbe  la  conseguenza  che  B{C)A  sarebbe  minore 
di  -4(5)  C,  e  ciò  di  nuovo  contro  F  ipotesi. 

Ma  poiché  AB  non  può  essere  uguale  ad  AC^ 
né  minore,  esso  é  maggiore  di  questo  lato.  (^). 

163.  Cor.  In  un  triangolo  rettangolo^  V  ipotenusa 
è  maggiore  di  ciascun  cateto.  In  un  triangolo  ottusan- 
golo il  lato  opposto  àW  angolo  ottuso  è  maggiore  di  cia- 
scuno degli  altri  lati.  [154, 162]. 

{})  E  interessante  confrontare  tra  loro  le  quattro  proposi- 
zioni 157,160,161,162,  che  si  riferiscono,  tutte  e  quattro,  a  proprietà 
dello  stesso  soggetto:  il  triangolo.  Dobbiamo  fare  alcune  premesse. 

a)  Due  teoremi,  relativi  ad  uno  stesso  soggetto,  si  dicono 
ciascuno  il  oontrario  dell'altro,  se  l'ipotesi  e  la  tesi  d'uno  di 
essi  sono  rispettivamente  contrarie  all'ipotesi  e  alla  tesi  del- 
l' altro.  Ad  es.  sono  contrarie  le  due  proposizioni: 

Due  retie^  se  sono  tutte  e  due  normali  ad  una  terza,  non 
sHncontrano, 

Due  rette,  se  sono  una  normale  ad  una  terza  retta  e  V  altra 
no,  s'incontrano. 

Non  sempre  due  proposizioni  contrarie  sono  vere  ambe- 
due. Ad  es.,  sussiste  sempre  la  proposizione  : 

In  un  triangolo,  se  un  angolo  è  retto,  il  lato  opposto  a  quo- 
strangolo  è  maggiore  di  ciascuno  degli  altri  due. 

Invece  non  sussiste  in  generale  la  proposizione  contraria: 

In  un  triangolo,  se  un  angolo  non  è  retto,  il  lato  opposto  a 
guesV  angolo  non  è  maggiore  di  ciascuno  degli  altri  due,  dacché, 
sebben  l'angolo  sia  acuto,  il  lato  opposto  può  esser  maggiore 
di  ciascuno  degli  altri  due. 

fi  Due  teoremi,  relativi  ad  uno  stesso  soggetto,  si  dicono 
ciascuno  V inverso  o  il  reciproco  dell'altro,  se  l'ipotesi  e  la  tesi 
d'uno  di  essi  sono  rispettivamente  la  tesi  e  l'ipotesi  dell'altro. 
Ad  es.,  sono  reciproche  le  due  proposizioni: 

In  un  triangolo,  se  due  UUi  sono  eguali,  gli  angoli  opposti 
sono  eguali. 

In  un  triangolo,  se  due  angoli  sono  eguali,  i  lati  opposti 
sono  eguali. 
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161.  Teor.  Ciascun  lato  di  un  trùmffolo  è  minore 
della  somma  degli  altri  due. 

Bim.  Sia  un  triangolo  qualunque  ABC.  Dico  che 
ciascun  lato  è  minore  della  somma  degli  altri  due. 

Non  sempre  due  proposizioni  reciproclie  sussistono  tutte 
e  due.  Ad  es.,  è  sempre  vera  la  proposizione: 

In  un  triangolo,  se  un  angolo  è  retto,  il  lato  opposto  è  mag- 
giore di  ciascuno  degli  altri  due. 

Ma  non  è  sempre  vera  la  proposizione  reciproca: 

Se  un  lato  di  un  triangolo  è  maggiore  di  ciascuno  degli  altri 
due,  r  angolo  opposto  al  primo  lato  è  retto,  giacche  codesto  an- 
golo potrebbe  anche  essere  acuto  od  ottuso. 

y)  Talvolta  si  dimostra  una  proposizione,  imaginando  che 
il  soggetto  abbia  la  proprietà  contraria  di  quella  asserita  dal 
teorema.  Hagionando  su  cotal  base,  si  perviene  ad  una  con- 
chìusione  contraddicente  l'ipotesi  o,  come  si  suol  anche  dire, 
si  perviene  ad  un  assurdo.  A  questo,  ad  es.,  che  due  segmenti 
sono  ad  un  tempo  eguali  e  disuguali.  Una  dimostrazione  cosi 
fatta  si  dice  indiretta.  Con  essa  si  vien  a  provare  che  la  dimo- 
strazione in  questione,  più  o  meno  velatamente,  è  inclusa  in 
quella  d'una  precedente  proposizione,  tantoché,  logicamente,  essa 
è  la  dimostrazione  che  si  deve  preferire  ad  altra  che  ci  fosse. 

Ed  ora  torniamo  ai  quattro  teoremi  accennati  in  principio, 
semplificando  il  secondo  ed  il  quarto.  I  quattro  teoremi  sono  cosi: 

In  un .  triangolo,  se  due  lati  sono  eguali,  gli  angoli  opposti 
sono  eguali. 

In  un  triangolo,  se  due  lati  sono  disttguali,  gli  angoli  op- 
posti  sono  disuguali. 

In  un  triangolo,  se  due  angoli  sono  eguali,  i  lati  opposti 
sono  eguali. 

In  un  triangolo  se  due  angoli  sono  disuguali,  i  lati  opposti 
sono  disuguali. 

Qui  vediamo  che  la  seconda  proposizione  è  la  contraria 
della  prima;  che  la  terza  è  la  reciproca  della  prima;  che  la 
quarta  è  la  contraria  della  terza,  talché  si  può  anche  dire  che 
la  quarta  è  la  contraria  della  reciproca  della  prima.  Più  sem- 
plicemente, si  dice  che  essa  é  la  contrapposta  della  prima. 

Cosi,  confrontando  la  seconda  e  la  terza,  facilmente  si  ri- 
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La  dimostrazione  ò  necessaria  soltanto  nel  caso 
che  il  lato,  che  si  considera,  sia  maggiore  di  ciascuno 
degli  altri  due;  giacche  se,  rispetto  al  lato  che  si  con- 
sidera, tra  gli  altri  due  se  ne  trova  uno  di  eguale  o 

conosce  che:  ciascnna  di  esse  è  la  contraria  della  reciproca  del- 
l' altra,  cioè  la  contrapposta  dell'altra. 

Ora,  se  due  proposizioni  sono  tali,  che  nna  sia  la  contraria 
della  reciproca  dell'altra  (cioè  la  contrapposta  dell'altra),  se  ona 
sassiste,  sussiste  anche  l' altra,  e  si  può  dimostrarlo  subito  indi- 
rettamente. Infatti: 

Se  un  soggetto  S^  perchè  ha  la  proprietà  P,  ha  la  pro- 
prietà Q;  un  soggetto  S,  che  non  abbia  la  proprietà  Q,  non  ha  la 
proprietà  P;  giacché,  supponendo  che  abbia  la  proprietà  P,  per 
la  prima  proposizione  dovrebbe  avere  anche  la  proprietà  Q.  Di- 
modoché codesto  soggetto  dovrebbe  avere  e  non  avere  ad  un 
tempo  la  proprietà  Q;  il  che  è  assurdo. 

In  conchiusione,  quando  quattro  proposizioni  siano  colle- 
gate tra  loro  alla  maniera  delle  quattro  che  abbiamo  considerate, 
«  si  siano  dimostrate  le  due  prime,  o  le  due  ultime,  si  possono  ri- 
tenere dimostrate,  senz'altro,  anche  le  altre  due. 

Ora,  tornando  alle  nostre  quattro  proposizioni,  come  sono 
nel  testo,  dobbiamo  osservare  che  dimostrare  che  due  segmenti 
sono  disuguali,  è  provar  meno  che  indicare  anche  quale  dei  due  è 
11  maggiore;  dimodoché  il  secondo  teorema  non  è  il  contrario 
del  primo,  senz'altro.  Il  terzo  ne  è  una  conseguenza  necessaria 
XLgualmente  perchè,  per  conchiuderlo,  basta  sia  dimostrata  la 
semplice  contraria  della  prima.  Il  quarto  teorema,  poiché  in  esso 
non  ci  si  contenta  di  dimostrare  che  i  due  lati  sono  disuguali, 
ma  si  vuol  anche  sapere  quale  è  il  maggiore,  si  ricava  indiret- 
tamente, non  dal  primo  soltanto,  ma  dai  due  primi  teoremi. 
Quando  si  vuol  provare  indirettamente  che  una  grandezza  è 
maggiore  d'un' altra,  bisogna  provare  che  essa  non  può  essere 
■Uguale  a  codesta,  e  poi  che  non  può  essere  minore  di  essa. 

Tralasciamo,  imitando  Euclide,  che  fu  anche  un  grande 
maestro,  le  considerazioni  generali  relative  alle  ultime  rifles- 
sioni; anche  perché  dubitiamo  che  la  stringatezza  eccessiva,  la 
soppressione  di  ogni  imàginabile  ripetizione,  non  siano  doti 
molto  preziose  in  un  libro  scolastico  elementare. 


—  60  — 

maggiore,  è  manifesto  che  il  primo  lato  e  minore  della 
somma  degli  altri. 

Nel  triangolo  ABC  il  lato  BC  sia  maggiore  di 
ciascuno  degli  altri  due;  dico  essere  J3 (7  minore  della, 
somma  BA  -^  AG. 

Prolungato  BA  (^),  si  faccia  AD  =  AC,  dimo- 
doché è  BD  =  BA  +  AC]  esi  tiri  DC 

Poiché  nel  triangolo  A(C)D è  AD  =  ACj  abbia- 
mo [157]  A(C)D  =  C{D)A. 
Per  conseguenza  è  B(C)D  > 
C{D)B.  Ma  in  un  triangolo  ad 
angolo  maggiore  è  [162]  opposto 
lato  maggiore;  quindi  è  BD  > 
BC,  ossia  appunto: 

BA  +  AC>  BC. 

165.  Cor.  Ciascun  lato  di  un  triangolo  è  maggiore 
della  differenza  tra  gli  altri  due.  [123]. 

166.  Osa.  Abbiamo  veduto  [125]  che  è  sempre 
possibile  costruire  un  triangolo,  i  cui  lati  siano  rispet- 
tivamente uguali  a  tre  dati  segmenti,  quando  ciascuno 
di  questi  è  minore  della  somma  degli  altri  due.  Or& 
possiamo  aggiungere  che  queste  condizioni,  che  al- 
lora si  son  trovate  sufficienti,  sono  anche  necessarie. 
Inf atti,  se  una  non  fosse  sodisfatta,  e  ciò  non  pertanto 
si  potesse  costruire  un  triangolo,  in  tal  caso  esiste- 
rebbe un  triangolo  nel  quale  un  lato  sarebbe  uguale 
alla  somma  degli  altri  due,  o  maggiore.  [164].  (^). 

(})  Bisognerebbe  aggiungere  «  dalla  banda  di  ^  ».  Ma  qui,  e 
spesso  in  casi  analoghi,  si  tacciono,  per  brevità,  circostanze  pur 
necessarie,  ammettendo  che  l'acume  del  lettore  supplisca  al- 
l'omissione. 

(^)  Cogliamo  l'occasione  per  far  notare  come  la  risolu- 
zione d'un  problema  possa  gettar  luce  sopra  un  teorema.  Ad 
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167.  Teor.  Il  segmento ,  che  unisce  un  punto  éCun 
lato  di  un  triangolo  col  vertice  opposto^  è  minore  di 
uno  almeno  degli  altri  due  lati. 

Dim.  Nel  triangolo  ABCuidsoo  un  punto  D  qua- 
lunque del  lato  BC  col  vertice  A.  Dico  che  AD  è 

minore  di  uno  almeno  dei  lati  ABj  AC. 
Infatti,  gli  angoli  BDA,  AD  Co 
sono  retti  ambidue,  e  allora  AD  è 
minore  [163]  di  ambidue  i  lati  ABy 
AC.  Oppure i  due  angoli  sono  disu- 
guali ;  ma  in  tal  caso  uno  dei  due  è 
ottuso,  e  allora  AD  è  necessariamente  minore  [163]  di 
quello  dei  lati  ABjAC,  che  è  opposto  all'  angolo  ottuso. 

168.  Cor.  1^.  In  un  triangolo  isoscele^  U  segmento^ 
che  unisce  un  punto  della  base  col  vertice  opposto ,  è  mi- 
nore dei  lati  eguali]  ed  U  segmento,  che  unisce  un 
punto  d^un  prolungamento  della  base  col  vertice  op- 
postOj  è  maggiore  dei  lati  eguali.  [167]. 

169.  Cor.  2^.  In  un  triangolo  rettangolo  od  ot- 
tusangolo,  il  segmento  che  unisce  U  vertice  di  uno  degli 
angoli  acuti  con  un  punto  del  lato  opposto,  è  minore 
dd  lato  opposto  alV  angolo  retto  od  ottuso.  [163,  167]. 

Relazioni  tra  elementi  di  due  triangoli. 

170.  Teor.  In  due  triangoli,  se  due  lati  e  Vangalo 
compreso  sono  rispettivamente  uguali,  anche  gli  altri 
dementi  sono  rispettivamente  uguali,  e  anche  i  trian- 
goli sono  eguali. 

es.,  se  non  si  fosse  ancora  risoluto  il  problema  del  §  125  (e 
fatte  le  osservazioni  relative),  si  potrebbe  dubitare  esserci  un 
teorema  più  perfetto  di  quello  del  §  164,  per  esempio  questo, 
cbe  ciascun  lato,  an«he  se  aumentato  d'un  suo  quarto,  è  su- 
perato dalla  somma  degli  altri  due. 
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Dim.  La  stessa  che  nel  §  129. 

171.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  ri-- 
spettivamente  uguali  e  V  angolo  compreso  disuguale^  i 
terzi  lati  sono  disuguali^  e  U  maggiore  è  nel  triangolo 
che  ha  V  angolo  maggiore. 

Bim.  Siano  i  due  triangoli  ABC,  DEF,  e  sia  in 
essi  AB  =  DE,AC  =  DF  e  C(A)B  >  F{D)  E. 
Si  tratta  di  provare  che  h  BC'!>  EF. 

A  tal  fine  dall'angolo  maggiore  CAB,  e  dalla 
parte  di  AB,  supposto  che  AB  sia  eguale  o  minore 
di  AC,  si  tagli  via  [145]  un  angolo  JB.AB  che  sìa 
eguale  al  minore  F{D)E. 

Sia  K  il  punto  in  cui  ^  J^  J? 

raggio  AH  incontra  il  .// \  «// 

latore.  y^ /   V  y^f 

Quando  sia  ^jB=     *V-^       \     *\    / 
AC,  il  segmento  AK è  NZ^Tl^Tlrir^A  >/ 

minore  [168]  di  ambidue  yi  C  f 

questi  lati.  Quando  poi 

e  AB  <  AC,  allora  AK,  perchè  è  minore  [167]  di 
uno  almeno  di  questi  due  lati,  esso  è  certamente  mi- 
nore di  AC,  Per  conseguenza,  se  sul  raggio  AK  si 
prende  un  segmento  AS,  che  sia  eguale  ad  AC,  il 
punto  H  cade  necessariamente  fuori  del  triangola 
ABC.  Si  tirino  BHedSC. 

Intanto,  confrontando  i  triangoli  AB 3,  DEF^^ 
troviamo  che  hanno  AB  =  DE,  AB  =  DF  (per- 
chè è  ^  C  =  DF),  ed  H{A)B  =  F(D)E.  Per  con* 
seguenza  [170]  è  BB:=  EF. 

Ora  si  osservi  il  triangolo  ABLC  Essendo  in  essa 
AC=AB:,  ed  egli  è  [167]  A{E)C  =  E{C)A.  Ma  h 
B{H)0  A{E)C  ed  JS(C)A  >  S{C)B\  quindi 
è  B(H)C  >  H{C)B.  Per  conseguenza  [162]  nel. 
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triangolo  BEC egli  è  -B C>  BS.  Ma  ò  JBJSr  =  EF, 
quindi  infine  è  BG  >  EF. 

Cosi  resta  dimostrato  che,  ecc. 
17».  Te#r.  8e  due  triangoli  hanno  i  lati  rispet' 
tivamente  uguali^  anche  gli  angoli  sono  rispettivamente 
uguali^  e  anche  i  triangoli  sono  eguali, 

BlBi.  Nei  triangoli  ABG^  DEF  sia  AB  =  DE, 
AC=I>F  e  BG=EF.  Si  deve  provare  anzitutto 

che  gli  angoli  sono  rispetti- 
vamente eguali. 

Consideriamo,  ad  es.  [130], 
i  due  angoli  GAB,  FDE. 
Essi  non  possono  essere  di- 
suguali, perchè,  in  tal  caso, 
essendo  AB  =  DE  e  AG 
=  -D  JP,  i  due  lati  B  C,  EF  sarebbero  disuguali  [171], 
e  ciò  contro  l'ipotesi. 

Ma  ora  ì  due  triangoli,  poiché  hanno  AB  =  DE 
AG  =  DF  ed  eguali  gli  angoli  GAB,  FDE^  hanno 
rispettivamente  uguali  gli  altri  angoli  [170],  ed  essi 
stessi  sono  eguali  tra  loro. 

178.  Osa.  Ora  possiamo  indicare  una  costruzione 
più  comoda  di  quella  insegnata  nel  §  145,  per  risol- 
vere  il   problema 
ivi  indicato. 

Infatti,  ove  sia 
ABC  l'angolo  da- 
tOj  e  DEH  raggio 
dato,  basta  pren- 
dere sui  lati  del- 
l'angolo dato  due  punti  M,  K  ad  arbitrio,  e  poi,  preso 
sul  raggio  DE  un  segmento  DN—^BK,  costruire  il 
triangolo  MDNj  i  cui  altri  lati  DM,  MN  siano  eguali 
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rispettivamente  ai  segmenti  BH^  BK,  E  si  noti  che 
la  costruzione  di  cosi  fatto  triangolo  è  sempre  possi- 
bile [125],  perchè  i  tre  segmenti  BK^  BS^  SK^  ai 
quali  devono  essere  uguali  i  lati  del  triangolo  da  co- 
struire, sodisfanno  [164]  appunto  alle  condizioni  che 
ciascuno  sia  minore  della  somma  degli  altri  dua 

L^angolo  MDN^  costruito  in  questo  modo,  e  l'an- 
golo dato  ABC  òono  poi  eguali,  perchè  [172]  opposti 
a  lati  eguali  in  triangoli,  che  hanno  per  costruzione  i 
lati  rispettivamente  uguali. 

174.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  rispet- 
tivamente uguali  e  il  terzo  lato  disuguale^  al  lato  mag'- 
giare  è  opposto  angolo  maggiore. 

Bim.  Nei  triangoli  ABC,  DEF sia  J15  =  DE, 
AC=  DF  e  BO  EF.  Dico  che  l' angolo  in  ^  è 
maggiore  dell'angolo  in  D. 

Infatti,  non  si  può  am-  ^  ^ 

mettere  che  questi  due  an- 
goli siano  eguali,  giacché  al- 
lora, essendo  nei  due  trian- 
goli due  lati  e  l'angolo  com- 
preso rispettivamente  uguali, 
sarebbe  [170]  BC  =  EF,  e  ciò  contro  l'ipotesi. 

Né  l'angolo  in  A  può  essere  minore  dell'angolo 
in  -D,  perchè  ne  seguirebbe  [171],  pure  contrariamente 
all'  ipotesi,  essere  BC  <Z  EF.  L'angolo  in  J.  è  quindi 
maggiore  dell'angolo  in  D. 

175.  Teor.  8e  due  triangoli  hanno  un  lato  e  due 
angoli  ordinatamente  (})  uguali,  anche  gU  altri  eie- 

(^)  Delle  cose  si  dicoi^o  ordinatamente  (invece  di  rispetti- 
vamente) ugnali  ad  altrettante,  quando  l'eguaglianza  rispettiva 
ha  luogo  anche  tenendo  conto  dell'ordine  in  cui  le  cose  sono 
disposte.  * 
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menti  sono  ordinatamente  ugiMli^  e  anche  i  triangoli 
sono  eguali, 

Blflt.  Nella  dimostrazione  bisogna  distinguere 
dne  casi,  perchè  i  due  angoli,  che  si  accennano  nel- 
r  ipotesi,  o  sono  entrambi  adiacenti  al  lato  conside- 
rato^ oppure  uno  è  adiacente  e  T  altro  è  opposto. 

Nei  triangoU  ABC,  DEF  sia  BC  =  EF, 
A(B)C  =  I){E)F,eT^oisis,:oB(C)A  =  E(F)D, 

oppure  C  {A)B  =  F  (D)  E. 
E  chiaro  che  tutto  sta 
a  provare  T  eguaglianza  dei 
lati  AB,  DE,  perchè  cosi 
ci  si  riduce  al  caso  in  cui 
i  due  triangoli  hanno  due 
lati  e  r  angolo  compreso  ri- 
spettivamente uguali. 
Supponiamo^  se  può  essere,  che  AB  e  DE  siano 
disuguali.  Fatto  BB:=  DE,  si  tiri  CS. 

Intanto,  poiché  nei  due  triangoli  SBC,  DEF 
^BC=EF,  HB  =  DEedH(B)C  =  D(E)F, 
è  [170]  anche  B(C)E  =  E(F)D  e  C(E)B  = 
F(D)E. 

Ora,  nel  primo  caso,  essendo  E{F)D^=B{C)A, 
si  conchiude  essere B{C)B^B{C)A*,  il  che  è  falso. 
Nel  secondo  caso,  essendo  (7(JL)jB=  F{D)E^ 
tu  conchiude  essere  C(S)B  =  C(A)B.  Ma  ciò  è 
por  falso,  perchè  in  un  triangolo  un  angolo  esterno 
•è  [152]  maggiore  di  ciascuno  dei  due  interni  oppo- 
sti. E  dunque  necessariamente  AB  ^  DE-,  e  cosi 
{170]  anche  rimane  dimostrato  per  entrambi  i  casi 
che,  se  ecc. 

176.  Teor.  Se  due  triangoli  rettangoli  hanno 
t  ipotenusa  e  un  cateto  rispettivamente  egtudi,  anche 


F 
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gli  altri  dementi  sono  rispettivamente  uguali^  e  ancha 
i  triangoli  sono  eguali. 

Bim.  Nei  triangoli  ABC,  DjEF,  rettangoli  in  G 
ed  F,  sìa.  AB  =  DE edAG=  DF.  Dico  che  anche 
gli  altri  elementi  sono  rispettivamente  ugnali  e  che 
anche  i  triangoli  sono  eguali. 

Qui  basta  [170]  provare  che  sono  eguali  i  lati 
BC,EF. 

Ammettiamo  che  questi  lati 
non  siano  eguali,  e  che  sia,  ad  es.^ 
SF=Ba^ìtvnDE. 

Se  si  confrontano  i  triangoli 
ABCj  DSFy  si  trova  che  hanno 
AC=DF,BC=SFBdegaQÌij 
perchè  retti,  gli  angoli  compresi. 
Per  conseguenza  [170]  è  JL5  = 
DS.  Ma  per  ipotesi  è  AB  =  JDE] 
quindi  è  anche  DE  =  DJB.  Ma  ciò  non  può  es- 
sere. [169]. 

Conchiudiamo  che  è  necessariamente  BC=l  EFj 
opperò  resta  provato  [170]  che,  ecc. 

177.  Teor.  Se  in  due  triangoli  rettangoli  le  ipo^ 
tenuse  sono  eguali^  e  un  cateto  délVuno  è  maggiore 
di  un  cateto  del  secondo^  V  altro  cateto  del  primo  trian^ 
golo  è  minore  del  rimanente  cateto  del  secondo. 

Bini.  Nei  triangoli  ABC,  D^-F,  rettangoli  in 
C  ed  in  F,  sia  AB  =  DE  ed  AO  DF.  Dico  es- 
sere-B  (7  <  JE?JP. 

Non  può  intanto  essere  BC  =  EF,  perchè  allora 
i  due  triangoli  rettangoli,  avendo  T  ipotenusa  ed  uà 
cateto  rispettivamente  uguali,  avrebbero  [176]  AG 
^  DFy  e  ciò  contro  l'ipotesi. 

Ma  non  può  neanche  essere  BG>  EF.  Infatti 
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ammesso  che  sia  BC>  EF,  e  che  sia  HC=i  EF^ 
si  faccia  KC=  DF,  e  si  tirino  AJE  e  KS. 

Intanto,  poiché  nei  triangoli  KJECC,  DEF  è 
KC  =  DF,  BC=EFe  sono  eguali  gli  angoU  in  C 
ed  in  Fj  conchiudiamo  [170]  essere  KS=  DE.  Ma 
per  ipotesi  è  DE=  AB]  quindi  è  anche  AB=l  KH. 

Ora  noi  sappia- 
mo [169]  che  in  un 
triangolo  rettangolo 
il  segmento,  che  u- 
nisce  il  vertice  di 
un  angolo  acuto  con 
un  punto  del  lato 
opposto,  è  minore 
dell'ipotenusa.  Perciò  dal  triangolo  ABC  abbiamo 
essere  AH  <  AB]  e  dal  triangolo  AH.C  abbiamo 
KS  -<,  AS.  Per  conseguenza  è  KS  <i  AB.  Ma 
avevamo  trovato  essere  KH=:  AB.  Essendo  caduti 
in  contradizione  conchiudiamo  che  non  può  nean- 
che essere  BC  >  EF.  Cosi  resta  provato  che  è 
BC  <^  EF,  ed  in  generale  che,  se  ecc. 


C  S 


Normali  ed  oblique. 

178.  Sappiamo  [143]  che  per  un  punto  dato  fuori 
^i  una  retta  si  può  sempre  condurre  una  normale  alla 
retta  data.  Sappiamo  di  più  che  la  normale  è  unica, 
che  cioè  ogni  altra  retta,  che  passi  per  il  punto  dato  e 
incontri  la  retta  data,  è  obliqua  a  questa  retta,  fa  con 
questa  angoli  disuguali. 

Il  segmento  della  normale  suaccennata,  compreso 
tra  il  punto  e  la  retta,  si  suol  chiamare,  senz'  altro, 
la  normale  tirata  dal  punto  alla  retta  \  eTestremità^ 
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che  il  segmento  ha  sulla  retta,  è  detto  il  piede  della 
normale. 

Cosi  per  obliqua  condotta  da  un  punto  a  una  retta 
sMntende  quel  segmento  di  una  obliqua,  che  è  com- 
preso tra  il  punto  e  la  retta. 

179.  n  segmento,  compreso  tra  il  piede  della  nor- 
male e  quello  di  una  obliqua,  condotte  da  uno  stesso 
punto  a  una  medesima  retta,  si  dice  proiezione  del" 
V  obliqua  suMa  retta. 

180.  E  più  generalmente  s^  intende  per  proiezione 
di  un  segmento  dato  sopra  una  retta  data  il  segmento 
compreso  tra  i  piedi  delle  normali  alla  retta  tirate 
dalle  estremità  del  segmento. 

18]..  Teor.  Il  segmento  normale,  tirato  da  un 
punto  a  una  retta,  è  minore  d^ ogni  segmento  obliquo; 
se  due  segmenti  obliqui  hanno  proiezioni  eguali,  essi 
sono  eguali  ;  se  hanno  proiezioni  disuguali,  quello  che 
ha  proiezione  maggiore  è  maggiore. 

Bini.  Da  un  punto  0  siano  condotte  ad  una  retta 
AB  Idi  normale  OC  e  un'obliqua  qualsivoglia  OD. 
Poi,  fatto  CE  =  CD,  si  tiri  OJS.  Infine,  preso  un 
segmento  CS  >  CE,  si 
tiri  OS.  Si  deve  pro- 
vare che  il  segmento  0  C 
è  minore  del  segmento 
0D\  che  i  due  segmenti 
obliqui  OD,  OE,  che 
hanno  proiezioni  eguali 
CD,  CE,  sono  eguali  ;  e  che  OS  h  maggiore  di  OE, 
perchè  CS,  proiezione  del  primo,  è  maggiore  di  CE 
ohe  è  la  proiezione  del  secondo. 

Per  la  prima  parte  del  teorema  basta  rammen- 
tare che  in  ogni  triangolo  rettangolo  l'ipotenusa  ò 
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maggiore  di  ciascun  cateto  [163];  egli  è  perciò 
OC  <  OD. 

Per  la  seconda  parte,  considero  i  triangoli  0  CD^ 
0 CE.  Essendo  0 C comune,  CD=  CEeD{C)0  = 
0(C)JS,  è  anche  [170]  OD  =  OE. 

Per  provare  infine  che  è  OS  >  OE^  dal  mag- 
gior segmento  CS  si  tagli  la  parte  CD  eguale  al 
minore  CE^  e  si  tiri  OD.  I  due  segmenti  obliqui 
ODj  OEj  come  quelli  che  hanno  proiezioni  eguali^ 
sono  eguali.  Ed  ora,  osservando  il  triangolo  iso- 
scele ODE,  conchiudiamo  [168]  essere  OH  >  OE^ 
come  d.  d. 

\%%.  Il  segmento  normale^  condotto  ad  una  retta 
da  nn  punto  che  non  appartenga  ad  essa,  è  U  distanza 
del  punto  dalla  retta.  [181,  48]. 

18S.  La  retta  normale  ad  un  segmento  nel  punto 
di  mezzo  si  dice  asse  del  segmento. 

I  punti  estremi  di  un  segmento  si  dicono  sim^ 
metrici  rispetto  alleasse  del  segmento. 

184.  Teor.  Il  lu^ogo  dei  punti  equidistanti  da 
due  punti  dati  è  Vasse  del  segmento  che  unisce  i 
due  punti. 

Blm.  Siano  A  e  B  due  punti  dati,  C  il  punto 
di  mezzo  del  segmento  AB,  e  DE  la,  retta  normale 
ad  AB  nel  punto  C.  Sì  deve  provare  [97]  che  ógni 
punto  della  retta  DE  è  equidistante  da  A  e  B]  e 
che  qualunque  punto,  che  non  sia  sulla  DE,  ha  dai 
punti  A  e  B  distanze  disuguali. 

1^.  Sulla  DE  si  prenda  ad  arbitrio  un  punto  Fy 
e  lo  si  unisca  con  A  e  con  B.  I  due  segmenti  obli- 
qui FA,  FB,  perchè  hanno  proiezioni  eguali,  AC^ 
CB,  sono  eguali. 

2^.  Ora  si  prenda  ad  arbitrio  un  punto  H  fuori 
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della  retta  DE^  e  lo  si  unisca  coi  punti  A^  B  e  C. 
Si  osservi  intanto  che,  essendo  S  fuori  della  DE^ 
la  retta  CH  non  può  coincidere  con  la  normale  DEy 
epperò  essa  fa  con  \sl  AB  angoli 
disuguali.  Così  i  due  triangoli  SCA, 
HCB  hanno  CH  in  comune,  A  C 
=  C-B,  ma  l'angolo  compreso  disu- 
guale; quindi  [171]  i  lati  SA^  B.B 
sono  disuguali. 

In  conchiusione  tutti  e  unica-- 
mente  i  punti,  che  appartengono  alla  DE,  hanno  la 
proprietà  di  aver  distanze  uguali  dai  punti.  A  e  B. 

185.  Cor.  1^.  La  normale^  tirata  ad  un  segmento 
da  un  punto  che  sia  equidistante  dalle  estremità  dd 
segmento^  dimezza  il  segmento.  (^). 

Infatti,  se  non  lo  dimezzasse^  allora,  dappoiché 
Tasse  d'un  segmento  passa  per  tutti  i  punti  equidi- 
stanti dalle  estremità  del  segmento  [184],  ci  sarebbero 
due  normali  distinte  condotte  alla  retta  dal  punto 
dato,  e  ciò  non  può  essere.  [143]. 

186.  Cor.  %^m  La  retta^  che  passa  per  due  puntiy 
ciascuno  dei  quali  è  equidistante  dalle  estremità  d^un 
segmento,  è  Vasse  del  segmento. 

Infatti  l'asse  d'un  segmento  passa  per  tutti  i  punti 
equidistanti  dalle  estremità  del  segmento  [184],  e  due 
punti  bastano  [28,  3^]  ad  individuare  una  retta. 

187.  Teor.  Il  luogo  dei  punti  equidistanti  da  due 
rette  che  si  tagliano  è  composto  détte  bisettrici  degli  an^ 
geli  compresi  dalie  rette  stesse. 

Blm.  Siano  le  rette  A  B,  CD,  che  si  tagliano  nel 
punto  E. 

(^)  In  altre  parole:  la  normale,  tirata  aila  base  (f  un  triamr- 
gola  isoscele  dal  vertice  opposto,  dimezza  la  base. 
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1^.  Preso  un  punto  sopra  una  delle  bisettrici  de- 
gli angoli  formati  dalle  due  rette,  ad  es.,  il  punto  F^ 
da  questo  punto  si  tirino  FS^  FK  rispettivamente 

normali  alle  rette  stesse,  e  si 
\^  considerino  i  triangoli  FFHj 

'     '    *        /è  EFK.  Poiché  in  essi  il  lato 

^N^  FF  è  comune,  gli  angoli  in  jS 

/  e  K  sono  retti,  e  per  ipotesi  è 

J)» F{E)H  =  K{E)F,  è  anche 

/|\  [176]  2^^=JPJr. 

w/    I    \j^  2®.  Si  prenda  ora  ad  arbi- 

n/xL;^^\«  trio,  fuori  delle  bisettrici,  un 

I         \  punto  i;  si  tirino  LM^  LN 

normali  alle  rette  date,  e  si  uni- 
sca L  con  E.  Osservando  i  due  triangoli  rettangoli 
JjEM^  LENy  si  vede  che,  poiché  hanno  T  ipotenusa 
in  comune,  se  avessero  eguali  i  cateti  LM,  LN,  sa- 
rebbero eguali  [176]  gli  angoli  MEL,  LEN,  e  allora 
EL  sarebbe  una  delle  quattro  bisettrici,  contro  l'ipo- 
tesi. Le  distanze  LMy  LN  sono  dunque  disuguali;  e 
cosi  resta  dimostrato  che,  ecc. 

188.  Osa.  Due  bisettrici  consecutive  qualunque 
sono  normali  fra  loro;  infatti  T angolo  da  esse  com- 
preso, perchè  composto  delle  metà  di  due  angoli  adia- 
centi, è  retto.  Per  conseguenza  [86]  le  bisettrici  sono 
a  due  a  due  allineate,  e  cosi  in  tutte  e  quattro  for- 
mano due  rette  normali  tra  loro. 

Poligoni. 

1.89.  Una  parte  di  piano,  il  cui  contomo  sia  com- 
posto di  segmenti,  si  dice  poligono.  I  segmenti  che  co- 
stituiscono il  contorno  di  un  poligono,  si  dicono  i  lati 
del  poligono.  [70].  Le  estremità  dei  lati  di  un  poligono 
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«i  dioono  i  vertici  del  poligono.  Due  vertici  appaxte* 
Benti  ad  uno  stesso  lato  sono  vertici  consecutivi]  cosi 
sono  consecutivi  due  lati  aventi  una  estremità  in  co- 
mune. Un  poligono  si  indica  enunciando  le  lettere  che 
indicano  i  vertici,  presi  consecutivamente,  cominciando 
da  un  vertice  qualunque  e  procedendo  in  un  senso  o 
neU^  opposto. 

Noi  ci  restringiamo  a  stigliare  poligoni  convessi. 
•Cosi  si  chiama  qualunque  poligono,  che  sodisfaccia  a 
questa  condizione:  di  cadere  tutto  da  una  banda  della 
retta  a  cui  appartiene  uno  qualunque  dei  lati. 

(Per  ottenere,  ad  es.,  un  poligono  convesso  di  n 
lati,  basta  prendere  n  punti  sopra  un  cerchio,  e  unire 
ciascun  punto  col  seguente). 

In  un  poligono  convesso,  gli  angoli  convessi,  com- 
presi ciascuno  da  due  lati  consecutivi  del  poligono,  si 
dicono  gli  angoli  del  poligono.  Gli  adiacenti  degli  an- 
goli di  un  poligono  si  dicono  angoli  esterni  del  po- 
ligono. 

Ciascun  angolo  di  un  poligono  si  dice  compreso  dai 
lati  che  lo  formano,  e  adiacente  a  ciascuno  di  questi  lati. 

Quanti  sono  i  vertici  di  un  poligono,  tanti  sono  i 
lati,  tanti  gli  angoli. 

Secondo  che  il  numero  dei  lati  è  3,  4,  5,  6,  ...  • 
8, ...  10, ....  12, ...  15, ...,  il  poligono  si  dice  trian* 
golo,  quadrangolo,  pentagono,  esagono, . .  •  ottagono, .  •  » 
decagono,  . .  .  dodecagono,  . .  .  pentedecagono  . .  . 

Il  segmento,  che  si  ottiene  sommando  i  lati  di  un 
poligono,  si  dice  perimetro  del  poligono. 

Un  punto  di  un  poligono,  che  non  appartenga  al 
contomo,  si  dice  intemo  al  poligono;  e  si  dice  estemo 
qualunque  altro  punto  del  piano  del  poligono,  che  pur 
non  sia  sul  contomo.  [70]. 
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Un  potigono,  che  abbia  tutti  i  lati  egaali  tra  loro, 
si  dice  equilatero]  se  ha  tutti  gli  angoli  eguali  tra  loro, 
ed  dice  eqtmmgolo]  infine,  se  ha  ad  un  tempo  tutti  i 
lati  egaali  e  tutti  gli  angoli  eguali,  il  poligono  si  dice 
regolare. 

100.  Sopprimendo  un  lato  di  un  poligono,  resta 
nna  linea  che  si  dice  spezzata  o  poligonale.  Le  estre- 
mità del  lato  soppresso  si  dicono  estremità  della  spez- 
zata; ma  si  possono  dire  anch^esse  vertici  della  spez*- 
zata.  Allora  in  una  spezzata  il  numero  dei  vertici  è  di 
una  unità  maggiore  del  numero  dei  lati.  (Del  resto 
si  potrebbe  cominciai*e  a  parlare  d^una  spezzata,  e 
dedurne  un  poligono  unendo  le  estremità  della  spez- 
zata). 

191.  Qualunque  segmento^  che  abbia  le  sue  estre- 
mità sul  contomo  di  una  figura,  e  non  sia  porte  del 
contorno  di  essa,  si  dice  corda  di  quella  figura. 

In  un  poligono  ogni  corda,  che  ha  le  sue  estre- 
mità in  due  vertici  (non  successivi),  si  dice  diagonale 
del  poligono. 

In  un  triangolo  la  corda,  che  unisce  un  vertice 
col  punto  di  mezzo  del  lato  opposto,  si  dice  mediana^ 
corrispondente  a  quel  vertice  o  a  quel  lato.  In  ogni 
triangolo  vi  sono  tre  mediane. 

In  un  triangolo  la  corda,  che  dimezza  un  angolo, 
si  chiama  bisettrice^  corrispondente  a  queir  angolo,  o 
al  lato  opposto,  sul  quale  finisce.  In  ogni  triangolo  vi 
sono  tre  bisettrici. 

In  ogni  triangolo  il  segmento  normale,  tirato  da 
an  vertice  sulla  retta  del  lato  opposto,  si  dice  aitezza 
del  triangolo,  corrispondente  a  quel  vertice,  o  a  quel 
lato.  In  ogni  triangolo  vi  sono  tre  altezze. 

Per  brevità,  talvolta,  si  accenna  un  angolo  di  un 
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triangolo  con  la  sola  lettera  maittscolaj  che  indica  il 
vertice,  e  il  lato  opposto  con  la  stessa  mintMcola. 

Dinoteremo,  rispettivamente,  la  mediana,  la  bi- 
settrice e  l'altezza  uscenti  dal  vertice  A  (corrispon- 
denti al  lato  a)  coi  simboli  m^,  ò«,  ha]  e  con  p  il 
perimetro. 

Talvolta  in  un  triangolo  isoscele  si  dice  vertice, 
semplicemente,  il  vertice  opposto  alla  base  (ò).  E 
per  lato  (Z),  senz'altro,  si  deve  intendere  uno  dei  lati 
eguali. 

lO;^.  Teor.  Una  retta,  a  cui  non  appartenga  nes- 
8un  lato  di  un  poligono  convesso^  non  può  avere  in  co- 
mune col  contorno  del  poligono  più  di  due  punti. 

nini.  Infatti,  se  la  retta  avesse  in  comune  col 
contorno  un  terzo  punto,  uno  dei  tre  punti  cadrebbe 
necessariamente  tra  gli  altri  due,  e  allora  la  retta  a 
cui  appartiene  il  lato  che  passa  per  quel  punto  la- 
scerebbe gli  altri  due  punti  da  bande  opposte;  e  ciò 
contro  l'ipotesi  che  il  poligono  sia  convesso. 

103.  Teor.  Il  perimetro  d^una  spezzata  è  mag^ 
giore  del  segmento  che  ne  unisce  le  estremità. 

Hlm.  Sia  una  spezzata   qualunque   AB  CD  E. 
Dico   che  la  somma  de'  suoi  lati  è  maggiore  del 
segmento  che  ne  unisce  le  estre- 
mità Aj  E. 

Perciò  unisco  il  vertice  A  con 
tutti  gli  altri  vertici  della  spezzata 
ed  osservo  che,  essendo  [164]  nel 
triangolo  ADE,  AE<AD  +  DE, 
e  nel  triangolo  ACD,  AD  <  -4.(7  +  C'A  ©  infine  nel 
triangolo  ABC,  AC  <  AB  +  BC,  con  successive 
sostituzioni  troviamo: 

AE  <  AB  +  BC  -{-  CD  +  DE. 
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104.  Cor.  Un  lato  di  un  poligono  qualunque  è 
tninore  deUa  somma  di  tutti  gli  altri. 

105.  Un  poligono  si  dice  inviluppato  da  un  altro 
poligono,  se  esso  è  una  parte  di  questo,  poligono  (o,  in 
*ltre  parole,  se  nessun  punto  del  primo  poHgono  è 
«sterno  al  secondo). 

106.  Teor.  Il  perimetro  di  un  poligono  convesso  è 
^nore  del  perimetro  di  qualunque  altro  poligono  che  lo 
inviluppi, 

nini.  Sia  il  poligono  convesso  ABCDEF^  e 
ASKLMNO  un  altro  poligono  che  lo  inviluppa.  Vo- 
glio provare  che  il  perimetro  del  primo  è  minore  del 

perimetro  del  secondo. 

A  tal  fine,  perchè  i  vertici  D 
ed  F  del  primo  poligono  cadono 
neir  intemo  del  secondo,  pro- 
lungo CD  ed  EF  fino  ad  incon- 
trare in  Pe  Q  il  contomo  dell' in- 
viluppante.Edora^essendo[164]: 
DP  -{-  PE  >  DE  ed  JPQ  +  QA  >  FA, 
il  perimetro  del  poligono  ABGPEQ  è  maggiore  del 
perimetro  del  poligono  ABGDEF.  E  perchè  il  peri- 
metro della  spezzata  CKLMP  è  maggiore  di  GP  col 
quale  ha  in  comune  le  estremità,  e  quello  della  spezzata 
ENOQ  è  maggiore  di  EQ,  ed  è  AE-^  HB  >  AB, 
il  perimetro  del  poligono  ASKLMNO  è  maggiore 
del  perimetro  del  poligono  ABGPEQ.  Per  conse- 
guenza il  perimetro  del  poligono  ASKLMNO  è 
maggiore  del  perimetro  del  poligono  ABGDEF. 

lOY.  Cor.  1^.  Se  due  poligoni,  uno  dei  quali  invi- 
luppa V  altro,  hanno  parte  del  contorno  in  comune,  il 
teorema  precedente  ha  luogo  anche  prescindendo  dalla 
iparte  dd  contorno  che  è  comune. 
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10^.  Cor.  Z^.  La  somma  dei  segmenti^  che  uni-^ 
scono  un  punto  preso  néWintemo  di  un  triangolo  con- 
le  estremità  d'*ùn  lato,  è  minore  delia  somma  degli  altri 
due  lati.  [197], 

lOO.  Teor.  Se  in  due  poligoni  d^egual  numero  di 
lati,  prescindendo  da  un  lato  e  dagli  angoli  ad  esso  adia^ 
centi,  sui  quali  non  si  fa  nessuna  ipotesi,  tutti  i  lati  e 
gli  angoli  sono  ordinatamente  uguali,  anche  quél  lato  e 
quegli  angoli  sono  ordinatamente  uguali,  ed  anche  ipo^ 
Ugoni  sono  eguali. 

nini.  Nei  polìgonid^egaalnumero  dilati  J.jS  CD  jl^y. 
FHKLM,  prescindendo  dai  lati  AE,  FMe  dagli  an- 
goli ad  essi  adiacenti  (sui  quali  non  si  fa  nessuna  ipo- 
tesi), i  lati  e  gli  an* 

A 


goli  siano  ordina- 
tamente (1)  uguaU. 
Sovrapponiamo 
l'angolo  B  all'an- 
golo S  in  modo 
che  il  lato  B  A  cada 
sul    raggio    SF. 

Essendo  BA  =  SF,  il  punto   A  cadrà  in  F.  Es^ 
Bendo  A{B)C=  F{H)K,  il  lato  BG  cadrà  sul  rag- 

{})  Dicendo  che  i  lati  e  gli  angoli  di  dae  poligoni  d'eguat 
numero  di  lati  sono  wdinatamente  ugnali,  s^  intende  dire  cke- 
l'eguaglianza  rispettiva  degli  elementi  dei  poligoni  ha  luogo 
anche  tenuto  conto  dell'ordine  in  cui  gli  elementi  si  succe- 
dono, dimodoché  due  lati  consecutivi  qualunque  d'un  poligona 
sono  rispettivamente  uguali  a  due  consecutivi  dell'  altro,  e  soao 
eguali  gli  angoli  compresi. 

Due  poligoni  d'egual  numero  di  lati  potrebbero  avere 
tutti  gli  elementi  rispettivamente  uguali  e  non  essere  uguali. 
Ad  es.,  se  nel  poligono  AB  CD  E,  tirata  la  diagonale  AD,  sia 
D(A)B  =  C(D)A,  ribaltando  il  triangolo  ADE  in  modo  d&» 


E. 


—  77  — 

gio  B.K.  Essendo  BC=  HK^  il  punto  C  cadrà  in  K. 
Cosi,  continuando,  si  trova  che  i  poligoni  coincidono 
<K>mpiutamente,  opperò  resta  provato  che,  ecc. 

Esereisi. 

(Att.  I  numeri,  che  sono  scritti  in  fine  di  taluni  esercizi, 
accennano  le  proposizioni  del  testo  sulle  quali  principalmente 
43i  fonda  (od  almeno  si  può  fondare)  la  dimostrazione  del  teo- 
rema, o  la  risoluzione  del  problema.  Ma  quando  i  detti  numeri 
43ono  in  quel  carattere  stesso  che  si  è  usato  per  numerare  gli 
esercizi,  in  tal  caso  l'accenno  si  riferisce  a  precedente  eserci- 
zio. Quando  i  numeri  sono  più  d'uno,  essi  accennano  le  pro- 
posizioni ausiliarie  in  quell'ordine  in  cui  esse  occorrono). 

1.  Se  due  raggi,  che  dividono  due  angoli  adiacenti,  sono  nor- 
mali tra  loro,  e  uno  dimezza  uno  degli  angoli,  l' altro  è  an- 
ch'esso  la  bisettrice  dell'altro  angolo.  —  Se  le  bisettrici  di 
due  angoli  consecutivi  sono  normali  tra  loro,  i  lati  non  co- 
muni dei  due  angoli  sono  allineati. 

2.  Se  degli  angoli,  formati  da  quattro  raggi  uscenti  da  uno 
stesso  punto,  il  primo  è  uguale  al  terzo  e  il  secondo  al 
quarto,  i  quattro  raggi  formano  due  rette.  Se  dei  quattro 
angoli  sopra  accennati  il  primo  è  uguale  al  terzo,  le  biset- 
trici degli  altri  due  sono  allineate.  [86]. 

3.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  dimezzano  scambie- 
volmente, il  quadrangolo  ha  i  lati  opposti  eguali  e  gli  an- 
goli opposti  eguali. 

4.  Se  un  quadrangolo  ha  i  lati  opposti  eguali,  anche  gli  an- 
goli opposti  sono  eguali,  e  le  diagonali  si  dimezzano  scam- 
bievolmente. 

5.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  dimezzano  scambie- 
volmente e  sono  eguali,  il  quadrangolo  è  equiangolo.  — 
Se  le  diagonali  si  dimezzano  scambievolmente  e  sono  nor- 
mali tra  loro,  il  quadrangolo  è  equilatero. 


8i  scambino  di  posto  i  vertici  A  e  D  (ecc.),  si  ottiene  un  po- 
ligono che  ha  tutti  gli  stessi  lati  ed  angoli  del  primitivo  e  che 
non  è  uguale  (in  generale)  al  primitivo. 


—  78  — 

6.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  sono  eguali  e  si  dimez- 
zano scambievolmente  ad  angoli  retti,  il  quadrangolo  è  re- 
golare. 

7.  In  un  triangolo  il  piede  di  una  altezza  si  trova  sul  lato 
corrispondente  o  sul  prolungamento  di  questo  lato,  secondo 
che  ambidue  gli  angoli  adiacenti  al  lato  sono  acuti,  op- 
pure uno  è  acuto  e  l'altro  ottuso.  (Dal  teor.  162,  indiret- 
tamente. 

8. L'angolo,  compreso  dai  segmenti  tirati  alle  estremità  di 
un  lato  di  un  triangolo  da  un  punto  preso  nell'interno  del 
triangolo,  è  maggiore  dell'  angolo  compreso  dagli  altri  due- 
lati  del  triangolo.  (Si  prolunghi  ....  [162]). 

9. Se  un  poligono  ha  i  vertici  in  un  cerchio  (cioè  è  iscritto- 
in  un  cerchio)  ed  è  equilatero,  esso  è  anche  equiangolo. 

10.  Iscrivere  in  un  cerchio  dato  un  poligono  regolare  di  8,  o 
di  16,  o  di  32  lati 

11.  Se  un  quadrangolo  è  iscritto  in  un  cerchio,  la  somma  di  due- 
angoli  opposti  è  uguale  alla  sonmia  degli  altri  due.  [131]. 

12.  Secondo  che  una  mediana  è  maggiore,  uguale  o  minore- 
delia  metà  del  lato  a  cui  è  condotta,  l'angolo  opposto  a> 
questo  lato  è  minore,  uguale,  o  maggiore  della  somma  de- 
gli altri  due.  E  reciprocamente.  [160,  131]. 

13.  Due  punti  A,  B  sono  situati  da  una  stessa  banda  di  una. 
retta  CD\  e  la  retta  AB  incontra  la  CD  in  E.  Si  dimostri 
che  la  differenza  delle  distanze  del  punto  E  dai  punti 
A^  B  h  maggiore  della  differenza  delle  distanze  di  qual- 
sivoglia altro  punto  della  CD  dai  medesimi  punti  A  e  B^ 
[166]. 

14.  Dimostrare  l'eguaglianza  di  due  triangoli  che  hanno  i  lati 
rispettivamente  uguali,  e  ciò  fondandosi  unicamente  sui 
teoremi  129  e  131.  (Si  dispongano  i  due  triangoli  cosi  ch& 
abbiano  un  lato  in  comune  e  cadano  da  bande  opposte  di 
questo  lato.  Bisogna  poi  unire  i  vertici  opposti  al  lato  co- 
mune, e  distinguere  tre  casi). 

15.  Se  due  triangoli  hanno  un  lato  e  le  altezze  corrispondenti 
agli  altri  due  lati  rispettivamente  uguali,  essi  sono  eguali.. 

16.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  gli  angoli  alla  base  rispet- 
tivamente uguali,  ed  eguali  le  altezze  corrispondenti  alle 
basi,  o  quelle  corrispondenti  ai  lati  eguali,  essi  sono  eguali^ 

17.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  l'angolo  al  vertice  e  la  me:- 
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diana  uscente  dal  vertice  rispettivamente  nguali,  essi  sono 
eguali. 

18.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  e  l'angolo  opposto  a  uno 
di  questi  rispettivamente  uguali,  gli  angoli  opposti  all'al- 
tro lato  o  sono  eguali,  o  sono  supplementari.  (Mediante 
sovrapposizione  ). 

19.  Dimostrare,  indipendentemente  dal  teor.  164,  che  ciascun 
lato  di  un  triangolo  è  maggiore  della  differenza  tra  gli  al- 
tri due.  (Dal  maggiore  dei  due  lati  si  taglia  una  parte  uguale 
aU' altro;  ecc;  [158, 140, 162]). 

20.  Se  due  triangoli  ABO,  DEF  hanno  eguaU  i  lati  i?0,  EF 
ed  eguali  gli  angoli  opposti,  e  l'angolo  in  £  è  maggiore 
dell'angolo  in  JK,  l'angolo  in  0  è  minore  di  quello  in  F. 
(Mediante  sovrapposizione,  e  provando  che  il  vertice  A  cade 
fuori  del  triangolo  DEF.  [8, 152]). 

21.  Se  in  due  poligoni  d'egual  numero  di  lati,  prescindendo  da 
un  angolo  e  dai  lati  che  lo  comprendono,  sui  quali  non  si  fa 
nessuna  ipotesi,  i  lati  e  gli  angoli  sono  ordinatamente  uguali, 
anche  quell'angolo  e  quei  lati  sono  ordinatamente  uguali 
(Si  uniscano  tra  loro  in  ciascuno  dei  poligoni,  i  vertici  at- 
tigui a  quello  dell'angolo  di  cui  si  vuol  provare  l'egua- 
glianza. Cosi  si  può  trar  profìtto  del  teorema  199). 

22.  Se  in  due  poligoni  d'egual  numero  di  lati,  prescindendo  da 
tre  angoli  consecutivi,  sui  quali  non  si  fa  nessuna  ipotesi,  i 
lati  e  gli  angoli  sono  ordinatamente  uguali,  anche  quei  tre 
angoli  sono  ordinatamente  uguali.  (Si  uniscano  tra  loro,  in 
ciascuno  dei  poligoni,  i  vertici  del  primo  e  del  terzo  dei 
tre  angoli.  [199,  175]). 

23.  Se  si  unisce  un  punto  qualunque  0  con  tutti  i  vertici  di  un 
poligono,  e  si  prolunga  ciascun  segmento  dalla  parte  del 
punto  0  di  una  parte  uguale  a  se  stesso,  e  si  uniscono  poi 
ordinatamente  le  estremità  dei  prolungamenti,  si  ottiene  un 
poligono  eguale  al  primitivo. 

24.  Se  da  due  punti  partono  dei  segmenti  eguali,  ciascuno  a 
ciascuno,  e  formanti,  tra  loro,  angoli  ordinatamente  uguali, 
e  si  uniscono  ordinatamente  da  una  parte  e  dall'altra  le  estre- 
mità di  quei  segmenti,  si  ottengono  due  poligoni  eguali. 

25.  Se  in  due  poligoni  eguali,  divisi  ad  arbitrio  i  lati  di  un  poli- 
gono, ciascuno  in  due  parti,  si  tagliano  nello  stesso  modo  i 
lati  dell'altro  poligono,  e  si  unisce  in  ciascuno  dei  poligoni 
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dascnno  dei  ponti  di  divisione  con  qnello  che  divide  il  lato 
seguente,  si  ottengono  dne  poligoni  eguali.  Il  teorema  vale 
anche  se  uno  o  più  lati  vengono  divisi  in  tre  parti;  e  se 
su  qualche  lato  non  si  fa  cadere  nessun  vertice  del  nuovo 
poligono;  e  anche  se  si  fa  cader  qualche  vertice  del  poli- 
gono iscritto  in  un  vertice  del  poligono  dato. 

26.  Se  sui  lati  di  un  poligono  regolare  si  prendono,  partendo 
dai  vertici,  dei  segmenti  tutti  eguali  tra  loro,  e  V  estremità 
di  ciascun  segmento  si  unisce  con  quella  del  segmento  sus- 
seguente, si  ottiene  un  poligono  regolare. 

27.  Se  un  poligono  regolare  ha  più  di  quattro  lati,  e  si  uniscono 
a  due  a  due  i  vertici  che  sono  separati  da  un  solo  vertice, 
si  ottengono  rette,  che,  intersecandosi,  formano  un  nuovo 
poligono  regol£u:e. 

28.  Se  una  spezzata  a  zig-zag  ha  lati  eguali  ed  angoli  eguali, 
i  punti  di  mezzo  dei  lati  sono  allineati.  [89]. 

29.  Due  triangoli  isosceli,  se  hanno  la  base  e  l'angolo  al  vertice 
rispettivamente  uguali,  sono  eguali.  Se  le  basi  sono  eguali 
e  gli  angoli  disuguali,  dove  l'angolo  è  minore  il  lato  è  mag- 
giore. [8], 

30.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  angoli  iiltemi  (*)  eguali,  od 
angoli  conrispondenti  eguali,  esse  non  hanno  nessun  punto 
in  comune.  (Dal  punto  medio  di  quel  segmento  della  terza 
retta,  che  è  compreso  tra  le  due  prime,  si  tirino  le  normali 
su  queste  due  rette.  Si  provi  [89]  che  le  due  normali  sono 
allineate.  [156]). 

31.  Se  ciascuna  di  due  rette  taglia  i  lati  di  un  angolo  in  punti 
equidistanti  dal  vertice,  le  due  rette  non  possono  incontrarsi. 
(Si  dimezzi  l'angolo.  [156]). 

32.  Se  si  prolunga,  di  là  dal  vertice,  uno  dei  lati  eguali  di  un 
triangolo  isoscele,  e  si  dimezza  l' angolo  estemo  risultante, 
la  bisettrice  non  può  incontrare  la  retta  a  cui  appartiene 
la  base  del  triangolo.  (Si  dimezzi  anche  l'angolo  al  ver- 
tice. [169]). 

33.  Qualunque  retta  normale  alla  bisettrice  dell'angolo  al  ver- 
tice di  un  triangolo  isoscele  (in  un  punto  preso  nell' intemo 
del  triangolo)  taglia  i  lati  eguali  in  punti  equidistanti  dalla 
base  del  triangolo.  [156]). 

(*)  n  significato  delle  parole  tiU$mo  e  eorrUpandmU  è  dichiioata 
ael|296. 
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34.  Oiascnn  lato  di  un  triangolo  è  minore  del  semiperimetra 
del  triangolo.  [164]. 

35.  La  somma  dei  segmenti  tirati  ai  vertici  di  un  triangolo 
da  un  punto  situato  nell'interno  del  triangolo  è  minore 
del  perimetro  del  triangolo,  ed  è  maggiore  del  semiperime- 
tro. [198,  164]. 

36.  La  somma  delle  diagonali  di  un  quadrangolo  è  minore  del 
perimetro  e  maggiore  del  semiperimetro  del  quadrangolo. 

37.  La  somma  delle  altezze  di  un  triangolo  è  minore  del  peri- 
metro del  triangolo. 

38.  Se  da  un  punto  Jkf  di  un  lato  di  un  angolo  acuto  si  con- 
duce la  normale  MN  sull'altro  lato,  poi  da  N  la  NF  nor- 
male sul  primo  lato,  e  da  P,  nuovamente,  la  normale  ecc.  e 
cosi  via  indefinitamente,  un  punto,  che  percorra  la  spezzata 
MNP...y  si  avvicina  sempre  più  al  vertice,  senza  poter  mal 
arrivarvi.  [181]. 

39.  Se  due  punti  si  muovono  sui  lati  di  un  angolo  retto  od 
ottuso,  allontanandosi  dal  vertice,  la  loro  distanza  diventa 
sempre  più  grande.  Può  accadere  il  contrario,  se  l'angolo 
è  acuto. 

40.  Tirare  tra  1  lati  di  un  angolo  dato  un  segmento  in  modo 
che  sia  dimezzato  da  una  data  corda  dell'angolo.  [1S2,  142]. 

41.  Se  in  un  triangolo  isoscele  per  le  estremità  della  base  si 
tirano  due  rette  che  si  seghino  in  un  punto  della  mediana 
corrispondente  alla  base,  queste  due  rette  incontrano  i  lati 
eguali  in  due  punti  che  sono  equidistanti  dalla  base  del 
triangolo. 

42.  Se  più  segmenti  posti  sopra  una  stessa  retta  ed  aventi  il 
punto  di  mezzo  in  comune  sono  basi  di  triangoli  isosceli, 
i  vertici  di  questi  triangoli,  che  sono  opposti  alle  basi,  si 
trovano  sopra  una  stessa  retta. 

43.  Se  sopra  i  lati  di  un  angolo  si  prendono,  partendo  dal 
vertice,  due  segmenti  eguali  AB,  AC,  e  consecutivamente 
altri  due  segmenti  eguali  PD,  OJ?,  e  tirati  i  segmenti  CD, 
BE,  si  unisce  il  loro  punto  d'intersezione  col  vertice  del- 
l'angolo dato,  l'angolo  viene  cosi  diviso  per  metà. 

44.  In  un  triangolo  isoscele  le  mediane  s'incontrano  in  uno 
stesso  punto.  [43]. 

45.  Se,  diviso  in  due  ad  arbitrio  un  lato  di  un  triangolo  equi- 
latero, si  tagliano  nello  stesso  modo  gli  altri  lati,  e  cia- 
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scttQ  punto  di  divisione  si  nnisce  col  vertice  opposto,  si  ot- 
tengono tre  rette,  che,  intersecandosi,  formano  nn  triangolo 
equilatero. 

46.  Sia  ABCD  un  quadrangolo  regolare.  [6].  Sui  lati  AB,  BC, 

CD,  DA  si  prendano  quattro  segmenti  eguali  A  E,  BFy 

CE,  DK,  e  si  tirino  le  rette  AE,  BK,  CE,  DF.  Queste^ 
incontrandosi,  formano  un  quadrangolo  regolare. 

47.  Se  la  bisettrice  ca.i  un  angolo  di  un  triangolo  dimezza  il 
lato  opposto,  i  lati  'Meli*  angolo  dimezzato  sono  eguali.  (SI 
prolunghi  la  bisettricà\  di  là  dal  lato  dime25zato  di  un  seg- 
mento eguale  aUa  biset&xice.  [161]. 

48. Le  bisettrici  degli  angoli  V^ un  triangolo  s'incontrano  in 
uno  stesso  punto.  (Tirate  ^^  bisettrici,  si  prova  che  il 
punto  d'incontro  è  equidistante  ìhiql  lati  del  triangolo.  Si 
unisce  questo  punto  col  terzo  vertìcejV  e  si  prova  che  que- 
sta retta  è  la  terza  bisettrice). 

4d.  Dimezzare  un  angolo  dato  senza  adoperarli^  il  vertice  del- 
l'angolo. (Si  tirino  due  corde  dell' angolo ..  .\B  una  applica- 
zione del  precedente  esercizio). 

50.  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  triangolo  eqiXiilatero  for- 
mano nel  punto  d'incontro  tre  angoli  eguali. 

51.  Iscrivere  in  un  cerchio  dato  un  triangolo  equilatera  ®  ^^ 
esagono  regolare.  (Preso  un  triangolo  equilatero  qualcflttQ^^» 
se  ne  dimezzino  gli  angoli  [48],  poi  si  costruiscano  nel  ce^^^ 
del  cerchio  angoli  eguali  a  quelli  compresi  dalle  bisettrici)! 

52.  Dividere  un  angolo  retto  in  tre  parti  eguali.  (Se  da  uno  deg 
angoli  compresi  dalle  bisettrici  di  un  triangolo  equilatero  si 
toglie  un  retto,  resta  un  angolo  che  è  un  terzo  di  retto). 

53.  Se  per  le  estremità  e  per  il  punto  di  mezzo  di  un  segment 
si  tirano  tre  normali  al  segmento,  qualunque  punto  dell 
normale  intermedia  è  equidistante  dalle  altre  due. 

54.  Se  due  punti  A,  B  sono  situati  da  una  stessa  banda  di  unaa  \ 
retta  data,  ed  A.',  B*  sono  i  punti  simmetrici  di  A,  B,  rispetta  ^ 
alla  retta  stessa,  unendo  tm  punto  0  qualunque  di  codesta- 
retta  coi  quattro  punti,  si  ottengono   due  angoli  A  OBI    i 
A'OB',  che  sono  eguali.  | 

55.  Eiferendoei    al    precedente    esercizio,    dimostrare    che    e  ' 
AB  =  A'B\AB*=A'B,  e  che  questi  due  ultimi  segmenti 

si  segano  sulla  retta  data.  (Si  uniscano  i  punti  Aeà,  A'  oonH 
quello  in  cui  B  B'  sega  la  retta). 
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56.  Dimostrare  che,  se  si  prendono  sui  due  segmenti  AB,  A* B' 
indicati  nell'esercizio  54,  due  segmenti  eguali  AJf,  A'if ', 
i  punti  M.  ed  M'  sono  simmetrici  rispetto  alla  retta  data. 

57.  Dimostrare  che  se  la  retta,  che  passa  per  i  punti  ^  e  jB, 
indicati  nell'esercizio  54,  incontra  la  retta  ivi  stesso  accen- 
nata, anche  la  retta  A*B*  passa  per  quel  punto. 

58.  Se  si  trovano  i  punti,  che  sono  simmetrici  dei  vertici  di  un 
poligono  rispetto  a  una  retta,  e  si  uniscono  quei  punti 
ordinatamente  tra  loro,  si  ottiene  un  poligono  eguale  al 
dato. 

59.  Due  punti  simmetrici  rispetto  a  una  retta  data  AB  sono 
equidistanti  da  una  retta  qualunque  che  sia  normale  ad  ^  jB  ; 
e  anche  i  piedi  delle  normali,  sono  simmetrici  rispetto  a 
codesta  retta. 

60.  Costruire  col  solo  compasso  il  punto  che  è  simmetrico  di 
un  altro  rispetto  alla  retta  che  passa  per  due  altri  punti  datL 

61.  Come  si  può  riconoscere,  col  mezzo  del  solo  compasso,  se 
tre  punti  dati  sono  allineati?  (Si  costruiscano  due  pun- 
ti simmetrici  rispetto  alla  retta  che  passa  per  due  dei 
dati,  ecc.). 

62.  Come  si  può  riconoscere,  per  mezzo  del  solo  compasso,  se 
la  retta  che  passa  per  due  dati  punti  A  ^  B  h  normale 
alla  retta  che  passa  per  due  punti  dati  C e  D?  (Si  trova  il 
punto  E  simmetrico  di  A  rispetto  alla  retta  CD;  poi  [61]). 

€3.  Data  una  retta  e  due  punti  da  una  stessa  banda  di  essa, 
..  trovare  sulla  retta  un  punto  tale  che  i  segmenti,  che  lo 

.  uniscono  coi  punti  dati,  formino  con  la  retta  angoli  eguali. 

(Si  costruisce  il  punto,  che  è  simmetrico  di  uno  dei  dati 

rispetto  alla  retta  data). 

64.  Dimostrare  che  la  somma  dei  due  segmenti,  che  risol- 
vono il  problema  precedente,  è  minore  della  sonmia  dei 
segmenti  tirati  dai  due  punti  a  qualsivoglia  altro  punto 
della  retta.  (Si  unisce  il  nuovo  punto  con  quello  simme- 
trico di  uno  dei  dati,  che  si  è  trovato  per  risolvere  il  pro- 
blema. [1641). 

65.  Costruire  una  spezzata  trilatera,  che  abbia  i  vertici  sui 
lati  d'un  angolo  dato,  e  le  estremità  in  due  dati  punti 
intemi  all'angolo,  e  talmente  che  ciascun  lato  di  codesto 
angolo  formi  angoli  eguali  con  quei  lati  della  spezzata  che 
lo  incontrano. 
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66.  Dato  un  angolo  acato  e  un  ponto  A  intemo  all'  angolo,  tro- 
vare sui  lati  dell^  angolo  due  punti  B  e  C  tali  che  il  trian- 
golo ABC  abbia  il  minor  perimetro  possibile.  (Si  costrui- 
scano e  si  uniscano  tra  loro  i  punti  che  sono  simmetrici 
di  A  rispetto  ài  lati  dell'angolo). 

67.  In  un  triangolo  ciascuna  mediana  è  minore  deUa  semi- 
somma dei  lati  che  con  essa  concorrono  nello  stesso  ver- 
tice. (Bisogna  prolungare  la  mediana  d'un  segmento  eguale 
alla  mediana  ).  La  somma  delle  mediane  è  minore  del  peri- 
metro del  triangolo  ed  è  maggiore  del  semiperimetro. 

68.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono  disuguali,  la  mediana  che 
ha  con  essi  in  comune  una  estremità,  fa  col  lato  mag- 
giore angolo  minore.  (Si  prolunghi  la  mediana  d'un  seg- 
mento ad  essa  eguale  ).  —  L' altezza  invece  fa  col  lato  mag- 
giore angolo  maggiore. 

69.  Se  due  lati  dì  un  triangolo  sono  disuguali,  la  bisettrice 
deir  angolo  compreso  da  questi  lati  cade  tra  la  mediana  e 
l'altezza  uscenti  dallo  stesso  vertice.  (E  una  conseguenza 
dell'esercizio  precedente). 

70.  Se  sopra  una  retta,  e  consecutivamente,  si  prendono  dei 
segmenti  uguali,  in  numero  dispari,  e  sulla  somma  di  que- 
sti segmenti  si  costruisce  ad  arbitrio  un  triangolo  isoscele» 
e  poi  si  unisce  il  vertice  coi  punti  di  divisione  della  base» 
l'angolo  al  vertice  resta  diviso  in  parti,  l'intermedia  delle 
quali  è  maggiore  delle  rimanenti.  Queste  sono  a  due  a 
due  eguali,  e  tanto  più  piccole  quanto  più  discoste  dall'  in- 
termedia. [68.]. 

71.  La  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo  taglia  il  lato 
opposto  in  parti  rispettivamente  minori  degli  altri  due  lati. 
[152,  162]. 

72.  In  un  triangolo  la  bisettrice  di  un  angolo  compreso  da 
lati  disuguali,  taglia  il  terzo  lato  in  parti  disuguali  ed  è 
maggiore  la  parte  adiacente  al  lato  maggiore. 

73.  Ciascuna  delle  bisettrici  di  un  triangolo  resta  divisa  dal 
punto  d'incontro  delle  bisettrici  per  modo  che  la  parte,  che 
ha  una  estremità  nel  vertice  dell'angolo  dimezzato,  è  mag^ 
giore  dell'altra.  [71,  72]. 

74.  Ogni  mediana  è  maggiore  della  bisettrice  uscente  dallo 
stesso  vertice,  purché  ì  lati  dell'  angolo  dimezzato  non  siano 
eguali.  [69]. 
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75.  In  un  triangolo  ogni  bisettrice  è  minore  della  semisomma 
dei  lati  dell'  angolo  dimezzato.  —  La  somma  delle  bisettrici 
è  minore  del  perimetro  del  triangolo.  [74,  67]. 

76.  In  un  triangolo  su  lati  eguali  cadono  altezze  uguali;  e  su 
lato  maggiore  cade  altezza  minore.  —  E  reciprocamente. 
(Bisogna  distinguere  più  casi.  [160, 152]). 

77.  In  un  triangolo  a  lati  eguali  corrispondono  mediane  eguali; 
a  lato  maggiore  corrisponde  mediana  minore.  —  E  recipro- 
camente. (Se  è  AB^AC^eDeàE  sono  i  punti  di  mezzo, 
si  consideri  dapprima  il  triangolo  ADE,  [160].  Poi,  preso  su 
DJ5  un  segmento  DF=EC,  si  confrontino  [171]  i  trian- 
goli EDCy  EDF.  Resta  poi  a  provare  essere  EB  >  EF), 

78.  In  un  triangolo  a  lati  eguali  corrispondono  bisettrici  eguali; 
a  maggior  lato  corrisponde  bisettrice  minore.  —  E  reciproca- 
mente. 

79.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  lati  e  la  mediana  corrispon- 
dente al  terzo  lato.  (Freso  un  triangolo  qualunque  e  tirata 
una  mediana,  si  supponga  che  il  triangolo  sia  quello  che  si 
vuol  costruire.  Si  prolunghi  la  mediana  di  un  segmento 
eguale  ad  essa....  Cosi,  connesso  col  triangolo  domandato,  ri- 
sulta un  triangolo,  che  si  può  costruire.  Ecc.). 

80.  Se  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  triangolo  equilatero  si 
tirano  tre  segmenti  eguali  e  normali  ai  lati,  tutti  e  tre  ri- 
spettivamente dalla  stessa  banda  del  triangolo,  o  dalla  banda 
opposta,  e  si  uniscono  le  estremità  di  codesti  segmenti,  si 
ottiene  un  triangolo  equilatero. 

81.  Se  per  i  vertici  di  un  triangolo  equilatero  si  tirano  tre  seg- 
menti eguali  e  normali  ai  lati,  in  modo  che  ciascun  seg- 
mento, rispetto  alla  retta  a  cui  è  normale,  cada  dalla  stessa 
banda  che  il  triangolo,  o  da  bande  opposte,  e  si  uniscono 
le  estremità  di  questi  segmenti,  si  ottiene  un  triangolo  equi- 
latero. 

82.  Se  due  triangoli  hanno  due  lati  e  una  mediana  rispettiva- 
mente uguali,  essi  sono  egualL  (Si  distingueranno  due  casi. 
Per  quello  in  cui  la  mediana  è  la  corrispondente  al  terzo 
lato,  si  prolungherà  la  mediana  di  un  segmento  ad  essa 
eguale). 

83.  Se  due  triangoli  hanno  un  lato,  la  somma  degli  altri  due, 
e  uno  degli  angoli  adiacenti  al  primo  lato,  rispettivamente 
uguali,  essi  sono  eguali.  (Presi  due  triangoli,  e  supposto 
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che  essi  siano  i  triangoli  in  questione,  si  prolunghino  due 
lati,  quelli  adiacenti  all^  angolo  eguale,  di  segmenti  eguali 
rispettivamente  agli  altri  due  lati,  cosi  da  formare  le  due 
somme  che  si  sa  essere  uguali.  Considerando  i  due  triangoli, 
che  ne  risultano,  si  può  poi  provare  l' eguaglianza  dei  due 
primi). 

84.  Se  due  triangoli  isosceli  hanno  1  perimetri  e  le  altezze 
corrispondenti  alle  basi  rispettivamente  uguali,  essi  sono 
eguali. 

85.  Se  due  triangoli  hanno  perimetri  eguali  e  due  angoli  rispetti- 
vamente uguali,  essi  sono  eguali.  (Siano  ABC^  DEF  ì  trian- 
goli, i  cui  perimetri  sono  eguali,  e  sia  A(B)C.'=  DiE)F  e 
C(A)B  =  FiD)E,  Manifestamente  la  difficoltà  si  riduce  a 
provare  che  è  AB  =  DE,  Non  siano  eguali;  sia  ad  es., 
AB>  DE  e  BE=L  DE.  Si  costruisca  in  H  l'angolo  KEB 
eguale  a  C{A)  B,  Il  lato  HK  non  può  incontrare  [30]  il  lato 
AC\  incontra  quindi  BC,  in  K.  Cosi  si  trova  che  i  trian- 
goli ABCj  HBK  dovrebbero  avere  perimetri  egualL  E  ciò 
non  può  [193]  essere). 

86.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  un  angolo  adiacente 
ad  esso,  e  la  somma  degli  altri  due  lati. 

87.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  il  perimetro  e  T  altezza 
corrispondente  alla  base. 

88.  Se  per  due  punti  A,  B  d'una  retta,  e  da  una  stessa  banda  di 
essa,  si  tirano  due  segmenti  AC,  BD  eguali  e  normali  alla 
retta,  codesta  e  la  retta  CD  non  hanno  nessun  punto  in  co- 
mune. (Si  proverà  che  le  due  rette  sono  normali  a  quella 
che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei  segmenti  AB^CD). 

89.  Riferendosi  alla  figura  dell'  esercizio  precedente,  si  mostri 
che  CD  non  può  essere  minore  ài  AB.  (Dimostrazione  indi- 
retta. Sul  prolungamento  ài  AB  ei  prendano  dei  segmenti 
eguali  ad  AB,  e  siano  BA\  A'B'j  B^A"  ecc.;  si  condu- 
cano per  A\  B\  A"  ecc.  le  A'C\  B'D,  A"C"  ecc.  nor- 
mali ad  ifl£  ed  eguali  ad  AC.  Supponendo  sia  CD  <.  AB^ 
si  può  pervenire  alla  conchiusione  che  il  perìmetro  della 

spezzata  ACDC'D'C"D"B" è  minore  del  segmento 

AB" ). 

SO.  Qualunque  retta,  che  passi  per  il  punto  di  mezzo  di  un  seg^ 
mento  AB,  o  che  sia  normale  all'asse  del  segmento  AB^ 
è  equidistante  dai  punti  A,  B. 
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.  Se  nna  retta  è  equidistante  da  dne  punti  A,  jB,  essa,  o  passa 
per  il  punto  di  mezzo  del  segmento  AB^  o  non  ha  con  la 
retta  AB  nessun  punto  in  comune. 

92.  Una  retta,  che  incontri  il  prolungamento  di  un  segmento 
od  il  segmento  stesso  in  un  punto  che  non  sia  il  punto  di 
mezzo,  ha  dalle  estremità  del  segmento  distanze  disuguali. 

03.  Se  da  due  punti,  presi  sopra  un  lato  di  un  angolo,  si  tirano 
le  normali  all'altro  lato,  le  due  normali  sono  disuguali,  ed 
è  maggióre  quella  che  è  più  distante  dal  vertice.  (Indiret- 
tamente. [92]). 

94.  Se  due  punti  scorrono  sopra  i  lati  di  un  angolo,  allonta- 
nandosi dal  vertice,  e  in  modo  che  le  loro  distanze  dal  ver- 
tice siano  sempre  uguali  tra  loro,  la  distanza  tra  i  due  punti 
va  sempre  crescendo.  (Si  dimezzi  l'angolo). 

95.  Sia  ABC  un  triangolo  Isosc^e,  e  BC  la  base.  Freso  su  AC 
un  punto  D  ad  arbitrio,  sul  prolungamento  ài  AB  si 
prenda  BE  =  CD,  Poi  si  conduca  ED,  Dimostrare  che 
ED  è  dimezzata  (in  K)  dalla  base.  E  reciprocamente:  se 
ED  è  dimezzata  dalla  base,  è  BE  =  CD.  Si  osservi  poi 
che  fra  i  triangoli,  che  hanno  un  angolo  in  comune  e  uguale 
la  somma  dei  lati  che  contengono  l'angolo  comune,  l'iso- 
scele ha  area  maggiore.  (Da  D  e  da  JB7  si  tirino  le  normali 
DF,  EH  alla  5  C,  e  si  considerino,  prima  i  triangoli  DCF, 
EBE,  poi  i  due  DFK,  ESK), 

96.  Dedurre  dall'esercizio  precedente  questa  conseguenza  :  che 
il  poligono  regolare,  che  ha  i  vertici  nei  punti  di  mezzo 
dei  lati  di  un  poligono  regolare  dato,  è  quello,  tra  i  poligoni 
che  si  possono  ottenere  operando  come  indica  l'esercizio  26^ 
che  ha  la  minima  area. 

97.  Se  per  D,  punto  di  mezzo  della  base  BC  àìxni  triangolo  iso- 
scele ABC^  si  tira  una  retta  che  tagli  il  prolungamento  di 
AB  in  E  e  niBito  AC  in  F,  è  DE  >  DF  eBE>  CF.  (Dal- 
l'angolo CBE  ai  tagli  una  parte  uguale  all'angolo  DCA. 
Poi,  preso  BnBAun  segmento  BH=CF,  si  tiri  DB.  [72]). 

98.  Se  si  prendono  sopra  una  retta  quanti  si  vogliono  segmenti 
eguali  consecutivi  AB^  BC,  CD,....,  e,  preso  fuori  della 
retta  un  punto  0  e  tirati  i  segmenti  OA,  OB,  OC...,  si 
prolungano,  ciascuno  d'un  segmento  eguale  a  se  stesso,  si 
ottengono  punti  A',  B',C\...  equidistanti  dalla  retta  data. 
E  i  segmenti  A'B',  B'C\  CD' . . .  sono  eguali  tra  loro. 
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B9,  Fra  i  triangoli  isoperimetri,  costruiti  sulla  medesima  base, 
l'isoscele  lia  la  massima  superficie.  (Sia  ABC  il  triangolo 
isoscele,  e  DBC  l'altro  triangolo.  Bisogna  provare  dap- 
prima [198]  che  le  spezzate  BAC  e  BDC  devono  SQgaraL 
Posto  che  BD  seghi  AC  in  £  si  prende  su  EB  xm  seg- 
mento EF  uguale  al  minore  [162]  EC,  e  su  E  A  un  segmento 
EH  =  ED.  Poi  si  osserva  essere  BF+  FA>  AB,  donde 
si  può  dedurre  la  conseguenza  che  è  FA  -\-  AE^  FS~\' 
HE,  la  quale  prova  trovarsi  il  punto  H  tra  il  ed  Jl;  ecc.). 
100.  (Bue  punti  si  dicono  opposti  rispetto  ad  un  terzo,  se  que~ 
sto  punto  è  il  punto  di  mezzo  del  segmento  che  unisce  gli 
altri  due).  Dimostrare  che  il  luogo  dei  punti  che  sono  op- 
posti a  quelli  di  una  retta  data  rispetto  ad  un  punto  fisso 
dato,  estemo  alla  retta,  è  una  retta  che  giace  con  la  data  in 
uno  stesso  piano  e  che  non  può  incontrare  la  retta  data. 
[86,  89, 156]. 
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CAPITOLO  IV 
DEL     CERCHIO 


Prime  proprietà  del  cerchio. 

J905*  Teor.  Una  retta  ed  un  cerchio  non  possono 
avere  più  di  dtie  punti  in  comune. 

IDim.  Presi  sopra  un  cerchio  qualsiasi  due  punti 
qualunque  A^  B^  si  tiri  la  retta  AB,  Se  mai  questa  retta 
passa  per  il  centro  0,  possiamo  asserire  senz'altro  [99] 
che  essa  non  ha  altri  punti  in  comune  col  cerchio, 

oltre  che  A  ^  B,  Supponiamo 
non  passi  per  il  centro.  Unendo 
il  centro  con  J.  e  J9,  ci  risulta  un 
triangolo  OAB,  che  è  isoscele, 
perchè  è  OA  =  OB.  Ora,  per- 
che  il  segmento,  che  unisce  un 
punto  qualunque  della  base  o 
dei  prolungamenti  della  base  di  un  triangolo  isoscele 
col  vertice  opposto,  non  è  uguale  al  lato  del  trian- 
golo [168],  nessun  punto  della  retta,  che  sia  distinto 
dai  due  J.  e  £,  può  appartenere  al  cerchio.  [96]. 

J906»  Cor.  Nessuna  parte  d^un  cerchio  è  un  seg^ 
mento. 

Infatti  sopra  un  segmento  ci  sono  più  di  due 
punti  allineati,  ed  un  cerchio  non  può  avere  con  una 
retta  più  di  due  punti  in  comune.  In  altre  parole,  il 
cerchio  è  una  linea  totalmente  diversa  dalla  retta. 
JdOV*  Teor.  TJn  cerchio  ha  un  centro  solo. 
min.  Sia  un  cerchio  qualunque  descritto  con  cen- 
tro 0.  Dico  che  nel  piano  del  cerchio  non  esiste  nessun 


-M 
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altro  punto,  dal  quale,  come  dal  centro  0,  tutti  i  punti 
del  cerchio  siano  equidistanti. 

Preso  un  punto  A  ad  arbitrio,  si  tiri  la  retta  A  O. 
Questa  retta,  poiché  passa  per  il  centro,  incontra  il 
cerchio  [99]  in  due  punti  B,  C, 
ed  è  0-B  =  OC.  Per  conse-  y^     **\ 

guenza  [144]  i  segmenti  AB 
ed  AC  sono  disuguali;  e  tanto 
basta  per  poter  dire  che  il  punto 

A  non  si  potrebbe  considerare  ^""V.^^-*--^ 

come  un  altro  centro  del  cer- 
chio, giacche  tutti  i  punti  del  cerchio  hanno  egual  di- 
stanza dal  centro. 

908.  Teor.  Due  cerchi^  che  abbiano  raggi  egtuiltj 
sono  eguali. 

Hlm.  Due  cerchi  abbiano  raggi  eguali.  Dico  che 
essi  sono  eguali. 

Si  trasporti  uno  dei  cerchi  sulP  altro,  in  mòdo  che 
i  centri  e  i  piani  dei  cerchi  coincidano.  Ciò  fatto^  si 
può  dire  che  ciascun  punto  di  ciascuno  dei  due  cerchi 
ha  dal  centro  dell'altro  distanza  eguale  al  raggio  di 
codesto  cerchio;  epperò  [98]  ciascun  punto  di  ciascuno 
dei  due  cerchi  cade  sull'altro  cerchio.  I  cerchi  sono 
dunque  uguali. 

9O0.  Cor.  TTn  cerchio  è  individt4ato,  quando  ne 
sia  dato  il  piano,  il  centro  e  il  raggio;  oppure  il  piano^ 
il  centro  e  un  punto  qucdsivoglia  del  cerchio. 

Che  infatti,  tutti  i  cerchi,  descritti  in  quel 
piano  con  quel  centro  e  con  quel  raggio,  coinci- 
dono. [208]. 

J910.  Teor.  La  retta,  che  passa  per  il  centro  d^un 
cerchio  e  per  il  punto  di  mezzo  d^una  corda,  è  normale 
cMa  corda. 
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nini.  Poiché  il  centro  d'un  cerchio  è  equidistante 
dalle  estremità  di  qualunque  corda,  la  retta  che  passa 
per  il  centro  d^un  cerchio  e  per  il  punto  di  mezzo 
<!'  una  corda,  che  non  sia  un  diametro,  è  Y  asse  della 
<;orda  [186],  epperò  è  normale  alla  corda.  [183]. 

Jdll.  Teor.  La  normale^  tirata  dal  centro  d'un 
'Cerchio  ad  una  corda  qualunque^  divide  la  corda  'per  metà. 

Dilli.  Poiché  il  centro  d'un  cerchio  è  equidistante 
«dalle  estremità  di  qualunque  corda,  la  normale  ti* 
rata  dal  centro  d'un  cerchio  ad  una  corda  che  non 
43Ìa  un  diametro,  è  la  normale  condotta  alla  base  di 
ìin  triangolo  isoscele  dal  vertice  opposto,  e  si  sa  [185] 
che  codesta  normale  dimezza  la  base. 

^XZ.  Teor.  La  normale  tirata  ad  una  corda  nel 
jpunto  di  mezzo  {Va^se  della  corda)  passa  per  il  cen^ 
tro  del  cerchio. 

Dilli.  Infatti  Tasse  d'una  corda,  poiché  [184] 
passa  per  tutti  i  punti  che  sono  equidistanti  dalle 
-estremità  della  corda,  passa  anche  per  il  centro  del 
<5erchio. 

913.  Pr#U.  Trovare  il  centro  d'un  cerchio  dato. 

Risei.  Sul  cerchio  dato  si  prendano  ad  arbitrio 
tre  punti  J.,  5,  C,  e  si  tirino  le  corde  AB,  BC,  e  poi 
1  loro  assi  DF,  JES.  Queste  rette  devono  incontrarsi, 
•e  il  punto  d'intersezione  é  il  centro  ricercato. 

Dilli.  Sappiamo  [212]  che  l'asse  di  qualsivoglia 
corda  passa  per  il  centro  del  cerchio.  Ambedue  le  rette 
DFj  EH  devono  adunque  passare  per  ir  centro,  ep- 
però esse  hanno  un  punto  almeno  (il  centro)  in  co- 
mune. Ma  bisogna  provare  che  non  può  darsi  che  le 
due  normali  coincidano,  giacché^  se  questo  caso  po- 
tesse avvenire,  la  costruzione  indicata  non  varrebbe 
sempre  a  determinare  il  centro  d'un  cerchio  dato. 
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A  tal  fine  si  osservi  che  la  retta  DF^  perchè  normale- 
alla  AB^  non  pnò  essere  normale  anche  alla  BC^  al" 
trimenti  da  ano  stesso  punto  B  sarebbero  condotte* 
ad  una  stessa  retta  DF  due 
normali  distinte,  e  ciò  non  può 
essere.  [143].  Ma  allora  le  rette 
DF  ed  ER^  poiché  una  di  esse 
è  normale  alla  BC  ^ò  T  altra  no, 
sono  distinte. 

In  conchiusione,  non  può 
darsi  che  le  due  rette  DF^  JEH 
non  abbiano  nessun  punto  in  comune,  ne  che  esse* 
coincidano;   esse,  adunque,  s'incontrano  necessaria* 
mente,  e  il  punto  d4ncontro  è  [212]  il  centro  del 
cerchio. 

Jd].#.  Cor*  1^.  Se  due  cerchi  hanno  tre  punti  in 
comune^  essi  coincidono. 

Infatti  la  costruzione,  che  si  facesse  per  trovare* 
il  centro  di  uno  dei  cerchi  usando  dei  tre  punti  co* 
muni  ai  cerchi,  determinerebbe  nel  tempo  stesso  ili 
centro  delP  altro  cerchio.  Ma  allora  i  due  cerchi,  gia- 
cendo in  uno  stesso  piano  [53],  avendo  il  centro  e  un. 
punto  in  comune,  coincidono.  [209]. 

Jdl5.  Cor»  9^.  Un  cerchio  è  individtuitOj  quando 
sono  dati  tre  suoi  punti  qualunque. 

J916.  Cor.  3^*  Due  cerchi  distinti  non  possono' 
aver  più  di  due  punti  in  comune. 

JdlV.  Cor.  #^.  Se  un  punto  è  equidistante  da  tre- 
punti  d^un  cerchio^  esso  è  il  centro. 

Din.  Siano  A,  B,  C  tre  punti  d' un  cerchio,  e  i 
tre  segmenti  OA^  OB^  00^  condotti  ad  essi  da  uno- 
stesso  punto  0,  siano  eguali  tra  loro.  Dico  che  il  punto- 
0  è  il  centro  dei  cerchio. 
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Infatti^  se  si  desorìve  il  cerchio  di  centro  0  e 
raggio  OA^  questo  cerchio  ed  il  cerchio  dato  hanno 
in  comune  i  tre  punti  JL,  B,  (7,  epperò  [214]  hanno 
anche  il  centro  in  comune. 

918.  Cor.  5^.  Due  cerchi  descritti  con  raggi  di*- 
versi  non  possono  diventar  coincidenti.  (Infatti  non  po- 
trebbero aver  più  di  due  punti  in  comune.  [214]). 

Di  due  cerchi,  descritti  con  raggi  diversi,  quello 
-che  ha  il  raggio  maggiore  si  dice  il  maggiore^  e  V  altro 
il  minore. 

Archi  di  cerchio. 

SIO.  Segnando  sopra  un  cerchio  un  punto  solo, 
il  cerchio  non  viene  diviso  ;  perchè  lo  sia,  occorrono 
due  punti  almeno  ;  in  tal  caso  le  parti  sono  due,  ed 
esse  hanno  le  estremità  in  comune.  Una  parte  di  cer- 
chio si  chiama  arco  (di  cerchio). 

Si  può  supporre  che  un  arco  (come  il  cerchio  a 
<nii  appartiene)  sia  stato  descritto  dall^  estremità  d^un 

raggio,  che  sia  rotato  intorno 
y/^        "^  al  centro.  Il  punto  di  partenza 

yc         si  dice  origine  dell'arco. 
|b  Dovendo  indicare  degli  ar- 

\  ì  chi,    supporremo   che  i  punti 

\^^^^/^  che  li  hanno  descritti  abbiano 

girato  nello  stesso  verso  che 
per  gli  angoli  e  nomineremo  prima  T  origine  e  poi 
r altra  estremità  dell'arco.  Cosi,  nella  nostra  figura, 
l'arco  AB  h  quello  che  passa  per  il  punto  C;  l'arco 
BAhH  rimanente  del  cerchio. 

Un  arco  si  dice  compreso  da  un  angolo^  se  ha  gli 
estremi  sui  lati  dell'angolo  ed  ogni  altro  suo  punto  è 
interno  all'angolo. 


r.^ 
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^ZO.  Un  angolo^  il  cui  vertice  sia  nel  centro  d^xxik. 
cerchio,  si  dice  angolo  al  centro ^  rispetto  a  quel  cerchio;: 
e  per  arco  corrispondente  a  quell'angolo  sMntende 
Parco  che  ha  gli  estremi  sui  lati  ed  ogni  altro  punto- 
interno  all'angolo. 

Si  suol  anche  dire  che  un  angolo  al  centro  insiste 
sulParco  corrispondente. 

ZZI.  Teor.  In  cerchi  eguali  (o  in  uno  stesso  cer^ 
chio),  se  due  angoli  al  centro  sono  eguali,  gli  archi  cor^ 
rispondenti  sono  egualL 

Dim.  Siano  due  cerchi  {B)  ed  {E)  eguali,  (cioè- 
descritti  con  raggi  eguali  [218])  e  i  due  angoli  al 
centro  ABG^  DEF  siano 
eguali.  Dico  che  i  due  archi 
A  Cj  DF  sono  eguali. 

Infatti,   se   sovrappo- 
niamo l'uno  all'altro  i  due 
angoli,  ad  es.,  l'angolo  B  al- 
l'angolo  E,  in  modo  che  il  lato  BA  cada  su  ED,  il 
lato  BC  cade  su  EF,  il  punto  A  in  Z),  il  punto  C  in 
jP,  e  un  cerchio  sull'  altro,  e  quindi  anche  l' arco  A  (T 
sull'arco  DF. 

ZZZ.  Oor.  l^.  Ogni  diametro  d^un  cerchio  divide- 
il  cerchio  in  due  parti  eguali. 

Infatti  i  due  archi,  ne'  quali  un  cerchio  è  di-^ 
viso  dalle  estremità  d'un  diametro,  corrispondono  a. 
due  angoli  al  centro  che  sono  eguali,  perchè  biretti 
ambidue. 

ZZS.  Cor.  Z^.  Per  dimezzare  un  arco  dato,  basta 
[221]  dividere  per  metà  il  corrispondente  angolo  at 
centro. 

ZiZ^.  Teor.  In  un  cerchio,  angolo  al  centro  mag^ 
giore  comprende  arco  maggiore. 
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Utai.  Nel  cerchio  (0)  siano  i  due  angoli  al  cen- 
tro AOBj  00 D  disuguali,  e  sia  il  primo  il  maggiore. 

Dica  che  Tarco  AB  è  maggiore 
dell'arco  CD. 

Si  tagli  [173]  dall'angolo 
maggiore  l'angolo  AOE  uguale 
al  minore  0(0) D.  L'arco  A£J  h 
uguale  [221]  all'arco  0D\  op- 
però l'arco  AB  è  maggiore  ddl- 
l'arco  OD  (una  parte  del  primo  è  uguale  al  secondo). 
^^95.  Cwt.  1^.  In  un  cerchio  su  archi  eguali  insi- 
stano angoli  ai  centro  eguali. 

min.  Indirettamente  dal  teorema  224. 
ZZ9*  Cor.  ft^.  In  u/n  cerchio^  su  arco  maggiore  in' 
siste  angolo  al  centro  maggiore. 

Bini.  Indirettamente  dai  teoremi  221  e  224. 
dd7.  Un  punto  O,  che  appartenga  ad  un  arco  AB^ 
divìde  l'arco  in  due  parti,  delle  quali  l'arco  AB  si 
dice  somma. 

Si  sommano  archi  di  cerchi  eguali  (o  d'uno  stesso 
cerchio)  costruendo  nel  centro  d'uno  dei  cerchi  un 
angolo  che  sia  la  somma  di  quelli  al  centro  corrispon- 
denti agli  tirchi  dati.  [221]. 

Poiché  la  somma  di  più  angoli  è  indipendente  dal- 
l'ordine  in  cui  si  succedono,  tanto  vale  per  la  somma 
degli  archi. 

Corde  nel  cerchio. 

99S.  Una  corda  d'un  cerchio,  quando  non  passa 
per  il  centro,  divide  il  cerchio  in  due  parti  disuguali. 
[224].  (Ordinariamente,  quando  si  parla  di  corda, 
senz'altro,  si  esclude  che  passi  per  il  centro). 
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Per  indicare  la  corda  che  unisce  le  estremità  di 
un  arco  dato,  si  dice:  la  corda  sottesa  da  quell^arco. 
Per  converso,  trattandosi  d^nn  cerchio,  e  volendo  in- 
dicare r  arco  che  ha  le  estremità  in  comune  con  una 
data  corda,  si  dice:  Tarco  che  sottende  quella  corda. 
Ma  perchè  in  un  cerchio  sono  due  gli  archi  che  sotten- 
dono una  data  corda,  per  togliere  T  indeterminatezza 
stabiliamo  che^  quando  si  parla  delFarco  che  sottende 
una  data  corda,  dei  due  archi  s' intenda  il  minore. 

dJdO.  Teor.  In  un  cerchio j  se  due  corde  sono  eguon 
lij  gli  archi  che  le  sottendono  sono  eguali;  e  se  sono  di- 
suguali, la  corda  maggiore  è  sottesa  da  arco  maggiore. 

Dim.  Sia  un  cerchio  con  centro  0,  e  in  esso  due 
corde  uguali  AB,  CD.  Dico  che  gli  archi  AB,  CD^ 
che  le  sottendono,  sono  eguali. 

Infatti,  poiché  i  triangoli 
OAB,  OOD  hanno  i  lati  rispet- 
tivamente uguali,  è  [172]  anche 
A{0)B  =  C(0)D.  Per  conse- 
guenza [221]  Farco  AB  è  uguale 
all'arco  CD. 

Supponiamo,  in  secondo  luo- 
go, che  la  corda  A  B  sia  maggiore  della  CD.  Dico  che 
l'arco  AB  è  maggiore  dell'arco  CD. 

Infatti,  poiché  nei  triangoU  OAB^  OCD  i  lati 
concorrenti  in  0  sono  eguali,  e  il  lato  AB  è  mag* 
giore  del  lato  CD,  è  [174]  A(0)B  >  C{0)D.  Per 
conseguenza  [224]  anche  l'arco  AB  è  maggiore  del- 
l'arco CD. 

JdSO.  Cor.  In  un  cerchio^  se  due  archi  sono  egiudi, 
essi  sottendono  corde  uguali^  e  se  sono  disuguali^  e  mi- 
nori  di  mezzo  cerchio j  Varco  maggiore  sottende  corda 
maggiore. 
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IDim*  Indirettamente  dal  teorema  che  precede. 
J^Sl.  Teor.  In  un  cerchio  un  diametro  è  maggiore 
di  qualunque  corda  che  non  passa  per  il  centro. 

IDìm.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  e  in  questo  un 

diametro  AB  e  una  corda  CD 

qualunque,  che  non  passa  per  il 

centro.  Dico  essere  AB'>  CD. 

Infatti,   poiché  la  somma 

dei  lati  OC,  OD  del  triangolo 

COD  è  maggiore  [164]  del  terzo 

CD,  ed  è  CO  =  ilo  e  OD  ~l 

OB,  anche  la  somma  dei  segmenti  J.0,  OJS,  cioè  il 

diametro  AB^h  maggiore  della  corda  CD. 

asjd.  Teor.  Se  due  corde  d^un  cerchio  sono  eguali^ 
esse  hanno  dal  centro  distanze  u^guali. 

IDim.  Siano  due  corde  uguali  AB^  CD.  Dico  che 
esse  sono  equidistanti  dal  centro  ;  che  sono  eguali,  cioè, 

i  segmenti  normali  OE,  OF  ti- 
rati dal  centro  alle  due  corde. 

Intanto,  perchè  la  normale, 
condotta  dal  centro  d' un  cerchio 
ad  una  corda,  divide  [211]  la 
corda  per  metà,  e  le  corde  AB^ 
CD  sono  eguali,  sono  eguali  an- 
che le  metà  EB,  CF.  I  trian- 
goli rettangoli  OBE,  OCF  hanno  adunque  l' ipote- 
nusa e  un  cateto  rispettivamente  uguali;  quindi  è  an- 
che [176]  0F=  OF,  come  d.  d. 

d83.  Teor.  Se  due  corde  di  un  cerchio  sono  disur 
^tudi,  la  maggiore  ha  dal  centro  distanza  minore. 

Dim.  Siano  due  corde  AB,  CD  disuguali,  e  sia  ' 
AB  >  CD.  Conduco  le  normali  Oj&,  OF.  Dico  es- 
sere OE<iOF. 
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Infatti,  poiché  la  normale,  tirata  dal  centro  d^un 
cerchio  ad  una  corda,  dimezza  [211]  la  corda,  ed  è 
AB  >  CD,  anche  BE,  metà  di 
AB^  h  maggiore  di  C  F^  che  è 
metà  di  CD,  Se  ora  consideria- 
mo i  triangoli  rettangoli  OEB^ 
OFCj  troviamo  che  hanno  le 
ipotenuse  uguali  e  che  il  cateto 
BE  del  primo  è  maggiore  del 
cateto  G F  dell'altro.  Ne  segue  [177]  che  il  rima- 
nente cateto  OE  del  primo  triangolo  è  minore  di  OF. 

934.  Cor.  1^.  Se  due  corde  d^un  cerchio  sona 
equidistanti  dal  centro,  esse  sono  egtmlL 

Dilli.  Indirettamente  dal  teorema  233. 

935.  Cor.  JS^.  8e  due  corde  d^un  cerchio  hanno 
dal  centro  distanze  disuguali,  la  più  vicina  è  maggiore 
della  più  lontana, 

Him.  Indirettamente  dai  teoremi  232,  233. 

936.  Teor.  Da  un  punto  qualunque  d'un  cer^ 
chio  si  può  tirare  una  sua  corda  che  sia  eguale  ad  un 
segmento  che  non  superi  il  diametro  del  cerchio. 

Dlm.  Se  il  segmento  dato  è  uguale  al  diametro 
del  cerchio  dato,  lo  stesso  diametro  di  questo  cerchio, 
condotto  per  il  punto  dato,  è  la  corda  richiesta. 

Per  il  caso  che  il  segmento  sia  minore  del  dia- 
metro, facendo  centro  nel  punto  dato,  con  raggia 
eguale  al  dato  segmento  si  descriva  un  cerchio. 

E  facile  riconoscere  che  la  distanza  dei  centri 
dei  due  cerchi,  il  dato  e  T  ausiliario,  è  minore  della 
somma  dei  raggi  e  maggiore  della  loro  differenza. 

E  minore  della  somma  dei  raggi,  perchè  la  di- 
stanza dei  centri  è  uguale  ad  uno  dei  raggi. 

Ed  è  maggiore  deUa  differenza,  perchè  uno  dei 


—  99  — 

raggi  è  uguale  alla  distanza  dei  centri  e  Taltro  è  mi- 
nore del  doppio  di  questa  distanza. 

Pertanto  [124]  i  due  cerchi  si  tagliano.  Unendo  il 
punto  dato  con  i  punti  d^  intersezione  dei  cerchi,  si 
ottengono  due  corde  del  cerchio  dato  eguali  al  seg- 
mento dato. 

Cosi  resta  provato  ecc. 

Posizione  rispettiva  d'una  retta  e  d'un  cerchio. 

S37«  Teor.  8e  la  distanza  di  una  retta  dal  centro 
di  un  cerchio  è  minore  del  raggio^  la  retta  ha  col  cerchio 
due  punti  in  comune]  ogni  altro  punto  della  retta,  se  è 

compreso  tra  quei  du^,  è 
interno  al  cerchio;  altri- 
menti è  esterno. 

Htm.  Per  il  caso  che 
la  retta  passi  per  il  centro 
del  cerchio,  la  proposizio- 
ne è  stata  considerata. 
Sia  0  il  centro  d'un  cerchio  ed  AB  la,  retta,  che 
non  passa  per  0,  e  il  segmento  normale  OC  tirato 
dal  centro  alla  retta  [182]  sia  minore  del  raggio. 

Intanto,  poiché  OC  è  minore  del  raggio,  il  punto 
C  è  [96]  intemo  al  cerchio,  e  per  conseguenza  [102]  la 
retta  ha  in  comune  col  cerchio  due  [205]  punti  situati 
da  bande  opposte  di  C  Chiamiamo  D,  E  questi  punti 
ed  uniamoli  col  centro. 

Ora,  essendo  0D=^  OE^  il  triangolo  ODE  è  iso- 
scele ;  epperò,  prendendo  sulla  base  un  punto  qualun- 
que jP,  e  tirando  OF,  abbiamo  [168]  OF  <.  OD]  e 
prendendo  su  un  prolungamento  di  DE  un  punto  -H", 
ed  unendolo  con  0,  abbiamo  0S>  OD.  Per  conse- 
guenza [96]  ogni  punto  della  retta  AB^  che  è  com- 
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preso  tra  D  ed  U,  è  interno  al  cerchio  ed  ogni  punto 
dei  prolungamenti  di  DE  è  fuori. 

Oss.  Poiché  nei  punti  i>  ed  ^  la  retta  dianzi 
considerata  passa  dair  interno  alF  esterno  del  cerchio, 
o  viceversa,  si  dice  che  la  retta  sega  il  cerchio  in  quei 
punti,  od  anche  che  è  una  secante  del  cerchio  in 
D  ed  E. 

ZSS.  Teor.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  centro 
di  un  cerchio  è  maggiore  del  raggio^  ogni  punto  della 
retta  è  fuori  del  cerchio. 

I>im.  Sia  0  il  centro  del  cerchio,  AB  l&  retta,  e 
il  segmento  normale  OC,  tirato  dal  centro  alla  retta, 
sia  maggiore  del  raggio.    Si 
deve  provare  che  ogni  punto 
della  retta  è  fuori  del  cerchio. 

Intanto,  perchè  OC  è 
maggiore  del  raggio,  il  punto 
C  è  fuori  [96]  del  cerchio.  È 
poi  fuori  del  cerchio  ogni  altro 

punto  M  della  retta  AB^  perchè  ogni  segmento  obli- 
quo è  [181]  maggiore  del  segmento  normale. 

Jd39«  Teor.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  centro 
W  un  cerchio  è  rjbguale  al  raggio j  la  retta  ha  col  cerchio 
in  comune  un  punto  solo,  ed 
ogni  altro  punto  della  retta  è 
fuori  del  cerchio, 

Dim.  Sia  0  il  centro  del 
cerchio  ed  AB  la.  retta.  E  il        ^         ^j       m    B 
segmento  normale  OC,  tirato 

dal  centro  alla  retta,  sia  eguale  al  raggio  del  cerchio. 

Intanto,  poiché  OC  è  uguale  al  raggio  del  cerchio, 

il  punto  C  appartiene  al  cerchio.  Invece,  perchè  ogni 

altro  segmento,  condotto  dal  centro  a  qualsivoglia  al* 
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tro  punto  ideila  retta,  è  [181]  maggiore  del  segmento 
normale  0  C,  ogni  punto  della  retta,  distinto  dal  punto 
C,  è  fuori  del  cerchio.  [96]. 

9#0.  Una  retta  ed  un  cerchio,  che  giacciano  in 
uno  stesso  piano  ed  abbiano  un  solo  punto  in  comune, 
si  dicono  tangenti  in  quel  punto  ;  il  punto  comune 
si  dice  punto  di  contatto.  (Ordinariamente  si  dice 
che  è  la  retta  tangente  del  cerchio  ;  che  lo  tocca  in  quel 
punto). 

^#1.  L'ultimo  teorema  si  può  ora  enunciare  nel 
modo  seguente  : 

La  retta  normale  a  un  raggio  di  un  cerchio^  nel' 
V  estremità  che  non  è  il  centro,  è  tangente  al  cerchio 
in  quella  estremità  di  quel  raggio.  Ogni  altro  punto  détta 
retta  è  fuori  del  cerchio. 

S#S.  Teor.  Per  qualunque  punto  d^un  cerchio  si 
può  condurre  una  tangente  al  cerchio  in  quel  punto  e 
una  soltanto. 

'Dint.  Sia  un  cerchio  di  centro  0,  e  su  questo  un 
punto  A  qualunque. 

Intanto,  se  tiriamo  il  raggio  OA,  e  poi  la  retta 
B  C  normale  ad  OA  nel  punto  A,  abbiamo  [240]  una 

retta  tangente  al  cerchio  nel 
punto  dato.  Resta  dunque  a 
provare  che  per  A  non  si 
può  condurre  nessun'  altra 
retta,  che  sia  tangente  al 
cerchio.  A  tal  fine  si  tiri  per 
A  una  retta  DE  ad  arbitrio^ 
distinta  dalla  BC.  Allora, 
poiché  r  angolo  OAC  è  retto,  tale  non  è  1'  angolo 
OAE\  epperò  la  OF,  normale  alla  DE,  tirata  dal 
centro   0,   è  necessariamente  distinta  dalla    OJ..   E 
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perche  [181]  il  segmento  normale  è  minore  d^  ogni 
segmento  obliquo,  OF  è  minore  di  0  J.  ;  quindi  la 
retta  DE  è  una  secante  del  cerchio,  ed  J.  è  uno 
dei  punti  dMntersezione.  [237]. 

543.  Cor.  Il  raggio,  condotto  ed  punto  di  contatto 
di  una  tangente  d^un  cerchio ,  è  normale  alla  tangente. 

Infatti,  se  cosi  non  fosse,  tirando  la  normale  al 
raggio  nella  estremità  che  è  sul  cerchio,  si  otterrebbe 
una  seconda  tangente  [241]  al  cerchio  nello  stesso 
punto,  il  che  si  è  dimostrato  [242]  impossibile. 

544.  Teor.  Per  un  punto,  che  sia  fuori  d*  un  cer- 
chiOj  passano  due  tangenti  del  cerchio  e  due  soltanto. 

Dlm.  Sia  un  cerchio  di  centro  C  e  un  punto  ester- 
no A.  Si  vuol  provare  che  fra  le  rette,  che  passano 
per  Aj  due,  e  due  soltanto,  sono 
tangenti  del  cerchio. 

Si  unisca  A  con  C,  e  per 
il  punto  -B,  in  cui  il  segmento 
A  G  incontra  il  cerchio,  si  tiri 
la  normale  ad  J.  C;  poi  con  cen- 
tro G  e  raggio  CA  si  descriva 
un  cerchio.  Codesto  cerchio, 
perchè  il  punto  B  è  interno  ad 
esso,  è  incontrato  [237]  dalla 
normale  condotta  per  B]  sia  nei  punti  D  ed  E.  Con- 
dotti i  raggi  CD  e  GÈ,  detti  F  ed  H  i  punti  dove 
essi  incontrano  il  cerchio  dato,  si  tirino  le  rette  AF 
ed  AH.  Proveremo  che  queste  rette  sono  tangenti 
del  cerchio  dato  nei  punti  F  e  H. 

Confrontando  i  triangoliJ.J'C,  DCB,  troviamo 
che  hanno  AC=  CD,  CF=  GB  e  l'angolo  com- 
preso in  comune.  Perciò  [170]  sono  eguali  gli  angoli 
AFG,  GBD.    Ma  per  costruzione   G{B)D  è  retto  ; 
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è  quindi  retto  anche  l'angolo  AFC]  e  perciò  [241]  la 
retta  AF  è  tangente  del  cerchio  dato  in  F. 

Nello  stesso  modo  si  prova  che  la  retta  AH  è 
tangente  del  cerchio  stesso  in  S. 

Ci  rimane  da  dimostrare  che  dal  punto  A  non  si 
possono  condurre  altre  tangenti  al  cerchio. 

Imaginiamo  a  tal  fine  che  AF^  A3  siano  due 
tangenti  condotte  al  cerchio  dal  punto  A,  e  che  F  ed 
JET  siano  i  punti  di  contatto.  Sappiamo  [243]  che,  se 
si  tirano  i  raggi  CF,  OS,  questi  riescono  normali 
alle  tangenti. 

Ed  ora,  confrontando  i  triangoli  rettangoli  A  CFj 
A  GH^  troviamo  che  hanno  l'ipotenusa  ACìxl  comune, 
ed  eguali  i  cateti  CF^  CjBT.  Per  conseguenza  [176]  egli 
è  AF  '=  AH.  Possiamo  dire  pertanto  che  le  parti 
delle  tangenti  condotte  ad  un  cerchio  da  uno  stesso 
punto  estemo,  comprese  tra  questo  punto  e  i  punti 
di  contatto^  sono  tutte  uguali  fra  loro.  Da  ciò  vien 
la  conseguenza  che  le  tangenti  non  possono  essere 
più  di  due  ;  ed  invero,  se  ce  ne  fossero  tre,  il  punto 
J.J  avendo  distanze  uguali  da  tre  punti  del  cerchio, 
sarebbe  [217]  il  centro;  ma  dal  centro  non  si  possono 
condurre  tangenti  al  cerchio.  [237]. 

Cosi  resta  dimostrato  che  ecc. 

d45*  H  segmento  di  una  tangente  ad  un  cerchio, 
condotta  da  un  punto  esterno,  compreso  tra  questo 
punto  e  il  punto  di  contatto,  suol  dirsi,  senz'altro, 
una  tangente  condotta  al  cerchio  dal  punto  estemo. 
Cosi^  riferendoci  alla  dimostrazione  precedente^  ed 
osservando  essere  JS(J.)  (7  S  C(A)Fj  possiamo  dire 
che: 

d46.  Le  tangenti  condotte  ad  un  cerchio  da  un 
punto  esterno,  sono  egtudi  tra  loro^  e  fanno  angoli 
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egìMili  col  segmento  che  unisce  U  loro  punto  comune 
col  centro. 

347.  Teor.  Secondo  che  una  retta  ha  due  punti^ 
uno  solo,  0  nessun  punto  in  comune  con  un  cerchio^  la 
distanza  fra  il  centro  e  la  retta  è  minore,  uguale^  o  m^^ 
giore  del  raggio. 

Bln.  Infatti  le  ipotesi  contrarie  conducono  a 
conseguenze  che  sono  in  contradizione  col  dato.  [237^ 
239,  238]. 

948.  Probi.  Costruire  un  triangolo^  che  abbia  due 
lati  eguali  a  due  segmenti  dati^  e  V  angolo  opposto  a  uno 
di  essi  eguale  ad  un  angolo  daio. 

Risol.  Sia  C(A)B  T angolo  dato;  chiamiamo  a 
efii  due  segmenti, 
e  sia  a  il  segmen- 
to a  cui  deve  es- 
sere uguale  il  lato 

opposto  all'angolo        ^^  j^<    ^ì^zS::-Y  X  X  B 
dato. 

Sopra  un  lato  delF  angolo  si  prenda  un  segmento 
AD  che  sia  eguale  a  /?.  A  eD  sono  due  vertici  del 
triangolo  da  costruire.  U  terzo  vertice  deve  trovarsi 
sul  raggio  AB\  e  perchè  deve  avere  dal  punto  D  di- 
stanza eguale  ad  a,  deve  [98]  trovarsi  sul  cerchio  che 
ha  centro  in  jD  e  raggio  a.  Descritto  questo  cerchio, 
se  esso  incontra  in  jPìI  raggio  AB^  il  triangolo  DAF 
sodisfa  le  condizioni  del  problema. 

Dlscussioiie.  L'angolo  dato  può  essere  acuto, 
retto  od  ottuso. 

I.  L'angolo  dato  sia  acuto.  Si  tiri  da  D  il  segr 
mento  DE  normale  alla  retta  AB.       . 

1**.  Se  è  a  <;  DE^  il  cerchio  con  centro  D  e  rag- 
gio a  non  ha  [238]  nessun  punto  in  coipaune  con  la  retta 


^v  . 


—  106  — 

JLjB,  e  ciò  prova  che  il  problema  in  tal  caso  non  am- 
mette soluzione  ;  che  non  esiste  cioè  triangolo  con  tre 
elementi  eguali  rispettivamente  ai  dati,  e  disposti 
come  richiede  il  problema. 

2**.  Quando  è  a  =  DE,  il  cerchio  e  la  retta  AB 
hanno  in  comune  [239]  il  solo  punto  ^,  e  il  triangolo 
domandato  è  il  triangolo  rettangolo  ADE. 

S^.  Quando  è  a  >  DE,  ed  a  <  AD,  il  cerchio  taglia 
[237, 181]  il  raggio  AB  in  due  punti  F,  F\  e  i  due  tri- 
angoli  ADF,  J.jDJ'' sodisfanno  ambidue  al  problema. 

4°.  Se  è  a  =  AD,  il  cerchio  taglia  [237, 181]  U 
raggio  AB  nel  punto  J.  e  in  un  altro  punto  H,  epperò 
il  problema  ammette  per  unica  soluzione  il  triangolo 
isoscele  ADM* 

5^.  Quando  infine  è  a>  AD,  il  cerchio  taglia 
[237,  181]  il  raggio  J.  5  in  un  punto  Keil  prolunga- 
mento del  raggio  in  un  altro  plinto  K\  In  questo  caso 
il  problema  ha  per  unica  soluzione  il  triangolo  ADK; 
perchè  il  triangolo  ADK'  ha  bensì  due  lati  eguali  ai 
dati  segmenti,  ma  T angolo  opposto  al  lato  DK',  e 
che  do  vrebb^  essere  uguale  air  angolo  acuto  dato,  è  in- 
vece supplementare  di  quest^  angolo. 

II.  Quando  V  angolo  dato  è  retto,  perchè  il  pro- 
blema ammetta  soluzione,  è  necessario  e  sufficiente 
che  il  lato  opposto  all^  angolo  dato  sia  maggiore  del- 
r  adiacente.  Il  cerchio,  che  bisogna  descrivere,  taglia 
il  ^Aggio  AB  in  xjLiL  punto  e  il  prolungamento  in  un 
altro.  Ambidue  i  triangoli  risultanti  sodisfanno  alle 
condizioni  volute;  sono  però  [176]  eguali,  e  cosi  le 
due  soluzioni  si  riducono  infine  ad  una  sola. 

III.  Quando  V  angolo  dato  è  ottuso,  il  piede  della 
normale  DE  cade  sul  prolungamento  del  raggio  AB. 
In  questo  caso,  perchè  il  cerchio  tagli  il  lato  AB, 
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non  basta  che  il  raggio  saperi  il  segmento  normale, 
ma  si  richiede  [181]  che  saperi  anche  il  lato  DA  adia- 
cente air  angolo  dato  ;  allora  il  cerchio  taglia  ana  volta 
il  raggio  AB  ^  T altra  il  prolnngamento,  epperciò  il 
problema  ammette  ana  solazione  soltanto. 


Posizione  rispettiva  di  due  cerclii. 

949.  licmma.  Tra  i  segmenti^  che  si  possono  tirare 
ad  un  cerchio  da  uno  stesso  punto  che  non  sia  il  centrOj 
quello  che  passa  per  il  centro  è  maggiore  d^  ogni  altro j 
e  queUo,  un  cui  prolungamento  passa  per  U  centro,  è 
minore  agogni  altro. 

Dilli.  Per  il  caso  che  il  panto  appartenesse  al  cer- 
chio la  proposizione  è  manifesta,  dacché  il  segmento 
che  passa  per  il  centro  è  an  diametro,  e  come  tale  è 
maggiore  [231]  di  qaalanqae  altro  dei  segmenti,  che 
è  ana  corda  la  qaale  non  passa 
per  il  centro.  L^  altro  segmento, 
qaello  an  cai  prolangamento 
passa  per  il  centro,  in  tal  caso 
non  esiste  ;  è  nallo. 

Gli  altri  dae  casi,  qaando 
cioè  il  panto  è  interno,  senza  es- 
sere il  centro,  od  è  estemo,  si 
possono  trattare  anitamente. 

Sia  adanqae  an  cerchio  di 
centro  0,  ed  an  panto  A  qaa- 
lanqae, che  non  sia  il  centro,  ne  appartenga  al  cer- 
chio. Tirando  la  retta  J.0,  otteniamo  [99]  in  AB 
qael  segmento,  che  va  da  J.  al  cerchio  passando  per 
il  centro  ;  ed  in  J.  C  qael  segmento,  an  cai  prolanga- 
mento passa  per  il  centro.  Uniscasi  il  panto  A  con 
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Tin  punto  M  qualsivoglia  del  cerchio.  Proveremo  es- 
sere J.^  maggiore,  ed  J.(7  minore  di  AM.  Si  tiri  il 
raggio  OM. 

Ed  ora,  essendo  AB  =  AO  +  0J5,  cioè  AB 
=  ilo  +  OJf,  ed  [164]  AO  +  0M>  AM,  egli  è 
anche  AB  >  AM. 

Dallo  stesso  triangolo  AOMj  per  questo  che  la 
differenza  di  due  lati  è  minore  del  terzo  [165],  ab- 
biamo, nel  primo  caso  : 

OM  —  AO  <  AM, 
•e  nel  secondo:  AO  —  OM  <  AM, 
«pperò,  essendo    OM  =,  OC,  in  ambidne  i  casi  è  : 

AC  <  AM. 
Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 
S50.  Oss.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cerchi  è 
^naggiore  della  somma  dei  raggi,  ciascun  cerchio  è  tutto 
fuori  deWaltro. 

Bim.  Siano  A^  Bì  centri  di  due  cerchi  di  raggi 
<x  e  fi,  e  sia  AB  >  a  4"  /^' 

Proviamo  da  prima  che  ogni  punto  del  cerchio 
{A)  è  fuori  del  cerchio  (B). 

Intanto  dall'ipotesi  abbiamo: 

AB  —  a  >  fi, 
«pperò,  facendo  -1-1'  =  a,  si  ha  -1' J5  >  fi.  Per  ciò 
(98,  96]  il  punto  A'  appartiene  al  cerchio  (A)  ed  è 

fuori  del  cerchio  (B). 
Osserviamo  poi 
che,  se  prendiamo  sul 
cerchio  {A)  un  punto 
qualunque    Jf    e   lo 
uniamo  con  B,  ci  ri- 
sulta un  segmento  BM  che  è  maggiore  di  BA',  per- 
chè BA'  è  tra  i  segmenti^  che  si  possono  tirare  da  B 
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ai  punti  del  cerchio  (A),  il  segmento  minimo.  [249]. 
Cosi,  essendo  BA'  >  fij  e  anche  BM  >  p^  epperò^ 
[96]  il  punto  M  è  fuori  del  cerchio  {B). 

Nello  stesso  modo  si  prova  che  il  cerchio  {B)  è- 
tutto  fuori  del  cerchio  {A). 

d51*  Teor*  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cerchi 
è  tignale  alla  somma  dei  raggi,  i  due  cerchi  hanno  un. 
solo  punto  in  comune,  situato  sul  segmento  che  unisce  i 
centri.  E  ogni  altro  punto  di  ciascuno  dei  cerchi  è  fuori 
deWaltro  cerchio, 

Dlm.  Siano  Aq  Bì  centri  di  due  cerchi  di  raggi 

a  e  /?  e  sia  : 

^J5  =  a  +  /? 

e  per  conseguenza  : 

AB  —  a  =:  p. 
Cosi,  facendo  -1(7=  a,  si  ha  GB  =  /?.  Pertanto  il 
punto  G  appartiene  ad 
ambidue  i  cerchi. 

Osserviamo  ora  che, 
se  prendiamo  sul  cerchio 
(-4)  un  punto  M  qua- 
lunque e  lo  uniamo  con  B,  ci  risulta  un  segmento  Bl£ 
che  è  maggiore  di  jBC,  perchè  BG  è  tra  i  segmenti, 
che  si  possono  tirare  da  B  ai  punti  del  cerchio  {A\ 
il  segmento  minimo.  [249].  Cosi,  essendo  BG  =,  Py 
è  BM  >  fi,  epperò  [96]  il  punto  M  è  fuori  del 
cerchio  (B), 

Nello  stesso  modo  si  prova  che,  eccettuato  il 
punto  C,  ogni  punto  del  cerchio  (J5)  è  fuori  del  cer- 
chio (A). 

fòìift*  Teor»  Se  la  distanza  dei  centri  di  dus  cerchi 
è  minore  della  somma  dei  raggi  e  maggiore  della  loro 
differenza,  i  due  cerchi  hanno  due  punti  comuni,  i 


—  109  — 

qtmli  sono  simmetrici  rispetto  aUa  retta  dei  centri.  Dai 
-due  punti  comuni  ciascun  cerchio  è  diviso  in  due  ar* 
•chij  dei  quali  uno  è  intemo  aWaUro  cerchio  e  Poltro  è 
estemo. 

nini*  Questa  proposizione  è  stata  dimostrata  an- 
tecedentemente. [124].  A  compimento  qui  possiamo 
aggiungere  che  i  punti  comuni  ai  due  cerchi  sono 
-due  soli,  perchè  due  cerchi  distinti  non  possono  averne 
<li  più.  [216].  I  punti  comuni  sono  poi  simmetrici  ri* 
spetto  alla  retta  dei  centri,  perchè,  essendo  ciascun 
«entro  equidistante  dai  due  punti,  la  retta  dei  centri 
>è  Tasse  del  segmento  dei  due  punti.  [186].  Infine, 
poiché  sappiamo  [124]  che  ciascun  cerchio  ha  un  punto 
intemo  ed  uno  estemo  alF  altro  cerchio,  degli  archi, 
in  cui  ciascun  cerchio  è  diviso  dai  due  punti  comu- 
ni, uno  è  tutto  interno  e  T  altro  è  tutto  fuori  dell^  al- 
iare cerchio. 

953.  Teor.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cer* 
-chi  è  uguale  alla  differenza  dei  raggia  i  cerchi  hanno 
un  punto  in  comune  il  quale  cade  su  quel  prolungo^ 
mento  del  segmento  dei  centri  che  è  dalla  banda  del 
centro  del  cerchio  minore;  ogni  altro  punto  del  cerchio 
maggiore  è  fuori  del  cerchio  minore;  e  ogni  altro  punto 
•di  questo  cerchio  è  interno  del  primo. 

iff  Bini.  Cominciamo  ad 

osservare  che  i  raggi  dei 
due  cerchi  non  possono  es- 
sere uguaU,  dacché  in  tal 
caso  la  distanza  dei  centri 
sarebbe  nulla,  e  quindi  i 
due  cerchi  coincìderebbero.  Chiamiamo  A  il  centro 
flel  cerchio  maggiore  ed  a  il  suo  raggio  ;  chiamiamo 
£  il  centro  dell'  ^tro  cerchio  e  fi  il  raggio.  L' ipotesi 


AB  G 


—  110  — 

è  significata  dall'eguaglianza  AB  ^  a  —  fi,  o  iik 
altro  modo  dalla  seguente  A-]-  fi  =  a. 

Sul  prolungamento  di  A  B,  partendo  da  J3,  si  pren- 
da un  segmento B  C=fi.  Così,  essendo  A  C^AB-^-fiy. 
è  -1(7=  a.  Perciò  il  punto  C  appartiene  ad  entrambi 
i  cerchi. 

Osserviamo  ora  che,  unendo  un  punto  qualunque 
M  del  cerchio  {A)  col  punto  -B,  si  ottiene  un  seg- 
mento BM  che  è  maggiore  [249]  di  BC,  perchè  BC 
è  fra  i  segmenti,  che  si  possono  condurre  dal  punta 
B  ai  punti  del  cerchio  (A),  il  segmento  minimo.  Co- 
si, essendo  BC  ^  fi,  è  BM  >  fij  epperò  [96]  il 
punto  Me  fuori  del  cerchio  (-B). 

Resta  a  provare  che  ogni  punto  del  cerchio  mi- 
nore, fatta  eccezione  per  il  punto  -B,  cade  nell'in- 
terno del  cerchio  maggiore.  A  tal  fine  osserveremo 
che,  se  sul  cerchio  (-B)  si  prende  un  punto  qualun- 
que JV  e  lo  si  unisce  con  A,  si  ottiene  un  segmenta 
AN  che  è  minore  [249]  di  AC,  perchè  -IC  è  fra  i 
segmenti,  che  si  possono  condurre  dal  punto  A  ai 
punti  del  cerchio  (-B),  il  segmento  massimo.  Cosi,  es* 
sondo  AC^a,  è  AN  <  a,  epperò  [96]  il  punto  N 
è  nell'interno  del  cerchio  (A).  (^). 

S54.  Teor.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  cerchi 
è  minore  della  differenza  dei  raggi,  il  cerchio  maggiore  è 
tutto  fuori  del  minore,  e  questo  è  tutto  nelV  interno- 
dei  primo. 

(^)  Sembrerebbe  che  dovesse  bastare  provare  che  ogni 
punto  del  cerchio  minore  è  interno  al  maggiore,  per  poter  con- 
chiudere r  altra  parte  del  teorema.  Ma  non  abbiamo  la  propo- 
sizione  :  se  una  figura  è  tutta  interna  ad  un'  altra,  questa  à 
tutta  fuori  della  prima.  Infatti,  ad  es.,  se  dividiamo  un  angolo* 
in  tre  parti,  ogni  punto  dell'angolo  intermedio  è  dentro  .del- 
l'angolo dato,  e  questo  non  è  tutto  fuori  dell'altro. 
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Din.  Cominciamo  ad  osservare  che  ì  raggi  dei 
dae  cerchi  non  possono  essere  uguali,  dacché  £  tal 
caso  la  distanza  dei  centri  dei  due  cerchi  (neanche  se 
i  centri  coincidessero)  non  potrebb' essere  minore  della 
differenza  dei  raggi. 

Il  caso  in  cui  i  cerchi  hanno  centro  comune  non 
presenta  nessuna  difficoltà. 

I  cerchi  abbiano  centri  distinti;  chiamiamo  A 
il  centro  del  cerchio  maggiore  ed  a  il  suo  raggio; 
chiamiamo  B  il  centro  delF  altro  cerchio  e  /?  il  rag- 
gio. L^  ipotesi  è  significata  dalla  disuguaglianza 
AB  <  a  —  /?,  o  in  altro  modo  dalla  seguente 
AB  4-  /?  <  a. 

Sul  prolungamento  di  AB,  che  è  dalla  banda  di  B, 

si  prenda  il  segmento 
BB'  =  fi.  Così,  essen- 
do AB'  =  AB  +  ff, 
ed    AB  +  fi  <  a, 

^/ J[     /\  è  anche    AB'  <  a. 

Pertanto  il  punto  B' 
appartiene  al  cerchio 
(B)  e  cade  nell'in- 
terno del  cerchio  (J.). 
Se  poi  si  fa  A  A'  =  a,  il  punto  A'  viene  a  cadere 
sul  prolungamento  dì  BB'  =  fij  opperò  fuori  del  cer- 
chio (-B), 

Ora  si  osservi  che,  unendo  un  punto  qualunque  M 
del  cerchio  (A)  col  punto  B,  si  ottiene  un  segmento 
BMy  che  è  maggiore  [249]  di  BA'j  perchè  BA'  e  fra 
i  segmenti,  che  si  possono  condurre  dal  punto  B  ai 
punti  del  cerchio  {A),  il  segmento  minimo.  Cosi,  poi- 
ché è  BA'  >  /?,  è  anche  BM  >  /?,  epperò  [96]  il 
punto  M  è  fuori  del  cerchio  (B). 
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Resta  a  provare  che  ogni  punto  del  cerchio  mi- 
nore è  interno  al  cerchio  maggiore.  Perciò  osserve- 
remo che,  se  uniamo  un  punto  qualunque  N  del  cer- 
chio (B)  col  punto  Aj  otteniamo  un  segmento  ANj 
che  è  minore  [249]  di  AB',  perchè  AB'  e  fra  i  seg- 
menti, che  si  possono  condurre  dal  punto  A  ai  punti 
del  cerchio  (B),  il  segmento  massimo.  Cosi,  poiché 
ò  AB  <C  a,  è  anche  AN  -<,  a,  opperò  [96]  il  punto 
-^ è  nell'interno  del  cerchio  {A). 

2SS*  Teor.  Se  due  cerchi  hanno  in  comune  un 
punto,  che  non  sia  sulla  retta  dei  centri,  allora  la  di- 
stanza dei  centri  è  minore  della  somma  dei  raggi  ed  è 
maggiore  della  loro  differenza. 

Dlm.  Infatti,  unendo  il  punto  comune  coi  centri 
dei  cerchi,  si  ottiene  un  triangolo,  un  cui  lato  è  la  di- 
stanza dei  centri  e  gli  altri  due  sono  due  raggi  dei 
cerchi.  [164,  165]. 

J356.  Cor.  1^.  Se  due  cerchi  hanno  un  punto  in  co- 
mune, che  non  sia  suUa  retta  dei  centri,  essi  hanno  un 
altro  punto  in  comune.  [255,  252]. 

JS5V*  Cor.  S^.  Se  due  cerchi  hanno  un  solo  punto 
in  comune,  questo  appartiene  alla  retta  dei  centri.  [256]. 

JS58.  Teor.  Se  due  cerchi  hanno  un  sólo  punto  in 
comune,  la  distanza  dei  centri  è  u^ucde  alla  somma  dei 
raggi  o  alla  loro  differenza,  secondo  che  ciascun  cerchio 
è  esterno  aU^ altro,  oppure  uno  è  intemo  alT  altro.  [257, 
260,  264]. 

JS59*  Teor.  Se  due  cerchi  non  hanno  nessun  punto 
in  comune,  la  distanza  dei  centri  è  maggiore  détta  somma 
dei  raggi,  oppure  minore  della  differenza  dei  raggi,  se- 
condo che  ciascun  cerchio  è  tutto  fuori  delV  altro,  oppure 
uno  dei  cerchi  è  interno  alV  altro.  [260,  261,  262,  253]. 

360.  Due  cerchi  (d'uno  stesso  piano),  se  hanno 
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un  solo  punto  in  comune,  si  dicono  tangenti  in  quel 
punto  (si  dice  che  si  toccano  in  quel  punto);  il  quale 
si  chiama  punto  di  contatto. 

I  due  cerchi  si  dicono  tangenti  esternamente^  se 
ciascuno  è  esterno  all^ altro;  e  si  dicono  tangenti  inter- 
namente,  se  uno  dei  due  ò  intemo  all^  altro. 

Di  due  cerchi,  che  abbiano  due  punti  comuni,  si 
dice  che  si  segano  in  quei  due  punti. 

361.  Teor.  Se  due  cerchi  si  toccano,  essi  hanno  me-- 
desima  tangente  nd  punto  di  contatto. 

Hlm.  Infatti,  poiché  il  punto  di  contatto  si  trova 
sulla  retta  dei  centri  [257],  la  normale  a  questa  retta 
in  quel  punto  è  tangente  [241]  ad  ambidue  i  cer- 
chi. (1). 

Esercizi* 

101.  Due  corde  di  tino  stesso  cerchio,  se  non  sono  ambedue 

due  diametri,  non  possono  dimezzarsi  scambievolmente. 

(Indirettamente.  [210, 186]). 
102. Condurre  per  un  punto,  dato  nell'interno  di  un  cerchio, 

una  corda  in  modo  che  essa  sia  dimezzata  dal  punto 

dato.  [210]. 
103.  Se  una  retta  taglia  due  cerchi  concentrici,  i  segmenti  di 

essa,  compresi  tra  i  cerchi,  sono  eguali  tra  loro.  [211]. 
104. Se  due  corde  uguali  si  tagliano,  le  parti  dell'una  sono 

rispettivamente  uguali  alle  parti  dell'altra. 

105.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  essi  si  tagliano  in  parti 
rispettivamente  ugnali.  [221]. 

106.  Due  cerchi  non  possono  tagliarsi  scambievolmente  per 
metà. 

107. Due  corde,  condotte  per  le  estremità  di  un  diametro  e  for- 
manti con  questo  angoli  alterni  eguali,  sono  eguali.  I  loro 
punti  di  mezzo  e  il  centro  sono  allineati. 


(})  A  questo  punto  si  può  passare  'alla  lettura  dei  tre 
primi  capitoli  della  Stereometria. 

8 
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108. Tirare  per  un  punto,  dato  nell'interno  di  nn  cerchio,  la 
più  piccola  corda. 

109.Co8traire  un  triangolo,  dati  due  lati  e  l'altezza  relativa  al 
terzo  lato. 

110.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  un  angolo  adiacente 
e  l'una  o  l'altra  delle  mediane  uscenti  dai  vertici  degli 
altri  due  angoli. 

111. Condurre  in  un  cerchio  una  corda,  cosi  che  (prolungata 
se  il  punto  è  estemo)  passi  per  un  punto  dato,  ed  abbia 
le  estremità  equidistanti  da  un  altro  punto  dato. 

11 2.  Con  centro  dato  descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cer- 
chio dato. 

IIS.Elconoscere,  col  solo  compasso,  se  la  distanza  tra  due 
punti  dati  è  uguale  alla  somma  di  due  dati  segmen- 
ti. [251]. 

11 4.  Con  centri  dati  descrivere  due  cerchi  che  si  tocchino  ester- 
namente, e  i  cui  raggi  abbiano  data  differenza. 

115.  Con  centri  dati  descrivere  due  cerchi,  che  si  tocchino  in- 
ternamente e  i  cui  raggi  formino  una  somma  data. 

11 6.  Sono  dati  un  cerchio  e  una  retta.  Condurre  una  tangente 
al  cerchio,  la  quale  non  abbia  con  la  retta  data  nessun 
punto  in  comune.  [166]. 

11 7. Dato  un  triangolo  equilatero  e  un  punto  dove  che  sia,  de- 
scrivere un  cerchio,  che  disti  egualmente  dai  vertici  del 
triangolo  e  dal  punto  dato. 

11 8.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  e  si  conduce  una  retta, 
normale  alla  corda  comune,  i  segmenti  della  retta  com- 
presi tra  i  cerchi  sono  eguali  tra  loro. 

119.  Se  un  cerchio  è  tutto  interno  ad  un  altro,  e  una  retta  11 
taglia  tutti  e  due  in  modo  che  le  parti  di  essa,  comprese- 
tra  i  cerchi,  siano  eguali,  essa  retta  è  normale  alla  retta 
dei  centri. 

120.  Se  un  cerchio  è  iscritto  in  un  angolo,  tutti  i  triangoli  ta- 
gliati via  dall'angolo  dato  con  tangenti  al  cerchio,  con- 
dotte in  modo  che  il  cerchio  rimanga  fuori  di  ciascun, 
triangolo,  hanno  perimetri  eguali.  [246].  —  E,  se  si  con- 
giunge il  centro  con  le  estremità  di  una  di  queste  tangenti,, 
l'angolo  che  si  ottiene  è  costante  (uguale  alla  metà  del- 
l' angolo  compreso  dai  raggi  condotti  ai  punti  di  oon-^ 
tatto  dei  lati  dell'angolo  dato). 
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121.  Se  un  poligono,  di  numero  pari  di  lati,  è  circoscritto  (*)  ad 
un  cerchio,  la  somma  dei  lati  di  posto  pari  è  ugnale  alla 
somma  dei  lati  di  posto  dispari. 

122.  Se  una  poligonale  circoscritta  ad  un  cerchio  ha  i  lati  eguali, 
gli  angoli  di  posto  pari  sono  eguali  tra  loro  ;  e  i  rimanenti 
sono  parimente  uguali. 

123.  Descrìvere  un  quadrangolo  regolare,  che  ahbia  i  vertici  sui 
due  archi  intemi  di  due  cerchi  eguali  che  si  tagliano. 

124.  In  cerchi  disuguali,  corde  uguali  hanno  dai  centri  distanze 
disuguali  ;  e  se  due  corde  hanno  dai  centri  distanze  uguali, 
esse  sono  disuguali.  [211]. 

125.  Per  segnare  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  ad  un  cer- 
chio, passanti  per  un  punto  dato  fuori  del  cerchio,  basta  : 
descrivere  il  cerchio  concentrico  col  dato  e  che  ha  raggio 
doppio  di  quello  del  cerchio  dato  ;  poi  il  cerchio  che  ha  il 
centro  nel  punto  dato  e  che  passa  per  il  centro  del  cer- 
chio dato.  Infìne  unire  il  centro  di  questo  cerchio  con  i 
punti  d'intersezione  dei  due  cerchi  ausiliari. 

126.  Due  corde,  normali  a  uno  stesso  diametro,  comprendono 
archi  eguali,  e,  reciprocamente,  se  due  corde,  che  non  si 
tagliano,  comprendono  archi  eguali,  il  diametro  normale 
ad  una  è  normale  anche  all'altra. 

127.  Due  corde,  normali  a  una  terza  ed  equidistanti  dai  termini 
di  questa,  sono  eguali. 

128.  Circoscrivere  a  un  cerchio  una  spezzata,  i  ctd  lati  siano 
eguali  a  un  segmento  dato  e  tale  che  i  punti  di  mezzo  dei 
lati  abbiano  dal  centro  distanza  data. 

129. Ciascuno  di  due  cerchi  è  estemo  all'altro.  Quale  è  la  più 
grande,  e  quale  la  più  piccola  delle  distanze  tra  un  punto 
di  uno  dei  cerchi  e  un  punto  dell'altro?  [194]. 

130. Un  cerchio  è  tutto  nell'interno  di  un' altro,  senz' aver  con 
questo  il  centro  in  comune.  Quale  è  la  più  grande,  e  quale 
la  più  piccola  delle  distanze  tra  un  punto  di  uno  dei  cer- 
chi e  un  punto  dell'altro? 

131.11  minore  di  due  cerchi  è  tutto  nell'interno  dell'altro,  e 
i  due  cerchi  non  sono  concentrici.  Era  le  corde  del  mag- 
giore, tangenti  al  minore,  quale  è  la  più  grande,  e  quale 
la  minima?  [249]. 

(*)  Un  cercliio  si  dice  iscritto  in  un  poligono,  se  tocca  tutti  i  lati 
del  poligono.  Per  converso  il  poligono  si  dice  eireotcritto  al  oerohio. 
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132.  Tra  1  segmenti,  che  si  possono  condurre  a  un  cerchio  da 
nn  punto  che  non  è  il  centro,  due,  che  facciano  angoli 
egnali  col  minimo,  sono  egnali  tra  loro;  e  se  fanno  an- 
goli disuguali,  quello,  che  fa  angolo  maggiore,  è  mina- 
re. [171]. 

133.  Condurre  la  tangente  a  un  cerchio  in  un  suo  punto  dato, 
senza  usare  del  centro.  (Si  prendono  sul  cerchio,  partendo 
dal  punto,  due  archi  eguali ....). 

134.  Tirare  una  retta,  che  tocchi  due  cerchi  eguali  ed  estemi 
l'uno  aU' altro.  [144,244]. 

135.  Costruire  un  triangolo,  dati  A« ,  in«  eb.  [191]. 

136.  Se  due  cerchi  eguali  hanno  i  centri  sopra  un  terzo  cer- 
chio, e  questo  ne  taglia  uno,  esso  taglia  anche  l'altro.  S 
i  due  primi  cerchi  sono  divisi  dal  terzo  in  parti  rispetti- 
vamente uguali. 

137.  Se  due  poligoni  d*egual  numero  di  lati  sono  circoscritti  a 
due  cerchi  eguali,  e  sono  rispettivamente  uguali  le  distanze 
dei  centri  dai  vertici,  i  poligoni  sono  eguali. 

138.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  ogni  segmento  terminata 
ai  due  archi  intemi,  oppure  ai  due  estemi,  e  condotto  per 
il  punto  dove  la  corda  comune  è  tagliata  dalla  retta  dei 
centri,  è  diviso  per  metà  da  questo  punto. 

139.  Trovare  un  punto  che  sia  equidistante  da  due  punti  dati 
Aj  B,  e  che  abbia  data  distanza  da  un  terzo  punto  C 

{Attesa  V  infinita  varietà  di  questioni  geometriche,  che  pos- 
sono essere  proposte,  è  impossibile  indicare  un  metodo  generale 
per  risolvere  tutti  i  problemi  di  Geometria,  Esistono  però  dei 
metodi,  che  si  possono  applicare  a  intere  classi  di  questioni; 
il  più  generale  è  quello  in  cui  si  fa  uso  dei  luoghi  [97]  ^eo- 
metrici.  Di  questo  metodo  daremo  qui  un  breve  cenno. 

La  risoluzione  della  maggior  parte  dei  problemi  geometrici 
si  riduce  infine  alla  determinazione  di  un  punto,  E  la  diffi- 
coltà dipende  ordinariamente  da  ciò  che  cotal  punto  deve  so- 
disfare nel  tempo  stesso  a  più  condizioni.  In  tal  caso  si  con- 
siderano queste  condizioni  separatamente  Vuna  dalV  altra; 
ciascuna  sarà  sodisfatta  da  innumerevoli  punti,  da  tutti  i 
punti  di  una  certa  figura,  insomma  da  un  luogo  geometrico. 
Se  questi  luoghi  saranno  rette  o  cerchi,  e  si  saprà  trovarli^ 
nel  punto  comune  si  avrà  il  punto  richiesto.  Che  se  i  luoghi 
descritti  avessero  più  punti  comuni  o  nessuno^  si  conchiì/tdo' 
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rebbe  rispettivamente  che  il  problema  ammette  altretiante  «o- 
luzioni,  0  che  non  ne  ammette  nessuna. 

Ad  es.,  nel  problema  precedente  si  vede  chiaro  che  il  punto 
domandato  deve  sodisfare  a  due  condizioni  distinte,  a  quella 
di  essere  equidistante  dai  due  punti  A  e  B,  e  a  quella  di 
avere  dal  punto  C  una  distanza  data.  Alla  prima  sodisfanno 
tutti  e  unicamente  [184]  i  punti  delVasse  del  segmento  AB; 
alla  seconda  condizione  sodisfanno  tutti  e  soltanto  i  punti  del 
cerchio,  che  ha  centro  in  C  e  raggio  eguale  alla  distanza  data. 
Pertanto  il  punto  cercato  deve  trovarsi  ad  un  tempo  e  sulla 
retta  e  sul  cerchio  accennato. 

Se  si  tratta  di  un  caso  particolare,  la  retta  e  il  cerciiio  si 
descrivono,  e,  secondo  che  hanno  nessuno,  uno  o  due  punti 
in  comune,  nessun  punto,  uno,  o  due  sono  i  punti  doman- 
dati. Ma  quando  si  tratta  soltanto  di  accennare  il  come  si 
risolva  il  problema,  allora  si  può  anche  tralasciar  di  fare 
una  figura;  allora  la  considerazione  delle  particolarità,  che 
possono  presentarsi,  costituisce  un  complemento  necessario  della 
trattazione  del  problema,  complemento  che  si  dice  discus- 
sione del  problema;  laddove  le  considerazioni  preliminari, 
dalle  quali  risulta  il  da  farsi,  costituiscono  ciò  che  si  dice 
r  analisi  del  problema. 

Da  quanto  precede  riesce  manifesta  V  importanza  di  cono- 
scere molti  luoghi  geometrici,  che  siano  però  rette,  o  cerchi, 
(Ora  ne  accenneremo  pareccìd,  e  poi  ci  proporremo  problemi^ 
nei  quali  si  possa  fame  applicazione). 

140.  Quale  figura  è  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  rag- 
gio, che  passano  per  uu  punto  dato? 

141.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  che  passano  per  due  punti  dati. 

142.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  che  toccano  una  retta  in  un 
punto  dato. 

143.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  i  quali  toccano  due  rette  che 
si  tagliano. 

144.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  che  toccano,  esternamente  o 
internamente,  un  cerchio  dato  in  un  punto  dato. 

145.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio  che  toccano^ 
internamente  od  esternamente,  un  cerchio  dato. 

146.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi,  che  toccano  due  dati  cerchi 
concentrici. 

147.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  hanno  con 
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tm  dato  cerchio  in  comune  nna  corda  egoale  a  un  dato 
segmento. 

48.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  dimez- 
zano  un  cerchio  dato. 

49.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  delle  corde  di  un  cerchio,  che 
sono  eguali  a  un  dato  segmento. 

60.  Luogo  dei  punti  da  cui  si  possono  condurre  a  un  cerchio 
dato  tangenti  eguali  a  un  dato  segmento.  : 

61.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  tagliano        | 
un  cerchio  dato  sotto  angolo  dato  (tali,  cioè,  che  le  rìspetr- 
tive  tangenti  nel  punto  d'incontro  comprendono  un  an- 
golo dato). 

52.  Descrìvere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  un 
punto  dato  ed  abhia  il  centro  sopra  una  retta  data,  o  so- 
pra un  cerchio  dato.  [140]. 

53.  Descrìvere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  due 
punti  dati.  [140]. 

64.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati,  ed 
abbia  il  centro  sopra  un  cerchio  dato.  [141]. 

55.  Descrìvere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  una  retta 
data  in  un  punto  dato.  [142,  140]. 

56.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  le  quali  si 
tagliano,  e  che  abbia  il  centro  sopra  un  cerchio  dato.  [143]. 

57.  Da  un  punto  sono  tirate  le  tangenti  ad  un  cerchio.  Si  de- 
scrìva un  altro  cerchio,  che  tocchi  le  due  tangenti  e  il 
cerchio  dato.  [143]. 

58.  Con  raggio  dato  descrìvere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cer* 
chio  dato  in  un  punto  dato.  [144, 140]. 

59.  Descrìvere  un  cerchio,  che  abbia  raggio  dato,  passi  per  un 
punto  dato  ed  abbia  data  distanza  da  un  punto  dato.  [249]. 

60. Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  l'ipotenusa  di  un 
triangolo  rettangolo,  e  un  cateto  in  un  punto  dato. 
[142,  143]. 

61.  Con  raggio  dato  descrìvere  xm  cerchio,  che  tocchi  un  cer- 
chio dato,  ed  abbia  il  centro  sopra  una  retta  data.  [145]. 

62.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  abbia  il  cen- 
tro sopra  un  cerchio  dato,  e  che  tocchi  un  altro  cerchio 
dato.  [145]. 

63.  Descrìvere  un  cerchio,  che  tocchi  due  dati  cerchi  concen- 
trici, e  passi  per  un  punto  situato  tra  i  due  cerchi.  [146].. 
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164.  Con  raggio  dato  descrivere  un  cerchio  che  passi  per  tm 
ponto  dato  e  tocchi  nn  dato  cerchio.  [140|  145]. 

165.  Con  raggio  dato  descrivere  nn  cerchio,  che  tocchi  dae 
cerchi  datL  [145]. 

16€.De8crìvere  con  raggio  dato  nn  cerchio,  che  passi  per  nn 
ponto  dato,  e  dlTnfWizi  nn  cerchio  dato.  [140,  148]. 

167.  Iscrivere  e  circoscrivere  nn  cerchio  a  nn  triangolo  equi- 
latero. [143]. 

168. Iscrìvere  nn  cerchio  in  un  triangolo  qualunque.  [143]. 

169.1scrivére  nn  cerchio  in  nn  quadrangolo,  nel  quale  sono 
eguali  tra  loro  due  lati  consecutivi,  ed  eguali  tra  loro  an- 
che gh  altri  due  lati.  [143]. 

170.  Tirare  una  corda,  che  sia  normale  a  nn  diametro  dato, 
ed  eguale  a  un  dato  segmento.  [149]. 

171.  Trovare  sopra  un  cerchio  un  punto,  che  abbia  da  un  dia- 
metro dato  data  distanza.  [170]. 

172.  In  nn  cerchio  tirare  una  corda,  che  sia  eguale  a  un  seg^ 
mento  dato,  e  che  sia  dimezzata  da  un'altra  corda  segnata 
nel  cerchio.  [149]. 

173.  Da  un  punto  dato  tirare  a  nn  cerchio  dato  una  secante  in 
modo  che  la  parte  di  questa,  che  è  compresa  nel  cerchio, 
sia  eguale  a  nn  dato  segmento.  [149]. 

174.  Da  un  punto  dato  condurre  a  un  cerchio  dato  una  secante 
in  guisa  che  l'angolo  al  centro,  che  insiste  sull'arco  ta- 
gliato via  dalla  secante,  sia  eguale  a  un  angolo  dato.  [149]. 

175.  Descrivere  mezzo  cerchio,  che  abbia  le  estremità  sopra  un 
lato  di  un  triangolo  adiacente  ad  angoli  acuti,  e  che  tocchi 
gli  altri  due  lati  del  triangolo.  [143]. 

176.  Tirare  una  retta  che  abbia  data  distanza  da  un  punto  dato, 
e  sia  equidistante  da  due  punti  dati 

177.  Con  raggio  dato  descrivere  nn  cerchio,  che  abbia  il  centro 
su  cerchio  dato  (o  su  retta  data),  e  che  tagli  un  altro  cer- 
chio dato  in  modo  che  la  corda  comune  sia  eguale  a  un 
dato  segmento.  [147]. 

178.  Con  raggio  dato  descrivere  nn  cerchio,  che  tagli  due  dati 
cerchi  in  modo  che  le  corde  comuni  siano  eguali  rispetti- 
vamente a  due  dati  segmenti.  [147|. 

179.  Descrivere  con  raggio  dato  un  cerchio,  che  passi  per  un 
dato  punto,  ed  abbia  con  un  dato  cerchio  in  comune  una 
corda  eguale  a  nn  segmento  dato.  [140|  147]. 
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180. Sopra  un  cerchio  (od  nna  retta)  trovare  an  punto  cosi; 
che  le  tangenti  da  esso  condotte  a  un  dato  cerchio  siano 
egaali  a  nn  dato  segmento.  [150]. 

181.  Descrivere  tre  cerchi  eguali  in  modo  che  ciascuno  tocchi 
gli  altri  due  e  due  lati  di  un  triangolo  equilatero  dato.  [143]. 

182.  Dato  un  cerchio  e  una  retta,  tirare  una  secante  in  modo 
che  le  parti  di  questa,  comprese,  una  nel  cerchio  e  l'altra 
fra  il  cerchio  e  la  retta,  siano  eguali  a  due  dati  seg- 
menti. [149,  150]. 

183. Costruire  un  triangolo,  date  l'altezza  e  la  mediana  relar 
tiva  a  un  lato,  e  dato  U  raggio  del  cerchio  circoscritto. 
(Si  costruirà  dapprima  il  triangolo  di  cui  l'altezza  e  la 
mediana  sono  due  lati.  Poi  si  determinerà  il  centro  del 
cerchio  circoscritto.  [140,  184]). 

184.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  somma  degli  altri 
due  e  l'altezza  relativa  a  uno  di  questi  lati. 

185.  Con  raggio  dato  descrivere  nn  cerchio  cosi  che  le  tan- 
genti, condotte  ad  esso  da  due  punti  dati,  siano  eguali 
rispettivamente  a  due  dati  segmenti 

186.  In  un  cerchio  tirare  una  corda  in  modo  che  la  differenza 
tra  i  due  archi,  in  cui  essa  divide  il  cerchio,  sia  eguale  a 
un  dato  arco  dello  stesso  cerchio. 

187.£)  dato  un  cerchio,  una  tangente,  e  un  punto  su  questa.  ^ 
descriva  un  cerchio,  che  tocchi  esternamente  il  dato,  ab- 
bia il  centro  sulla  tangente,  e  passi  per  il  punto  dato.  (Si 
porti  sulla  tangente,  partendo  dal  punto,  un  segmentò 
eguale  al  raggio  del  cerchio). 

188.  Per  un  punto  dato  fuori  di  un  cerchio  condurre  a  questo 
una  secante  in  modo  che  il  segmento  compreso  nel  cerchio 
e  quello  compreso  tra  U  cerchio  e  il  punto  dato  siano 
eguali.  (La  questione  si  riduce  a  costruire  un  triangolo  di 
cui  sono  noti  due  lati  e  la  mediana  relativa  al  terzo  lato). 

189.Costruire  tre  cerchi  di  dati  centri,  che  si  tocchino  a  due 
a  due.  [168]. 

190.  Un  cerchio  e  una  retta  non  hanno  nessun  punto  in  comune. 
Quale  è  la  più  grande  e  quale  la  più  piccola  tra  le  distanze 
dei  punti  del  cerchio  dalla  retta?  [249,  181]. 

191.  Sono  dati  due  punti  A  e  B  sopra  un  cerchio,  e  un  terzo 
punto  C  esternamente.  Si  vuol  tirare  per  A  e  B  due 
corde  AA[  e  BB'  in  modo  che  gli  archi  da  esse  compresi 
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siano  eguali,  e  che  la  retta  A'B'  passi  per  C  (Si  tagli  la 
retta  A*  B'  col  cerchio  concentrico  col  dato  e  che  passa 
per  C [126]). 

192.  Dato  un  punto  A  e  due  cerchi  di  centri  B,  C,  tirare  per  A 
un  segmento  che  abbia  le  estremità  sui  due  cerchi,  e  che 
sia  diviso  per  metà  dal  punto  A.  {1  segmenti,  che  sono 
dimezzati  dal  punto  A  e  che  hanno  una  estremità  sopra 
uno  dei  cerchi,  su  che  linea  hanno  F  altra  estremità?  ). 

193.  Per  un  pxmto  dato  tirare  un  segmento,  che  abbia  una 
estremità  sopra  un  cerchio  dato  e  l'altra  su  retta  data, 
in  modo  poi  che  sia  dimezzato  dal  punto  dato.  (  Si  tiri  dal 
punto  la  normale  alla  retta;  si  dimezzi . . .  ). 

194. Costruire  un  triangolo,  dati  a^hòeàmu. 
195. Costruire  un  quadrangolo   ABCB,   dati   AC,   CD,   DB, 
A(C)D  e  C{A)B. 

196.  Dato  un  triangolo  rettangolo,  descrivere  un  cerchio  che 
tocchi  l'ipotenusa,  che  passi  per  il  vertice  dell'angolo  retto, 
e  che  -ubbia  il  centro  sopra  un  cateto.  (Si  dimezzi  l'an- 
golo opposto  al  cateto  che  si  considera). 

19 7.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  quadrangolo,  di  cui  si  conoscono 
due  lati  opposti  e  la  distanza  dei  punti  di  mezzo  di  code- 
sti lati. 

198.  Due  cerchi  hanno  per  diametri  due  raggi  formanti  un 
diametro  di  un  terzo  cerchio.  Si  descriva  un  cerchio,  che 
tocchi  tutti  e  tre  i  cerchi  dati. 

199.  Si  determinino,  usando  del  solo  compasso,  i  punti  in  cui  la 
retta,  determinata  da  due  punti  dati,  taglia  un  dato  cer- 
chio. (  Si  costruisca  il  punto  simmetrico  del  centro  rispetto 
alla  retta  data.  Poi,  facendo  centro  nel  nuovo  punto  e  con 
raggio  eguale  a  quello  del  cerchio  dato,  si  descriva  un 
cerchio  ...  Si  discuteranno  i  vari  casi). 

200.  Le  altezze  di  un  triangolo  acutangolo  passano  per  uno 
stesso  punto. 
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CAPITOLO  V 
RETTE  PARALLELE 


JS66.  Dae  rette  d^uno  stesso  piano,  se  vengono 
tagliate  in  due  punti  distinti  da  una  terza  retta  (che 
diremo  trasversale  delle  due  prime),  formano  con  que- 
sta  otto  angoli,  relativamente 
ai  quali  si  sono  adottate  le  se- 
guenti denominazioni. 

Gli  angoli  a,  6,  jp,  q  si  di- 
cono esterni]  gli  altri  quattro 
si  dicono  interni  (rispetto  alle 
AB,  CD). 

Due  angoli,  come  i  due  a 
ed  m,  uno  esterno,  l'altro  intemo,  posti  da  una  stessa 
banda  della  trasversale  e  non  adiacenti,  si  dicono  oor- 
risyondenti. 

Due  angoli,  come  i  due  e  ed  n,  ambidue  interni, 
non  adiacenti,  e  situati  da  bande  opposte  della  tras- 
versale, si  dicono  alterni. 

Due  angoli,  come  i  due  e  ed  m,  ambidue  interni, 
situati  da  una  stessa  banda  della  trasversale,  si  dicono 
coniugati. 

^67.  Due  rette  possono  giacere  in  uno  stesso 
piano  e  non  aver  nessun  punto  in  comune.  Tali  sono 
[166],  ad  es.,  due  rette  d'un  piano  che  siano  normali 
ad  una  terza  in  punti  distinti. 

Presentandosi  molto  spesso  il  caso  di  due  rette  le 
quali,  quantunque  poste  in  uno  stesso  piano,  non  hanno 
nessun  punto  in  comune,  toma  opportuna  la  seguente: 
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JM8.  I^f.  Due  rette,  che  giacciono  in  uno  stesso 
piano  (^)  e  che  non  s*  incontrano^  si  dicono  parallele. 

JS69.  Teor.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  due 
ungali  alterni  eguali^  esse  sono  parallèle, 

DiiK.  Le  rette  AB^  CD  formino  con  la  EF  nei 
punti  S^  K  ì  due  angoli  alterni  KHA^  HKD,  che 

siano  eguali.  Dico  che  le 
rette  AB,  CD  non  s'in- 
contrano. 

Infatti,  se  i  raggi  HA, 
KC  s'incontrassero,  chia- 
mando M  il  punto  d'incon- 
tro, ci  sarebbe  un  triangolo 
MMKj  nel  quale  l'angolo 
«stemo  SKD  sarebbe  uguale  all'interno  opposto 
JSlSA  ;  e  ciò  non  può  essere.  [152]. 

Se  s'incontrassero  i  raggi  SB^  KD,  chiamando 
^il  punto  d'incontro,  ci  sarebbe  un  triangolo  NSK, 
nel  quale  l'angolo  esterno  KHA  sarebbe  uguale  al- 
l'interno opposto  SKD\  e  ciò  è  impossibile. 

Le  due  rette  AB^  CD  non  hanno  adunque  nessun 
punto  comune  [52, 2**],  epperò  resta  provato  che,  se  ecc. 
diro.  Cor.  l^.  8e  due  rette  fanno  con  una  terza 
due  angoli  corrispondenti  eguali^  esse  sono  parallele. 

Infatti,  se  sono  eguali,  ad  es.,  gli  angoli  corrispon- 
«denti  EHBj  HKD,  allora,  poiché  K{H)A  è  uguale 
ad  E(S)B  [88],  i  due  angoli  alterni  KSA.HKD 
sono  eguali,  epperò  [269]  le  rette  AB^  CD  sono  pa- 
rallele. 

(})  Nella  Planimetria  la  condizione  che  le  due  rette  giac- 
ciano in  uno  stesso  piano  è  sempre  sottintesa;  epperò,  dovendo 
provare  che  due  rette  sono  parallele,  basterà  provare  che  non 
s'incontrano. 
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d71«  Cor.  d^.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza- 
due angoli  coniugati  supplementari^  esse  sono  par- 
rottele. 

Infatti,  se  i  due  angoli  coniugati  BSK,  HKiy 
sono  supplementari,  allora,  poiché  anche  gli  angoli 
adiacenti  BSKj  KM  A  sono  supplementari,  i  due 
angoli  alterni  KSA^  SKD  sono  eguali  [87],  epperò 
[269]  le  rette  AB^  CD  sono  parallele. 

d7d.  Cor.  3^.  Due  rette  normali  ad  una  terza  sono 
parattde. 

Questa  proposizione  è  un  caso  particolare  di  cia- 
scuna delle  tre  prossime  precedenti.  (La  avevamo  però 
dimostrata  antecedentemente.  [156]). 

973.  Teor.  Per  un  punto,  situato  fuori  di  una 
retta,  si  può  sempre  condurre  una  pardUéla  alla  retta* 

Dim.  Sia  un  punto  A  e  una  retta  BC  che  non. 
passa  per  A.  Si  vuol  provare  che  per  A%\  può  con- 
durre una  retta  parallela  alla  B  C. 

Preso  sulla  BGun  punto  D  ad  arbitrio,  si  tiri  la. 
retta  JLD,  e  si  costruisca 
[173]  in  ^  e  sulla  AD  Fan- 
gelo  E  AD  eguale  all'an- 
golo BDA.  La  retta  AE, 
cosi  ottenuta,  e  la  retta  B  C 
sono   parallele   [269],   ap- 
punto perchè  fanno  con  la  retta  AD  gli  angoli  alterni 
EAD,  BDA  eguali  tra  loro.  Oonchiudiamo  che  vera- 
mente per  ecc. 

J374.  Abbiamo  veduto  [273]  che,  dato  un  punto 
ed  una  retta  che  non  passi  per  esso,  si  può  sempre^ 
condurre  per  il  punto  una  retta  che  sia  parallela  [54,. 
268]  alla  data.  Ora  viene  spontanea  la  domanda:  La. 
retta,  che  si  trova  con  V  indicata  costruzione,  gode  essa. 
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^ola  la  proprietà  di  passare  per  U  punto  dato  e  di  non 
incontrare  la  retta  data?  (^). 

H  che  equivale  a  chiedere:  Se  ogni  altra  retta  che 
passi  per  A,  incontri  necessariamente  la  BC. 

Osservando  la  figura,  ci  si  trova  indotti  ad  am* 
mettere,  senza  difficoltà,  che  in  fatto  ogni  retta,  che 
passa  per  A  e  non  coincide  con  la  AJE,  incontra  ne- 
cessariamente la  rettale  (^).  Accettiamo  adunque  per 
indubitato  il  seguente  fatto  geometrico,  le  cui  conse- 
^enze,  quando  si  possono  accertare  sperimentalmen- 
te, si  trovano  in  costante  accordo  con  la  realtà. 

(^)  Questa  domanda  è  tanto  più  giustificata,  in  quanto 
•che  nella  costruzione  indicata  nel  §  273  c^è  dell'arbitrario.  Si 
può  sospettare  che,  cambiando  la  posizione  del  punto  Z),  ri- 
sulti in  fine  una  retta  distinta  dalla  retta  A  E. 

(^)  Si  8on  fatti  parecchi  tentativi  (un  centinaio  a  dirit- 
tura) per  dimostrare  codesta  proposizione;  ma  tutti  con  risul- 
tamene infelici.  Non  mancano  i  casi  in  cui  ciò  è  dovuto  a 
paralogismo;  più  spesso,  tacitamente  od  espressamente,  la  pre- 
tesa dimostrazione  si  fonda  su  un  nuovo  postulato.  In  tal  caso 
essa  non  si  può  accettare,  perchè,  al  punto  in  cui  siamo  della 
Geometria,  dimostrare  che,  data  una  retta  e  un  punto  fuori 
di  essa,  e'  è  una  retta  sola,  che  giace  nel  piano  determinato  dal 
punto  e  dalla  retta  data,  passa  per  il  punto,  e  non  incontra  que- 
sta retta,  vuol  dire  dedurre  questa  verità  per  forza  di  logica 
<Lai  postulati  già  ammessi  e  dai  teoremi  già  dimostrati. 

(Ad  es.,  tra  i  postulati,  dai  quali  si  può  dedurre  logica- 
mente la  proposizione  in  discorso,  uno  semplicissimo  è  questo: 
JSIsiste  un  quadrangolo,  che  ha  tutti  gli  angoli  retti. 

Questo  fatto  geometrico  si  può  accertare  sperimental- 
mente; laddove  quello  espresso  dal  postulato,  che  stiamo  per 
ammettere,  non  si  può  accedere  in  nessuna  maniera). 

L'esito  infelice  dei  numerosi  conati,  tendenti  a  dimo- 
.4rtarare  la  proposizione  geometrica  in  questione,  fece  infine  pen- 
rsare  che  essa,  o  non  sia  vera,  o  che  sia  indipendente  dai  po- 
stulati precedenti.  Eu  dimostrato  (dal  Bsltrami)  che  ha  luogo 
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^75.  Postulato  della  paraUelm.  Data  una  retta, 
e  un  punto  fuori  di  eesa^  per  U  punto  passa  una  sola^ 
retta  parallda  [268]  aUa  data.  (}). 

d76.  Cor*  l^.  Due  rette,  partdkie  ad  una  terza^ 
sono  paraUde  tra  loro. 

Infatti,  se  le  due  prime  rette  sMncontrassero,  per 
il  punto  d' incontro  passerebbero  due  rette  distinte^ 
parallele  tutte  e  due  alla  terza  retta  ;  e  ciò  contraria* 
mente  al  postulato  della  parallela. 

d77«  Cor.  d^.  8e  due  rette  sono  parallele,  e  unn, 
terza  retta  ne  incontra  una, 
essa  incontra  anche  V  altra. 

Infatti,  se  una  retta  EF,        A 

che  incontra  la  AB,  non  in- 
contrasse la  CD,  che  è  paral- 
lela alla  A  B,  per  il  punto  d'in-        e  5 
contro   S  passerebbero  due 

rette  AB,  EF,  tutte  e  due  parallele  alla  CD\  e  ciò 
non  può  essere.  [276]. 

J878.  Teor.  Se  due  parallele  sono  tagliate  da  una 
terza  retta,  gli  angoli  alterni  sono  eguali  tra  loro, 

Dim.  Le  rette  parallele  AB,  CD  siano  tagliate. 
[277]  dalla  EF  nei  punti  H,  K.  Dico  che  due  angoli 
alterni,  ad  es.  i  due  CKH,  BHK  sono  eguali. 

appunto  qnesta  indipendenza;  epperò  si  è  abbandonata  l'idea, 
di  trovare  nna  dimostrazione  che  si  sa  ormai  impossibile. 

Il  nuovo  postulato  è  più  semplice  di  quello  equivalente^ 
d' Euclide,  perchè  indipendente  dal  concetto  di  misura. 

Esso  ha  luogo  compiutamente  fuori  del  campo  della  nostra, 
esperienza  ;  il  che  però  non  vuol  dire  che  non  goda  anch'esso» 
della  massima  evidenza. 

(^)  Cioè,  di  tatte  le  rette,  che  giacciono  con  la  retta  data, 
in  un  medesimo  piano  e  passano  per  il  punto  dato,  una  sola  non 
incontra  la  retta  data. 
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Ammettendo  che  questi  due  angoli  non  siano 
eguali,  costruendo  l'angolo  NSK,  che  sia  eguale  al- 
l'angolo CKSj  si  otterrà  una 
retta  MN  distinta  dalla  AB. 
Allora  le  rette  MN,  CD, 
perchè  fanno  con  la  UF  gli 
angoli  alterni   CES,  NHK 
eguali,  sono  parallele.  Cosi  per 
il  punto  B  vediamo  passare 
due  rette  A  B,  MN,  parallele 
ambedue  alla  CD.  Ma  poiché 
ciò  non  può  [275  [  essere,  resta  provato  che  gli  angoli 
CKS,  BSK  sono  eguali,  e  in  generale  che,  se  ecc. 

2979.  Cor.  l^.  Se  due  parallele  sono  tagliate  da  una 
terza  retta,  gli  angoli  corrispondenti  sono  eguali. 

Infatti,  poiché  gli  angoli  alterni  BJ3.K,  CKH 
sono  eguali  [278],  e  l'angolo  J^jET^  è  uguale  all'angolo 
BHK  [88],  anche  gli  angoli  ARE,  CES  sono  eguali. 

980.  Cor.  S^.  Se  due 
parallele  sono  tagliate  da  una 
terza  retta,  gli  angoli  coniugati 
sono  supplementari. 

Infatti,  poiché  gli  angoli 
ESA,  SE D  sono  eguali,  per- 
ché [278]  alterni  fatti  dalle  pa- 
rallele AB,  CD  con  la  EF,  e 
B(S)E  é  supplementare  di   E(S)A,   anche  [87] 
B(S)E  e   H{K)D  sono  supplementari. 

9S1..  Cor.  3^.  Se  due  rette  sono  parallele,  ed  una 
terza  retta  è  normale  ad  una,  essa  è  normale  anche 
alPaltra. 

Questa  proposizione  si  può  considerare  come  conse- 
guenza di  ciascuna  delle  tre  prossime  precedenti.  [277]. 
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^SZ.  Cor.  4^.  Se  i  lati  di  due  angoli  hanno 
rispettivamente  la  stessa  direzione  j  gli  angoli  sono 
eguali. 

(Dae  raggi  si  dicono  avere  la  stessa  direzione^  o 
direzioni  contrarie,  se  appartengono  a  rette  parallele 
e  cadono  rispettivamente  dalla  stessa  banda  o  da 
bande  opposte  della  retta  che  passa  per  le  loro  ori- 
gini). 

Per  la  dimostrazione  si  tira  la  retta  che  passa 
per  i  vertici.  E  facile  poi  riconoscere  che  i  due  an- 
goli sono  somme  o  differenze  di  angoli  rispettiva- 
mente uguali.  [279]. 

d83.  Teor.  Se  due  rette  fanno  con  una  terza  angoli 
coniugati  che  non  siano  supplementari,  esse  s*  incon- 
trano, e  per  F appunto  da  quella  banda  della  terza  retta^ 
dove  sono  gli  angoli  coniugati  la  cui  somma  è  minore  di 
due  retti. 

Diin.  Sappiamo  che,  se  una  retta  taglia  due  rette 
che  siano  parallele,  gli  angoli  coniugati  che  ne  risal- 
tano sono  supplementari.  [280].  Per  conseguenza,  se 
due  rette  fanno  con  una  terza  angoli  coniugati  che 
non  siano  supplementari,  esse  non  possono  essere  pa- 
rallele ;  ma  si  devono  incontrare.  E  V  incontro  non 
può  accadere  dalla  banda  dove  sono  gli  angoli  con- 
iugati che  danno  una  somma  maggiore  di  due  retti, 
perchè  in  ogni  triangolo  la  sommi  di  due  angoli  L 
minore  di  due  retti.  [153]. 

J884.  Teor.  Se  due  rette  sono  rispettivamente  nor- 
mali a  due  altre  che  si  segano,  si  segano  anch^esse. 

Dim.  Siano  due  rette  AB,  CD  che  s'incontrano 
in  E,  e  due  altre  rette  FK,  SL  rispettivamente  nor- 
mali alle  prime.  Dico  che  le  rette  FK,  HL  si  devono 
incontrare. 
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Infatti,  se  non  s'incontrassero,  se  fossero  plural- 
lele,  allora  la  retta  CD,  perchè  normale  alla  JSX,  sa* 

rebbe  [281]  normale  anche 
alla  FK\  e  allora  per  uno 
stesso  punto  E  passerebbero 
due  rette  CD^  AB  normali 
ambedue  ad  una  stessa  retta 
FKj  il  che  non  può  essere. 
[136, 143].  Cosi  resta  provato 
che  le  rette  FK^  SL  s'incontrano. 

d85.  Cor.  Per  tre  punti,  che  non  siano  allineati^ 
si  può  sempre  far  passare  un  cerchio  ed  uno  soltanto. 

Infatti  gli  assi  dei  segmenti,  che  uniscono  uno  dei 
punti  dati  con  gli  altri  due,  s'incontrano  necessaria- 
mente [284],  e  il  punto  d'incontro,  perchè  è  equidi- 
stante dai  tre  punti  dati  [184],  è  il  centro  d'un  cer- 
chio che  passa  per  questi  punti.  Per  i  tre  punti  poi 
passa  un  cerchio  soltanto.  [214]. 

Somma  degli  angoli  di  un  poligono. 

986.  Teor.  In  ogni  triangolo  un  angolo  estemo  è 
tyu^le  alla  somma  dei  due  angoli  interni  opposti. 

Dilli.  Sia  il  triangolo  ABC\bì  prolunghi  un  lato, 
ad  es.  il  lato  BC,  in  D.  Dico  che  l'angolo  estemo  A  CD 
è  uguale  alla  somma  dei  due  angoli  interni  opposti 
ABC,  CAB. 

Sappiamo  già  [152]  che  un  angolo  estemo  è 
maggiore  di  ciascuno  degl'interni  opposti.  Per  conse- 
guenza dall'angolo  A  CD  si  può  tagliar  via  una  parte 
E{C)D,  che  sia  eguale  ad  A{B)  C;  ed  il  raggio  CE 
cade  jpecessariamente  nell'angolo  A  CD, 

9 
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Ora,  perchè  le  rette  -B-4,  CE  fanno  con  la  BI> 
gli  angoli  corrispondenti  ABCj  E  CD  eguali,  esse 
sono  [270]  parallele.  Sono 
quindi  [278]  eguali  gli  an- 
goli AC  E,  CAB,  come  al- 
terni fatti  dalle  parallele 
AB,  CE  con  la  AC.  Per 
conseguenza  la  somma  de- 
gli angoli  A  CE,  E  CD,  cioè 

tutto  r  angolo  A  CD,  è  uguale  alla  somma  dei  due 
angoli  CAB,  ABC,  come  d.  d. 

SSV*  Teor.  La  somma  degli  angoli  di  qualunque 
triangolo  è  uguale  a  due  retti. 

Dim.  Sia  un  triangolo  qualunque  ABC]  dico  che 
la  somma  de'  suoi  tre  angoli  e  uguale  a  due  retti. 

Si  prolunghi  uno  dei  lati,  ad  es.  il  lato  BC,  ìa 
D.  Sappiamo  [286]  che  la  somma  dei  due  angoli  CABj. 
ABC  h  uguale  alP  angolo  esterno  opposto  ACD^ 
Cosi,  aggiungendo  di  comune  l'angolo  BCA,  tro- 
viamo che  la  somma  dei  tre  angoli  del  triangolo  è 
uguale  alla  somma  dei  due  angoli  adiacenti  BCA^ 
ACD.  Ma  quest'ultima  somma  è  [140]  uguale  a  due 
retti;  tale  è  per  conseguenza  anche  la  somma  degU 
angoli  del  triangolo. 

d88.  Cor.  JL^*  8e  la  somma  di  due  angoli  di  un^ 
triangolo  è  uguale  alla  somma  di  dvs  angoli  di  un  altro 
triangolo,  gli  angoli  rimanenti  sono  eguali  tra  loro.  E 
reciprocamente,  se  ecc. 

i989.  Cor.  d^«  di  angoli  acuti  di  un  triangolo  ret- 
tangolo sono  complementari. 

JS90.  Cor.  3^.  In  ogni  triangolo  equilatero  ci(iscun 
angolo  è  la  terza  parte  di  due  retti,  epperò  anchk  duet 
ierzi  di  un  retto. 
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S9]..  Teor.  La  somma  degli  angoli  di  un  poligono 
(^convesso)  è  uguale  a  tante  volte  due  retti^  quanti  sono 
i  lati  del  poligono f  meno  quattro  angoli  retti. 

Dilli.  Unendo  un  punto,  preso  ad  arbitrio  nell'  in- 
terno di  un  poligono,  con  tutti  i  vertici,  si  ottengono 
tanti  triangoli,  quanti  sono  i  lati  del  poligono.  Ma- 
nifestamente la  somma  degli  angoli  del  poligono  è 
uguale  alla  somma  di  tutti  gli  angoli  dei  triangoli, 
diminuita  della  somma  degli  angoli  che  hanno  il 
vertice  nel  punto  interno.  Quindi  la  somma  degli 
angoli  del  poligono  è  uguale  a  tante  volte  due  retti 
[287]  quanti  sono  i  lati  del  poligono,  meno  quattro 
retti.  [141]. 

J89».  Teor.  In  ogni  poligono  (convesso)  la  somma 
degli  angoli  esterni,  che  si  ottengono  prolungando  in 
ciascun  vertice  uno  dei  lati  che  concorrono  in  esso,  è 
uguale  a  quattro  retti. 

Dim.  Infatti,  poiché  ciascuno  degli  angoli  estemi, 
preso  con  V  intemo  adiacente,  dà  una  somma  eguale 
a  due  retti  [140],  la  somma  di  tutti  gli  angoli  intemi 
ed  esterni  è  uguale  alla  somma  di  tutti  gli  angoli 

dei  triangoli  che  si  ottengono 
unendo  coi  vertici  del  poligono 
un  punto  preso  nell'interno  del 
poligono.  E  poiché  le  due  som- 
me hanno  in  comune  gli  an- 
goli del  poligono,  sottraendo  la 
somma  di  questi  angoli  dalle 
due   somme,   troviamo   che  la 
somma  degli  angoli  esterni  e 
uguale  alla  somma  degli  angoli  che  hanno  il  vertice 
nel  punto  intemo,  e  quindi  [141]  è  uguale  a  quat- 
tro retti. 
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EgercizL 

201.  Se  i  primi  lati  [73]  di  dne  angoli  eguali  hanno  la  stessa 
direzione,  anche  i  secondi  lati  hanno  la  stessa  direzione. 

202.  Se  due  angoli  hanno  i  lati  rispettivamente  normali,  essi 
sono  egaali  o  supplementari. 

203.  Se  due  lati  di  un  triangolo  si  prolungano  di  là  dal  punto 
comune,  e  ciascuno  di  un  segmento  eguale  all'altro  lato, 
e  poi  si  uniscono  i  termini  dei  segmenti  con  quelli  del 
terzo  lato,  si  ottengono  due  rette  parallele. 

204.  Se  due  parallele  sono  tagliate  da  una  trasversale  nei  punti 
^  e  ^,  e  una  quarta  retta  taglia  la  trasversale  e  le  pa- 
rallele nei  punti  0,  X>,  j&,  in  modo  che  sia  AC  =  AD,  è 
anche  BC  =  BE. 

205.  Uniti  due  punti  A^  B,  presi  su  due  rette  parallele,  e  se- 
gnato ad  arbitrio  un  punto  C  sul  segmento  BA,  da  una 
stessa  banda  della  retta  AB  si  prendano  sulle  due  pa- 
rallele i  segmenti  AM  =  AC  e  BN  =  BC\  e  si  unisca  C 
con  M  e  con  N.  Si  dimostri  che  P angolo  MCN  h  retto. 

206.  Le  tangenti  condotte  ad  un  cerchio  in  due  punti,  che  non 
siano  diametralmente  opposti,  s'incontrano.  [284]. 

207.  Se  si  conducono  le  tangenti  ad  un  cerchio  nelle  estremità 
di  un  diametro,  e  poi  una  terza  tangente  qualsivoglia,  e 
si  uniscono  i  punti  dove  questa  incontra  le*  due  prime  col 
centro,  ivi  si  ottiene  un  angolo  retto. 

208.  Dimostrare  il  teorema  relativo  alla  somma  degli  angoli 
estemi  di  un  poligono,  tirando  da  un  punto  qualunque 
dei  raggi  che  abbiano  rispettivamente  la  stessa  direzione 
dei  prolungamenti  dei  lati  del  poligono. 

209.  Se  ciascuno  di  due  poligoni  di  n  lati  è  equiangolo,  gli  an- 
goli dei  due  poligoni  sono  eguali.  [291]. 

210.  Un  angolo  di  un  triangolo  è  ottuso,  retto  od  acuto,  se- 
condo che  la  mediana  tirata  al  lato  opposto  è  minore,  uguale^ 
o  maggiore  della  metà  di  questo  lato.  E  reciprocamente. 

211.  Se  un  angolo  di  un  triangolo  isoscele  è  uguale  a  due  terzi 
di  retto,  il  triangolo  è  equilatero. 

21 2. L'altezza,  relativa  all'ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo, 
divide  il  triangolo  in  due,  i  quali,  insieme  col  totale,  hanno 
gli  angoli  rispettivamente  uguali. 
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^3.  La  parallela  cJla  base  di  un  triangolo  isoscele,  tirata  per 
il  vertice  del  triangolo,  dimezza  V  angolo  estemo  adiacente 
all'angolo  al  vertice.  E,  reciprocamente,  la  bisettrice  di 
questo  angolo  è  parallela  alla  base.  —  E  se  la  bisettrice 
di  nn  angolo  estemo  di  un  triangolo  è  parallela  al  lato 
opposto,  il  triangolo  è  isoscele. 

214.  Se  due  triangoli  hanno  i  lati  rispettivamente  paralleli, 
essi  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali. 

21 5.  Eaddoppiare,'  col  mezzo  del  solo  compasso,  il  segmento 
compreso  tra  due  punti  dati.  (Si  costruiscono  tre  triangoli 
equilateri.  [290,  86]). 

216.  Se  per  tre  punti  D,  E,  F^  presi  ad  arbitrio  sui  lati  di  un 
triangolo  ABC^  si  conducono  tre  rette,  in  modo  che  fac- 
ciano coi  lati  del  triangolo  angoli  eguali,  queste  tre  rette, 
incontrandosi,  formano  un  triangolo,  i  cui  angoli  sono 
rispettivamente  ugnali  a  quelli  del  triangolo  dato. 

217.  Se  in  un  triangolo  rettangolo  un  angolo  acuto  è  doppio 
dell'altro,  l'ipotenusa  è  doppia  del  cateto  minore. 

218. L'angolo,  che  la  normale  tirata  da  una  estremità  della  base 
di  un  triangolo  isoscele  sul  lato  opposto  fa  con  la  base,  è 
metà  dell'angolo  al  vertice.  (Si  tiri  dal  vertice  la  normale 
alla  base). 

219. L'angolo,  che  la  bisettrice  di  un  angolo  estemo  di  un  trian- 
golo forma  col  lato  opposto,  è  uguale  alla  semidifferenza 
dei  due  angoli  del  triangolo  che  non  sono  adiacenti  all'  an- 
golo dimezzato.  (Per  il  vertice  di  uno  di  questi  angoli  si 
tiri  la  parallela  alla  bisettrice). 

220.  Se  da  un  punto  di  un  lato  di  un  angolo  acuto,  e  dentro 
l'angolo,  si  tirano  due  rette  rispettivamente  normali  ai 
lati,  e  si  dimezza  l'angolo  delle  normali,  la  bisettrice  ta- 
glia i  lati  dell'angolo  dato  in  punti  egualmente  distanti 
dal  vertice. 

221.  La  differenza  di  due  angoli  di  un  triangolo  è  doppia  del- 
l'angolo compreso  dall'altezza  e  dalla  bisettrice  uscenti  dal 
vertice  del  terzo  angolo. 

222.  La  differenza  tra  gli  angoli  acuti  di  un  triangolo  rettangolo» 
è  eguale  all'angolo  compreso  dall' altezza  e  dalla  mediana 
uscenti  dal  vertice  dell'  angolo  retto. 

223. Sia  ABC  xxTL  triangolo  rettangolo  in  C  Sull'ipotenusa  AB 
si  faccia  AD  =  AC  ^  BE  =  BC,  e  si  tirino  CE  e  CD. 
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Dimostrare  che  l'angolo  DCE  h  metà  di  uh  retto.  [157^ 
287]. 

224.  Se  snl  lato  maggiore  di  un  triangolo  si  prendono,  par- 
tendo dalle  estremità,  due  segmenti  eguali  rispettivamente 
ai  lati  adiacenti  e  si  uniscono  le  estremità  di  questi  seg- 
menti col  vertice  opposto,  ivi  si  ottiene  un  angolo  che  è 
uguale  alla  semisomma  di  quei  due  angoli  del  triangolo 
che  sono  adiacenti  al  lato  maggiore. 

'225.  Tirare  la  normale  a  un  segmento  in  una  estremità,  senza 
prolungare  il  segmento.  (Si  costruisce  un  triangolo  equi- 
latero, e  si  prolunga  uno  dei  lati  di  un  segmento  eguale 
al  lato  stesso ....). 

226.  Se  sopra  una  retta  si  prendono  due  segmenti  eguali  A  B^ 
BC,  e  costruito  su  ^C  un  triangolo  equilatero  BCD,  si 
costruisce  su  AD  un  altro  triangolo  equilatero  ADE,  si 
ottiene  un  angolo  EAC^  che  è  retto. 

227.  Se  si  conducono  le  bisettrici  degli  angoli  estemi  di  un 
triangolo,  risultano  intomo  al  dato  tre  triangoli,  che  sono 
equiangoli  tra  loro  e  col  triangolo  composto  dai  quattro.  S 
ciascun  angolo  del  triangolo  dato  è  supplementare  del  dop- 
pio deir  angolo,  che  gli  è  opposto  nel  triangolo  circo- 
scritto. 

228.11  segmento,  che  unisce  il  vertice  dell'angolo  retto  di  un 
triangolo  rettangolo  col  punto  di  mezzo  deU' ipotenusa,  è 
uguale  alla  metà  dell'ipotenusa.  (Se  C  è  il  vertice  dell'an- 
golo retto  e  X>  il  punto  di  mezzo  dell'ipotenusa,  si  tiri 
CD,  e  sul  prolungamento  si  faccia  DE  =  CD.  Infine  si 
tiri  E  A,  Si  proverà  essere  CE^AB), 

229.  Che  cosa  è  il  luogo  dei  punti  di  mezzo  dei  segmenti,  che 
sono  eguali  a  un  segmento  dato,  ed  hanno  le  estremità 
sui  lati  di  un  angolo  retto? 

230.  Luogo  dei  punti  tali  che  le  tangenti  tirate  da  essi  a  un 
cerchio  dato  comprendano  un  angolo  dato. 

231.  Trovare  sopra  una  retta  data  o  sopra  un  dato  cerchio  un. 
punto  tale  che  le  tangenti,  condotte  da  esso  ad  un  cerchio 
dato,  comprendano  un  angolo  dato. 

232. Trovare  sopra  una  retta  data  mxl  pmito,  che  sia  equidi- 
stante da  due  punti  dati.  (Gaso  d'impossibilità). 

233.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  un  punto  dato  e  toc- 
chi una  retta  data  in  un  punto  dato. 


J 
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'234.Descrìvere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date,  e  una 
di  queste  in  tm  punto  dato. 

235.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  una  retta  data  e  tocchi 
un  cerchio  dato  in  un  punto  dato. 

236.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  raggi  di  un  cerchio 
dato  e  l'arco  compreso  dai  raggi  stessi. 

237.  Date  due  rette  parallele,  descrivere  un  cerchio,  che  ne 
tocchi  una  in  punto  dato,  e  che  tagli  dall'  altra  una  parte 
uguale  a  un  dato  segmento. 

"238.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati  e  che 
tagli  un  cerchio  dato  in  modo  che  la  corda  comune  sia 
parallela  a  una  retta  data. 

239.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  tre  dati  cerchi  eguali. 
(Si  supponga  risoluto  il  problema,  e  che  il  raggio  del  cer- 
chio domandato  aumenti,  o  diminuisca,  di  quanto  è  il  rag- 
gio dei  cerchi  dati.  Per  quali  punti  va  allora  a  passare 
il  cerchio?). 

240.  Descrìvere  un  cerchio,  che  tocchi  un  cerchio  dato  e  che 
tocchi  una  retta  data  in  un  punto  assegnato.  (Per  questo 
punto  si  tiri  la  normale  alla  retta  data,  e  sopra  questa 
normale,  partendo  dal  piede,  da  una  banda  e  dall'altra 
della  retta  data  si  portino  due  segmenti  eguali  al  raggio 
del  cerchio  dato.  I  punti  cosi  ottenuti  si  uniranno  col  cen- 
tro e  poi  si  tireranno  per  i  punti  di  mezzo...  ecc.). 

^41.  Trovare  un  punto,  che  sia  vertice  comune  di  due  triangoli 
isosceli  aventi  per  basi  due  segmenti  dati.  (Caso  d'im- 
possibilità). 

242.  Trovare  un  punto  tale  che,  unendolo  con  le  estremità  di 
due  dati  segmenti  eguali,  risultino  due  triangoli  eguali. 

243.  Per  un  punto,  dato  fuori  di  una  retta,  tirare  una  retta, 
che  faccia  con  la  data  un  angolo  dato.  [279]. 

244.  Tirare  una  retta,  che  sia  tangente  a  un  cerchio  dato,  e 
formi  con  una  retta  data  angolo  dato. 

245. Circoscrivere  ad  un  cerchio  dato  un  triangolo,  i  cullati 
siano  paralleli  a  quelli  di  un  triangolo  dato. 

246.  In  un  cerchio  dato  tirare  una  corda  che  sia  eguale  a  un 
dato  segmento  e  parallela  a  una  retta  data. 

'247.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  faccia 
con  due  rette  angoli  eguali. 

248.1n  un  dato  triangolo  ABC  condurre  parallelamente  ad  un 
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lato,  ad  es.  aJ  lato  BC,  una  oorda  MN  in  modo  che 
sia  MN  =  MB  +  NC.  (Si  dlmftzzino  gU  angoU  in  B 
ed  in  C). 

249.  Tirare,  per  nn  punto  intemo  di  nn  angolo,  ona  corda 
dell'angolo,  che  sia  dimezzata  dal  punto  dato.  (Si  unisce  il 
vertice  col  punto,  e,  prolungato  il  segmento  di  altrettanto, 
si  tira  la  parallela  ad  uno  dei  lati). 

.250. Tirare  la  bisettrice  dell'angolo  di  due*  rette  che  s'incon- 
trano Inori  del  foglio  del  disegno. 

251.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  cosi  che  tagli  due 
rette  che  s'incontrano  fuori  del  foglio  del  disegno  in  punti 
egualmente  distanti  da  quello  di  concorso. 

252. Se  una  spezzata  ABCD,  descritta  tra  i  lati  di  un  angolo 
semiretto,  ha  i  vertici  B  e  C  sui  lati  dell'angolo,  e  i  lati 
AB,  BC  fanno  in  B  angoli  eguali  col  lato  dell'angolo,  e 
i  lati  BCy  CD  formano  in  C  angoli  eguali  con  l'altro  lato 
dell'angolo  dato,  le  rette  AB,  CD  sono  normali  tra  loro. 

253. Dividere  un  angolo  retto  in  tre  parti  eguali.  [290]. 

.254. Sia  ABC  xm  triangolo  equilatero.  Dimezzati  gli  angoli  in 
B  e  Cj  e  prolungate  le  bisettrici  fino  ad  incontrarsi  in  O, 
si  tirino  gli  assi  di  J90  e  CO,  Questi  tagliano  il  lato  J9C 
in  tre  parti  egualL 

255. Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  l'ipotenusa  e  la 
somma  dei  cateti. 

(In  generale^  quando  si  vtu>l  dimostrare  un  teorema  o  ri" 
solvere  un  problema,  si  comincia  col  disegnare  una  figura^ 
che  possa  esser  riguardata  come  quella  di  cui  è  questione. 
Considerando  codesta  figura,  pensando  alle  sue  proprietà,  H 
scoprono  le  ragioni  che  costituiscono  la  dimosirazUme  del  teo- 
rema, 0  si  scoprono  le  relazioni  tra  le  parti  date  e  quelle  che 
si  devono  costruire,  in  grazia  delle  quali  relazioni  risulta  poi 
ciò  che  si  deve  fare  per  risolvere  il  proidema. 

Spesso  fa  mestieri  descrivere  rette  o  circoli  ausiUari,  e  non 
è  sempre  facile  scorgere  quali  sieno  le  linee  ausiliarie,  òhe 
toma  opportuno  di  considerare.  Quando  però  neir  enunciato 
della  proposizione  sia  fatto  cenno  di  somme,  di  differenze^^y 
di  lati,  di  angoli..,,  in  tal  caso  bisogna  fare  che  queste  somme^ 
queste  differenze...  si  presentino  nella  figura;  e  non  a  porfe, 
ma  collegate,  per  conto  della  posizione,  con  gli  altri  tleKfMniL 
Allora  si  scorgono  parti  della  figura,  delle  quali  è  noto  qu^mto 
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ba$ta  perM  si  possano  costruire;  succemvammU  si  coafn^t- 
soono  le  altre  parH^  fino  a  che  la  figura  sia  eompiuia. 

Ad  es.,  nel  precedente  problema,  disegnato  un  triangolo 
rettangolo  ABC  {sia  r^tangoh  in  C),  e  supposto  che  sia 
desso  il  triangolo  domandato,  si  prolunga  il  cateto  £C,  di  là 
dal  vertice  deU^ angolo  r^to,  di  un  segmento  OD  ^  CA,  di- 
modoché BD  rappresenta  la  somma  data.  Condotto  AD,  si 
vede  che,  poiché  A(D)B  è  semiretto,  U  triangolo  ADG  si 
può  costruire.  Se  ne  ricava  poi  il  triangolo  richiesto), 

256.  Costruire  un  trii^ngolo  rettangolo,  dato  un  angolo  acato 
e  la  somma  dei  lati  che  lo  comprendono. 

257.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  angolo  acuto 
e  la  proiezione  del  cateto  adiacente  suir  ipotenusa. 

258.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  lato  e  la  diffe- 
renza dei  due  angoli  acuti.  (Eli  questi  angoli  si  conosce 
anche  la  somma). 

259.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  nel  quale  uno  degli  an- 
goli acuti  sia  doppio  dell'altro,  e  la  bisettrice  dell'angolo 
retto  sia  eguale  ad  un  segmento  dato. 

260.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  la  differenza  dei 
cateti  e  T  angolo  opposto  al  minore. 

261.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  la  differenza  dei 
cateti  e  l'angolo  opposto  al  maggiore. 

262.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  angolo  acuto 
e  la  differenza  tra  i  lati  che  lo  comprendono. 

263.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  un  angolo  acuto 
e  la  somma  del  cateto  adiacente  e  dell'  altezza  relativa  al- 
l'ipotenusa. 

264.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  il  minore  degli 
angoli  acuti,  e  la  differenza  delle  proiezioni  dei  cateti  sul- 
l'ipotenusa. 

265.  Costruire  un  triangolo  rettangolo  ed  isoscele,  data  la  som- 
ma dell'ipotenusa  e  di  un  cateto. 

266. Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  l'angolo  al  vertice  e 
la  somma  dell'altezza  e  del  lato. 

267.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  jB  e  la  somma  b-^-l, 

268.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  data  la  base  e  la  diffe- 
renza tra  il  lato  e  Faltezza. 

269.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  il  perimetro  e  l'altezza. 
270.0o8traire  un  triangolo,  dato  il  perimetro  e  due  angoli. 
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271.  Costruire  un  'triangolo,  dato  un  lato,  il  minore  degli  an- 
goli adiacenti,  e  la  differenza  tra  gli  altri  due  lati. 

272.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  il  maggiore  degli  an- 
goli adiacenti,  e  la  differenza  tra  gli  altri  due  lati. 

273*  Costruire  un  triangolo,  i  cui  lati  passino  per  tre  punti  dati, 
un  cui  lato  sia  parallelo  a  una  retta  data,  e  che  abbia  due 
angoli  dati. 

274. Costruire  un  triangolo  dato  A,  B  e  Òe  ;  oppure  dati  A,  B 
ed  me .  (Si  costruisca  dapprima  ad  arbitrio  un  triangolo 
che  abbia  due  angoli  eguali  ai  dati). 

275.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  angoli  e  la  somma  o  la 
differenza  dei  lati  opposti. 

276. Costruire  un  triangolo,  data  un'altezza,  la  differenza  del 
segmenti  in  cui  essa  taglia  il  lato  su  cui  è  tirata,  e  il 
maggiore  degli  angoli  adiacenti  a  questo  lato. 

277. Costruire  un  triangolo,  conoscendo  ha,  ma  e  B. 

278.  Costruire  un  brìangolo,  conoscendo  a,  hb  ed  he.  [244]. 

279. Costruire  un  triangolo,  date  Aa  ed  ma ,  ed  in  modo  che  sia 
a  =  26. 

280. Costruire  un  triangolo,  dato  A,  ò  ed  a  —  e.  (Si  supponga 
prolungato  il  lato  BA  dalla  banda  del  punto  A^  e  fatto 
BD  =  BC,  Il  triangolo  ACD  si  può  costruire). 

281.  Costruire  un  triangolo,  dato  a,  h  -{•  e  eà  A, 

282. Costruire  un  triangolo,  dato  A^  ha  e  il  perimetro. 

283. Costruire  un  triangolo  dato  a,  6  —  e  e  B  —  C.  (Se  si  con- 
duce BD  in  modo  che  sia  ilX>  =  -4i?,  epperò  DC^b  —  e, 
si  vede  facilmente  cbe  D{B)C  è  uguale  a  V2  (-^  —  ^)'  ^ 
triangolo  BDC  si  può  dunque  costruire). 

284. Descrivere  un  cercbio,  che  tocchi  due  cerchi  dati,  e  uno 
di  questi  in  un  punto  dato.  (Condotta  la  retta  che  passa 
per  questo  punto  e  per  il  centro  del  cerchio  cui  esso  ap- 
partiene, su  questa  retta,  da  una  parte  e  dall'altra  del 
punto  mentovato,  si  prende  un  segmento  eguale  al  raggio 
dell'altro  cerchio.  Ecc.). 

285.  Se  da  un  punto  0  sono  condotte  a  una  retta  non  passante 
per  0,  la  normale  Gii  e  da  una  stessa  banda  di  0^  delle 
oblique  OBj  OC,  OD,  ecc.,  e  gli  angoli  AOB,  BOCy 
COD,.,  sono  eguali,  si  ha  AB  <  BC  <  CD,  ecc. 

286.  Se  da  un  punto  si  conducono  le  tangenti  ad  un  cerchio,  e 
da  uno  dei  punti  di  contatto  si  tira  la  normale  all'altra 
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tangente,  il  segmento  di  questa  normale,  che  è  compreso 
tra  il  pnnto  di  contatto  e  la  retta  che  passa  per  il  centro 
e  per  il  punto  di  concorso  delle  tangenti,  è  ugnale  al  rag- 
gio del  cerchio. 

287. Due  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  l'angolo  al  vertice  e 
la  somma  o  ìa  differenza  tra  il  lato  e  la  relativa  altezza 
sono  rispettivamente  uguali. 

288. Due  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  l'angolo  al  vertice  e 
la  somma  o  la  differenza  della  base  e  dell'  altezza  sono  ri- 
spettivamente uguali. 

289.  Due  triangoli  isosceli  sono  eguali,  se  hanno  altezza  e  pe- 
rìmetro rispettivamente  uguali. 

290. Se  in  due  triangoli  isosceli  l'angolo  al  vertice  e  la  somma 
del  lato  e  della  base  sono  rispettivamente  uguali,  i  trian- 
goli sono  eguali. 

291.  E  dato  un  cerchio,  una  retta,  e  su  questa  un  punto  A, 
Trovare  sulla  retta  un  punto,  che  disti  egualmente  dal 
cerchio  e  da  A,  (Si  prende  sulla  retta,  partendo  da  A,  un 
segmento  eguale  al  raggio  del  cerchio  dato). 

292.  Sopra  un  lato  di  un  angolo  trovare  un  punto,  che  disti 
egualmente  da  un  punto  dato  sul  lato  stesso,  e  dall'altro 
lato  dell'  angolo.  (Si  tiri  dal  punto  la  normale . . .). 

293.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  un  triangolo  equila- 
tero, i  cui  lati  siano  rispettivamente  normali  a  quelli  del 
triangolo  dato. 

294.  Se  in  un  triangolo  equilatero  è  iscritto  un  triangolo  equi- 
latero, i  vertici  di  questo  tagliano  i  lati  del  primo  in  parti 
rispettivamente  uguali. 

295.  Se  due  cerchi  sono  concentrici,  e  il  raggio  del  maggiore  è 
doppio  di  quello  dell'altro  cerchio,  le  tangenti,  condotte  a 
questo  cerchio  da  un  punto  del  cerchio  maggiore  e  il  seg- 
mento che  unisce  i  punti  di  contatto,  formano  un  trian- 
golo equilatero. 

296.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  il  trian- 
golo, che  essa  taglia  vìa  dall'  angolo  dato,  abbia  un  perime- 
tro dato.  (Si  prende,  partendo  dal  vertice  A,  un  segmento 
AB  eguale  alla  metà  del  perìmetro  dato.  Poi  si  descrive 
il  cerchio  che  tocca  i  lati  dell'  angolo,  e  per  l'appunto  il 
lato  AB  in  B,  Infine . . .  [244, 246]). 

297.  Dimostrare  che,  se  la  somma  di  due  lati  opposti  di  un 
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quadrangolo  è  uguale  aUa  somma  dogli  altri  due,  un  cer- 
chio die  tocchi  tre  lati,  tocca  anche  il  quarto.  (Indiretta- 
mente»  Poeto  che  il  cerchio,  che  tooca,  ad  es.,  i  lati  ABy 
BCj  CD,  non  tocchi  il  lato  AD,  si  tiri  per  A,  o  per  D,  la 
tangente  al  cerchio.  [134,  194]). 

298.De8crivere  un  cerchio,  nel  quale  due  corde  ugnali  a  due^ 
dati  segmenti  siano  sottese  da  archi,  uno  dei  quali  sia  dop- 
pio dell'altro. 

299.Se  una  retta  taglia  i  lati  di  un  angolo  ABC  nei  punti  A  e- 
C,  e  si  prendono  sulla  stessa  e  in  uno  stesso  verso  i  seg- 
menti AA'  =  AB  ò  ce  =  CB,  e  si  tirano  BA'  e  JJC, 
rangolo  A'BC  è  la  metà  di  A{B)C. 

300.  A  è  un  punto  qualunque  di  un  diametro  di  un  cerchio,  e  B 
è  l'estremità  del  raggio  normale  al  diametro  considerato. 
Condotta  BA,  che  incontri  il  cerchio  in  C,  si  tiri  per  C  la 
tangente  al  cerchio,  e  sia  D  il  punto  dove  essa  incontra  U 
prolungamento  del  diametro.  Si  dimostri  che  h  DA=DC^ 


—  141  — 

CAPITOLO   VI 
ROMBI 


301.  Un  quadrangolo  ha  quattro  vertici,  quattro 
lati,  due  diagonali. 

Due  vertici,  o  due  lati,  non  consecutivi,  si  dicono 
opposti. 

Se  si  tirano  due  rette  parallele  e  poi  una  terza 
Tetta  che  ne  incontri  una,  e  poi  una  quarta  retta  che 
sia  parallela  alla  terza,  le  quattro  rette  s^  incontrano 
J277]  in  quattro  punti  che  sono  i  vertici  di  un  qua- 
drangolo, nel  quale  i  lati  opposti  sono  paralleli. 

30JS.  Def.  Un  quadrangolOj  in  cui  i  lati  opposti 
^ono  paraUdi,  si  dice  rombo  o  parallelogrammo.  (^). 

303.  Teor.  In  ogni  rombo  gli  angoli  opposti  sono 
eguali, 

nini.  Sia  il  rombo  A  B  CD\  dico  che  due  angoli  op- 
posti, quali  sono,  ad  es.,  B(A)DeD(C)B,  sono  eguali. 

Infatti  i  due  angoli  BAD^ADC  sono  supplemen- 
tari [280],  come  coniugati  fatti 
dalle  parallele  J.-B,  CD  con  la 


retta  AB.  E  gli  angoli  D  CB, 
AD  Csono  supplementari,  come 

^ ^  coniugati  fatti  dalle   parallele 

ADjBC  con  la  retta  DC.l  due 
angoli  BAD^  DCB  sono  dunque  supplementari  dello 
«tesso  angolo  ADC^  epperò  [87]  essi  sono  eguali. 

(})  Usiamo  la  voce  rovnbo  in  luogo  di  parallelogrammo^  che 
è  parola  soverchiamente  lunga.  In  tutto  questo  libro  non  oc- 
corre mai  di  adoperare  la  parola  rombo  nel  senso  ordinario  di 
parallelogrammo  coi  lati  eguali.  Perciò  la  voce  rombo  si  può 
riguardare  come  una  voce  a  disposizione. 
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304.  Cor.  Se  un  angolo  di  un  rombo  è  rettOy  an^ 
che  gli  altri  angoli  sono  retti. 

305.  Teor.  In  ogni  roniboilati  opposti  sono  egtudi.  (}\ 
Bini.  Sia  il  rombo  X-B  CD  ;  dico  essere  AB  =  DC 

eAD  =  Ba 

Condotta  una  delle  diagonali,  ad  es.  la  BD,  con-' 
sidero  i  triangoli  ABD,  CDB. 
Questi  hanno  il  lato  BD  in  co- 
mune; gli  angoli  DBAj  BDC 
eguali,  perchè  alterni  [278],  fatti 
dalle  parallele  AB^  DC  con  la 
BD]  e  gli  angoli  ADB,  CBD 
sono  parimente  uguali,  perchè  alterni,  fatti  dalle  pa- 
rallele AD,  BC  con  la  retta  BD.  Quindi  [175]  è 
AB  =  DCeAD  =  BC. 

306.  Cor.  Ogni  diagonale  di  un  rombo  lo  divide 
in  parti  eguali.  [172]. 

307.  Teor.  Se  due  rombi  hanno  due  lati  conse-- 
cutivi  e  V  angolo  compreso  rispetti-  ^  ^ 
vamente  uguali,  essi  sono  eguali. 

Bim.  Nei  due  rombi  AB  CD, 
EFHK,  sia  AD  =  EX,  DC  = 
EH  e  A{D)C=E{K)H.  Dico 
che  i  rombi  sono  eguali. 

Inf  atti,poichè  [280]  gli  angoli 
in  A  ed  in  J?  sono  rispettivamente 
supplementari  degli  angoli  in  D 
e  K,  e  questi  due  sono  per  ipotesi 
eguali,  anche  gli  angoli  in  A  e 
in  E  sono  eguali  tra  loro.  Così,  perchè  in  un  romba 
i  lati  opposti  sono  eguali  [305]  e  gli  angoli  opposti 

(^)  Questo  teorema  si  può  anche  enunciare:  Segmenti  di, 
rette  parallele^  compresi  tra  rette  parallèle,  sono  egtialL 
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sono  eguali  [303],  i  due  rombi  dati  hanno  tutti  i  lati 
e  tutti  gli  angoli  ordinatamente  uguali,  opperò  [199] 
essi  sono  eguali. 

308»  Teor.  Se  i  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
sono  eguali,  il  quadrangolo  è  un  rombo. 

Blm.  Nel  quadrangolo  AB  CD  sia,  AB  =  DO 
e  AD  =.  BC.  Dico  che  i  lati  AB,  DC  sono  paral- 
leli, e  cosi  i  due  ADj  BC. 

Condotta  una  diagonale,  ad  es.  la  BD,  considero 
^  ^        i  triangoli  ABD,  CDB.  Questi, 

avendo  DB  in  comune,  AB  ^ 
DC  per  ipotesi,  e  AD  =.  BC, 
pure  per  ipotesi,  hanno  anche 
[172]  gli  angoli  ordinatamente 
uguali.  Cosi,  essendo  D{B)A  = 
B{D)C,  il  lato  AB  è  [269]  parallelo  a  DC;  e  perchè 
è  A(D)B  =  C(B)D,  il  lato  AD  è  parallelo  a  BC. 

309.  Oss.  Se  sui  lati  di  un  angolo,  partendo  dal 
vertice,  si  prendono  due  segmenti  eguali,  e  per  i  ter- 
mini di  questi  si  tirano  due  rette  rispettivamente  pa- 
rallele  ai  lati  dell'angolo,  si  ottiene  [277]  un  rombo 
che  ha  tutti  i  lati  ^^05]  eguali.  E  se  F  angolo  preso 
è  retto,  anche  gli  angoli  del  rombo  sono  [307]  eguali. 

310.  Un  rombo,  i  cui  lati  siano  tutti  eguali,  si 
dice  losanga. 

Un  rombo,  con  tutti  gli  angoli  retti,  si  dice  sem- 
plicemente rettangolo. 

Un  quadrangolo  equilatero  ed  equiangolo  (rego- 
lare) si  dice  qu^rato. 

Due  rettangoli,  se  hanno  due  lati  consecutivi  ri- 
spettivamente uguali,  sono  eguali. 

Se  due  quadrati  hanno  un  lato  eguale  ad  un  lato, 
essi  sono  [307]  eguali. 
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^11.  Per  costruire  un  quadrato,  che  abbia  per 
Iato  un  dato  segmento,  basta  condurre  la  normale 
al  segmento  in  una  estremità,  prendere  su  questa 
normale,  partendo  dal  vertice  dell'angolo  retto,  un 
segmento  eguale  al  dato,  e  infine  per  le  estremità  dei 
due  segmenti  eguali,  tirare  due  rette  rispettivamente 
parallele  ai  segmenti  stessi. 

319.  Teor.  Se  due  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
sono  eguali  e  parallèli,  U  quadrangolo  è  un  rombo, 

BIm.  Nel  quadrangolo  ABCD  ì  lati  AB^DC 
siano  eguali  e  paralleli.  Dico  che  ADh  parallelo  ^  BC. 

Condotta  una  diagonale^  ad  es.  la  BB,  si  conside- 
rino i  triangoli  ABD,  CDB.  In  questi,  BD  è  comune, 
poi  abbiamo  AB=^DC  per  da- 
to, e  D{B)A  =  B(D)C,  per- 
che  alterni  [278],  fatti  dalle  pa- 
rallele ABjDC  con  la  retta  BD. 
Quindi  [170]  è  anche  A(D)B  = 
C(B)D,  epperò  [269]  il  lato  AD  è  parallelo  a  JBC. 

313.  Teor.  Le  diagonali  di  un  rombo  si  dimezzano 
scambievolmente. 

Bim.  Sia  il  rombo  AB  CD."  Condotte  le  diago- 
nali, e  detto  E  il  loro  punto 
d^ntersezione,  considero  i  due 
triangoli  ABE,  ODE.  In  que- 
sti triangoli  i  lati  AB,  DC 
sono  eguali,  perchè  [305]  lati  op- 
posti d'un  rombo;  T^oìèA(E)B 
=  C{E)D,  ed  infine  E{B)A  =  E(D)  C,  perchè  [278] 
angoli  alterni,  fatti  dalle  parallele  AB,  DC  conia 
retta  BD.l  due  triangoli  hanno  adunque  un  lato  e 
due  angoli  ordinatamente  uguali,  epperò  [176]  è  anche 
AE  =  EC  e  BE  =  ED. 


D  e 
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Distanza  tra  due  rette  parallele. 

314.  Teor.  Se  due  rette  sono  paraUde,  i  punti  di 
ciascuna  distano  egualmente  daW  altra  retta. 

Idilli.  Siano  due  rette  parallele  AB^  CD.  Dico 
che  i  segmenti  normali,  tirati  ad  una  retta  dai  punti 
dell^  altra,  sono  eguali  tra  loro. 

Presi  sulla  AB  due  punti  H^  K  ad  arbitrio,  si  ti- 
rino da  essi  SM^  KNuox- 

5 ^        ^        mali  alla  CD.  Poiché  due 

normali  a  una  stessa  retta 

sono  [272]  parallele,  SM 

M  N        ìd"       è  parallela  a  KN.  Cosi, 

essendo  paralleli  per  ipo- 
tesi anche  i  lati  SK,  MN^  il  quadrangolo  SKNM  è 
un  rombo,  opperò  è  [305]  SM  =  -1^-^. 

Similmente,  se  ilf  ed  N  sono  due  punti  presi  ad 
arbitrio  sulla  CD,  ed  MS,  NK  spno  i  segmenti  nor- 
mali condotti  da  questi  punti  alla  retta  AB,  si  prova 
che  è  MS  =  NK. 

815.  Oss.  Sappiamo  che,  se  due  rette  sono  paral- 
lele, e  una  terza  retta  è  normale  ad  una,  essa  è  [281] 
normale  anche  all^  altra.  Pertanto,  se  AB  e  CD  sono 

due  rette  parallele,  ed  SK  è 
JL       il  segmento  normale  tirato  dal 
punto  S  alla  CD,  esso  si  può 
anche  riguardare  come  il  seg- 


ìd"       mento  normale  tirato  dal  pun- 
to K  alla  AB.  Epperò  il  seg- 
mento RK  rappresenta  nel  tempo  stesso  [314]  la 
distanza  dei  punti  della  retta  AB  dalla  retta  CD^ 
e  la  distanza  dei  punti  della  CD  dalla  AB. 

10 
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316.  Se  due  rette  sono  parallele,  qualunque  seg-- 
mento  obliquo^  tirato  ad  una  delle  rette  da  un  punto 
qualunque  dell^altra^  è  maggiore  del  segmento  nor* 
male.  Perciò  [48,  314]  il  segmento  normale  com- 
preso tra  due  rette  parallele  e  la  distanza  delle  pa^ 
raUele. 

317*  La  parte  di  piano  limitata  da  due  parallele,, 
ed  attraversata  da  ogni  segmento  che  ha  le  estre- 
mità sulle  parallele,  si  dice  striscia.  Le  due  parallele 
sono  i  lati  della  striscia.  La  distanza  tra  i  lati  di 
una  striscia  [316]  si  dice  altezza  (p  larghezza)  della 
striscia. 

318.  Teor.  Il  Itiogo  dei  punti  equidistanti  da  due 
rette  parallele  è  una  terza  retta,  che  è  parallela  alle  date 
e  da  esse  equidistante. 

Bim.  Siano  ABy  CD  due  rette  parallele.  Con- 
dotto il  segmento  EF  normale  ad  entrambe  [281]^ 
lo  divido  per  metà,  e  per  il  punto  di  mezzo  S  tiro 
S^JT  parallela  alle  rette  date.  [276].  Si  deve  provare 
che  HK  è  il  luogo  dei  punti  equidistanti  dalle  AB^ 
CD]  che,  cioè,  ogni  punto  della  HK  dista  egual- 
mente da  queste  rette;  e  che  qualunque  punto,  che 
non  appartenga  alla  HK, 

ha  dalle  rette  AB,  CD  di-  ^ ^ « 

stanze  disoguaU.  .^       „ 


Sia  K  un  punto  qua-  ^ 

lunque  della  HK.  La  di-  | 


stanza  di   questo  punto  e  f  n 

dalla  AB  è  uguale  [314] 

ad  EH,  e  la  sua  distanza  dalla  CD  è  uguale  ad 
HF.  Ma  per  costruzione  è  HE  =  HF.  Quindi  an- 
che le  distanze  del  punto  K  dalle  rette  date  sona 
eguali. 
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Si  consideri  ora  un  punto  M^  che  non  sia  sulla 
SK^  e  si  tiri  per  M  la  parallela  ad  AB.  Questa  incon- 
tra [277]  la  retta  EF  altrove  [275]  che  nel  punto  JS; 
dicasi  N  il  punto  d'incontro.  Dappoiché  le  distanze 
del  punto  M  dalle  AB^  CD  sono  [314]  eguali  rispetti- 
vamente ai  segmenti  JEN,  NF^  e  questi  sono  [144]  di- 
suguali, il  punto  M  ha  dalle  rette  parallele  date  dì- 
stanze  disuguaU. 

Cosi  si  è  provato  che  ecc. 

310.  Teor.  Il  luogo  dei  punti,  che  hanno  da  una 
retta  data  distanze  uguali  a  un  dato  segmento,  è  compo- 
sto di  due  rette  parallele  alla  data,  che  stanno  da  bande 
opposte  di  essa,  e  che  hanno  dalla  stessa  distanze  uguali 
al  segmento  dato. 

lìim.  Sia  AB  una  retta  data.  Condotta  una  nor- 
male a  codesta  retta,  partendo  dal  piede  e  sulla  nor- 
male stessa,   si  prendano  due  segmenti  CD,   CE, 

uguali  alla  distanza  che 
i  punti  del  luogo  devono 

r ^ avere  dalla   AB.  Infine 

B  per  D  e  per  E  si  tirino 

M  le  DF,  jFJT  parallele  alla 

k il —       ^-^• 

Intanto,  qualunque 
punto  preso  su  una  delle 
parallele,  ad  es.  il  punto  K,  ha  veramente  [314]  dalla 
AB  hi,  distanza  voluta.  Sia  M  un  punto  qualunque 
che  non  appartenga  alle  DF,  ES,  e  si  tiri  per  M  la 
parallela  ad  AB.  Questa  parallela  incontra  [277]  la 
DE  in  un  punto  N,  che  non  può  [275]  coincidere  ne 
con  D,  ne  con  E.  Cosi,  perchè  la  distanza  di  M  dalla 
AB  è  [314]  uguale  a  CN,  essa  è  maggiore  o  minore 
di  CD. 


N 
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Segmenti  di  trasversali  di  un  fascio  di  paraiiele. 


S20.  Tre  o  più  rette  parallele  tra  loro  [276],  con- 
siderate insieme,  costituiscono  un  fascio  di  parallele. 

Diremo  trasversale  del  fascio  qualunque  retta  che 
tagli  [277]  le  parallele',  e  diremo  segmento  deUa  trasver- 
sale qualunque  parte  della  trasversale  che  abbia  le 
estremità  su  due  delle  parallele. 

Se  le  rette  d'un  fascio  di  parallele  sono  tagliate 
da  due  trasversali  [277],  diremo  segmenti  corrispon- 
denti due  segmenti  di  queste  i  quali  abbiano  le  estre- 
mità sopra  due  stesse  parallele. 

3dl.  Teor.  Dato  un  fascio  di  parallele  e  due  tras- 
versali, a  segmenti  eguali  d^una  trasversale  corrispon- 
dono segmenti  eguali  deW  altra;  e  a  segmento  maggiore 
corrisponde  segmento  maggiore. 

]>im«  Sia  un  fascio  di  parallele,  e  due  trasversali 
che  le  incontrino  [277]  nei 
punti  A,  B,  C,  D....J  JE,  F, 
jff,  X...  E  sia  AB  =  CD. 
Dico  essere  EF  =  HK. 

A  tal  fine  si  tirino  le 
rette  AM,  CN,  parallela- 
mente ad  FK,  e  quindi 
[276,  277]  tra  loro.  0). 

Confrontando  i  trian- 
goli  ABM,  CDN,  troviamo  che  hanno  AB  =  CD 
per  ipotesi;  eguali  gli  angoli  ABM,  CDN,  perchè 
corrispondenti  [279],  fatti  dalle  parallele  BF,  DK con 
la  trasversale  J.  J)  ;  ed  eguali  gli  angoli  in  J.  ed  in  C, 

(^)  Se  le  trasversali  fossero  paraUele,  i  loro  segmenti  sa- 
rebbero rispettivamente  nguali.  [805]. 
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perche  corrispondenti  fatti  dalle  parallele  AM^  GN 
con  la  trasversale  AD.  Per  conseguenza  [175]  è 
AM  =  GN. 

E  perchè  i  quadrangoli  AF^  GK  sono  rombi^  egli 
è  [306]  AM=:  EF  eCN=:  HK.  Per  conseguenza  è 
infine  EF  =  EK. 

Restano  da  considerare  due  segmenti  disuguali 
cL^una  trasversale  e  provare  che  al  maggiore  corri- 
sponde nell^  altra  trasversale  segmento  maggiore.  Sia^ 
ad  es.,  AG  >  GD\  dico  essere  EH  >  HK. 

Infatti,  presa  dal  segmento  AGìb,  parte  A  B  eguale 
a  CD,  e  tirata  B  F  parallelamente  alle  parallele,  essendo 
[321]  EF  =  HK,  egli  èEB>  HK,  come  d.  d.  (i). 

BZZ*  Cor.  1^.  8e  due  segmenti  sono  compresi  tra, 
due  rette  parallele,  ed  uno  è  diviso  in  parti  egvxdi,  e  per 
i  punti  di  divisione  si  tirano  delle  rette  parallèle  aMe 
date,  da  queste  rette  V  altro  segmento  viene  diviso  in 
parti  eguali.  [321]. 

3d3.  Cor.  d^.  8e  un  lato  di  un  triangolo  è  diviso 
in  parti  eguali,  e  per  i  punti  di  divisione  si  tirano  delle 
parallele  a  un  secondo  lato,  queste  rette  dividono  in 
parti  egiudi  il  terzo  lato. 

Tirando  per  il  vertice  opposto  al  secondo  lato 
la  parallela  ad  esso,  si  vede  che  gli  altri  due  lati  del 
triangolo  si  possono  considerare  come  due  segmenti 
compresi  tra  due  parallele.  [322]. 

Q)  Giova  n€>tare  che,  quando  dne  trasversali  s'incontrano,, 
il  punto  di  concorso  tien  vece  di  una  delle  parallele  del  fascio. 
Cosi,  ad  es.,  detto  0  il  punto  d'incontro  delle  trasversali  ADy. 
EK,  se  fosse  0A  =  BDy  si  conchiuderebbe  essere  0E  =  FK. 
Volendo  dimostrare  a  parte  questo  caso,  basterebbe  condurr» 
per  B  la  parallela  ad  EK,  fino  ad  incontrare,  supponiamo  nel 
punto  T,  la  DK,  e  poi  considerare  i  triangoli  OAE,  BDT. 
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3d#.  Cor.  3^.  Se  per  il  punto  di  mezzo  di  un  lato 
d^un  triangolo  ^  tira  la  parallèla  ad  un  secondo  lato, 
questa  dimezza  il  terzo  lato.  [323]. 

3d5.  Probi.  Dividere  un  segmento  dato  in  n  parti 
eguali. 

Risol.  Sia  AB  ì\  seg- 
itnento  dato,  e  supponiamo 
si  debba  dividerlo  in  5  parti 
eguali. 

A  tale  intento,  condotto 
per  A  un  raggio  AG  B.d  ar- 
bitrio, si  prendano  su  questo,  partendo  d&  A  e  con- 
secutivamente^ 5  segmenti  J.D,  DE...  BK  eguali  tra 
loro,  del  resto  arbitrari.  Poi,  unito  K  con  jB,  per  i 
punti  i>,  J?,  jP,  Hi  si  conducano  delle  parallele  &  BK. 
Da  queste  il  segmento  dato  viene  diviso  [277]  in  5 
parti  eguali.  [323]. 

3d6.  Teor.  Se  due  segmenti  compresi  tra  due  rette 
paraUdesono  divisi  in  uno  stesso  numero  diparti  eguali^ 
la  retta  che  passa  per  due  punti  di  divisione  corrispon^ 
denti  è  parallela  alle  date. 

lìini.  Infatti  le  parallele  alle  rette  date,  tirate  per 
i  punti  di  divisione  d^un  segmento,  passano  per  i  punti 
di  divisione  dell'altro,  perchè  esse  dividono  questo  seg- 
mento in  parti  eguali  [322]  e  i  punti  che  dividono  un 
segmento  in  un  dato  numero  di  parti  eguali  sono  de- 
terminati. Q). 

3;d'7.  Cor.  Se  due  lati  di  un  triangolo  sono  divisi 
in  un  stesso  numero  di  parti  eguali,  la  retta  che  passa 
per  due  punti  di  divisione  corrispondenti  è  parallela 
al  terzo  lato.  [326]. 

(^)  Cioè  a  dire:  è  unico  il  sistema  dei  punti  che  dividono 
dato  segmentò  in  un  dato  numero  di  parti  eguali. 
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Sd8.  Teor.  Se  due  lati  di  un  triangolo  si  dividona 
in  n  parti  eguali,  e  si  uniscono  corrispondentemente  i 
jpunti  di  divisione,  le  corde  che  si  ottengono  sono  ordina^ 

tamenie  un  ennesimo,  due 
ennesimi,  tre  ennesimi..., 
(n  —  1)  ennesimi  del 
terzo  lato. 

Dilli.  Preso  un  trian- 
golo qualunque  ABC  e 
divisi  i  lati  AB,  AC  in 
un  numero  qualunque  n 
C  di  parti  uguali,  si  uni- 
scano i  punti  di  divi- 
sione D,  JE,  F....,  del  lato  AB  con  i  corrispondenti 
punti  D\  E',  F\...  del  lato  A (7.  Si  vuol  dimostrare 
che  le  corde  DJ)',  EE\  FF' ....  sono  ordinatamente 
un  ennesimo,  due  ennesimi,.,.,  (n  —  1)  ennesimi  di  BC. 
A  tal  fine  si  tirino  per  i  punti  D',  E'  F' ....  le 
corde  D'D",E'E",  F'F"....  parallelamente  ad  AB. 
Poiché  [323]  il  lato  BC  viene  cosi  diviso  in  n  parti 
eguali,  i  segmenti  BD",  BE"...,  BB"  sono  ordina- 
tamente un  ennesimo,  due  ennesimi,...,  (n  —  1)  enne- 
simi di  BC.  E  poiché  [327]  le  corde  DD',  EE',  FF' 
sono  parallele  a,  BC,  i  quadrangoli  DD",  EE^'  ...y 
HE"  sono  rombi;  quindi  è  [306]  DD'  =  BD'\ 
EE'  =  BE",...,  HE'  =  BH'\  epperdò  il  teo- 
rema  è  dimostrato. 

3d8.  (Jbis)  Cor.  1^.  Il  segmento,  che  unisce  i  punti 
di  mezzo  di  due  lati  di  un  triangolo,  è  parallelo  al  terzo 
lato  ed  è  uguale  alla  metà  di  codesto  lato. 

320.  Cor.  d^.  Se  si  dividono  due  lati  di  due  trian* 
gali  in  uno  stesso  numero  di  parti  eguali,  e  per  i  punti 
di  divisione  si  tirano  delle  corde  rispettivamente  parai-- 
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lele  a  dus  altri  latij  se  questi  lati  sono  eguaU^  qudle 
corde  sono  ordinatamente  uguaìi. 

Infatti,  se  nei  triangoli  ABC,  DEF  è  JBC  ^ 
EF,  e  divisi  AB, 
AOyDE^DFxavoio 
stesso  numero  n  di 
parti  eguali,  si  uni- 
scono corrisponden- 
temente i  punti  di 
divisione,  due  corde 

corrispondenti,  quelle,  ad  es.,  che  uniscono  i  punti 
emmesimi  di  divisione,  sono  [328]  rispettivamente  m 
ennesimi  ài  BC  ed  EF^  opperò  sono  eguali. 

Punti  notevoli  del  triangolo. 

330*  Teor.  Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  trian^ 
goh  passano  per  uno  stesso  punto^  che  è  equidistante 
dai  lati  (centro  del  cerchio  iscrìtto). 

]>im.  Sia  un  triangolo  ABC.  Si  dimezzino  due 
angoli,  ad  es.  i  due  AB  C,  B  CA^  e  sia  D  il  punto  d4n* 
contro  delle  due  bisettrici.  Si  deve 
provare  che  la  bisettrice  dell'an- 
golo CAB  passa  per  Z>,  e  che  il 
punto  D  è  equidistante  dai  lati  del 
triangolo. 

A  tal  fine  si  unisca  D  con  J., 
e  si  conducano  da  D  i  segmenti 
DE,   DF,  de:  rispettivamente 
normali  ai  lati  del  triangolo.  Poiché  il  punto  D  appar- 
tiene alla  bisettrice  dell'angolo  ABC,  è  [187]  DE 
=  Z>i^.  E  perchè  il  punto  D  appartiene  alla  bisetf- 
trice  (dell'angolo  BCA,  è  DS  =  DF.  Per  conse- 
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gQenza  è  ancbe  DE  ~  DH^  e  cosi  il  punto  D  è  equi- 
distante dai  lati  del  triangolo  dato. 

Ora,  confrontando  i  triangoli  rettangoli  ADE, 
ADS^  troviamo  che  hanno  F  ipotenusa  comune,  ed 
eguali  i  cateti  DE,  DE.  Ne  segue  [176]  essere  D(A)E 
=  H(A)D,  ossia  che  AD  è  la  bisettrice  [132]  deU'an- 
golo  CAB. 

Infine,  se  si  descrive  il  cerchio  di  centro  D  e  rag- 
gio DE,  questo  cerchio  passa  per  i  punti  E,  F  ed  S'^ 
e  in  questi  punti  esso  tocca  [241]  i  lati  del  triangolo, 
giacché  ciascuno  dei  lati  è  normale  ad  un  raggio  nella 
estremità  del  raggio  stesso.  Perciò  codesto  cerchio  si 
dice  iscritto  nel  triangolo. 

8S1.  Teor.  Oli  assi  dei  lati  di  un  triangolo  passano 
per  uno  stesso  punto,  che  è  equidistante  dai  vertici  del 
triangolo  (centro  del  cerchio  circoscritto). 

Bim.  Sia  un  triangolo  ABC,  e  D,  E,  F,  siano  i 
punti  di  mezzo  dei  lati.  Si  vuol  dimostrare  che  le 

rette  tirate  per  questi  punti,  e 
rispettivamente  noimali  ai  lati, 
passano  per  uno  stesso  punto, 
che  è  equidistante  dai  vertici 

A,B,  a 

Si  tirino  intanto  due  delle 
normali,  ad  es.,  le  normali  ai 
lati  BC,  CA.  Queste  rette  s'incontrano  [284];  sia  S 
il  punto  d'intersezione;  si  tirino  i  segmenti  SA,  SB, 
se,  HF. 

Ora,  perchè  il  punto  S  appartiene  all'asse  del 
segmento  BC,  è  [184]  SB  =  SC.  E  perchè  il  punto 
f  appartiene  all'asse  del  segmento  CA,  è  HA  =^SC. 
Per  conseguenza  è  anche  SB  ^  SA,  e  cosi  il  punto 
Sh  equidistante  dai  vertici  A,  B,  C 
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Ora,  perchè  h  AH=^  SB,  il  punto  H  si  trova 
[184]  sulFasse  del  lato  AB]  e  cosi  resta  provato 
che  gli  assi  s'incontrano  in  uno  stesso  punto. 

Infine,  se  si  descrive  il  cerchio  di  centro  Se  rog- 
gio SA,  questo  passa  per  i  punti  A,  B,  C.  Perciò  co- 
desto cerehie  si  dice  circoscritto  al  triangolo  ABC, 

83d«  Teor.  Le  normali^  tirate  dai  vertici  di  un 
triangolo  rispettivamente  ai  lati  opposti,  passano  per 
uno  stesso  punto  (punto  delle  altezze). 

Min.  Sia  un  triangolo  ABC  qualunque,  e  per  i 
vertici  si  tirino  tre  rette  rispettivamente  normali  ai 
lati  opposti.  Si  vuol  provare  che  queste  tre  rette  pas- 
sano per  un  medesimo  punto. 

A  tal  fine  per  i  vertici  del  triangolo  si  tirino  tre 
rette  rispettivamente  parallele  ai  lati;  queste  rette, 
incontrandosi  [277],  a  due  a  due,  formano  un  nuovo 
triangolo  SLK.  E  facile  riconoscere  che  i  vertici  del 
triangolo  dato  sono  rispettivamente  i  punti  di  mezzo 
dei  lati  del  nuovo  triangolo.  Infatti,  il  quadrangolo 
LACB   è   un  rombo,   epperò 

[305]  kLA  =  BC  Cosi,  poiché         f. 

anche  il  quadrangolo  AKCB 
è  un  rombo,  è  AK=  BC  Per  \  ^ 

conseguenza hLA^AK. Nello  \d  ^^^'^ 

stesso  modo  si  prova  che  S  è  il  \      / 

punto  di  mezzo  del  lato  LS,  \'^ 

e  O  il  punto  di  mezzo  di  SK. 

Sappiamo  [281]  poi  che,  se  due  rette  sono  paral- 
lele, e  una  terza  retta  è  normale  ad  una  di  esse> 
essa  è  normale  anche  all'altra.  Cosi  la  AD,  perche 
normale  a  B  C,  è  normale  alla  LK.  Per  la  stessa  ra- 
gione la  retta  BE  è  normale  alla  LE,  e  la  CF  alla 
SK. 
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Avendo  provato  in  tal  modo  che  le  altezze  del 
triangolo  dato  sono  gli  assi  dei  lati  di  uno  stesso  tri- 
angolo, abbiamo  anche  provato  [331]  che  esse  pas- 
cano per  un  medesimo  punto. 

333.  Teor.  Le  mediane  di  un  triangolo  passano 

jper  un  stesso  punto  (centro  di  gravità  del  triangolo)  ; 

e  da  codesto  punto  ciascuna  mediana  è  divisa  in  due 

parti  in  modo  che  quella  parte,  che  ha  un  termine  in 

un  vertice  del  triangolo,  è  doppia  délV  altra. 

]>lm.  Sia  il  triangolo  ABC,  e  D  ed  U  siano  i 
punti  di  mezzo  dei  lati  AB,  A  C  Condotte  le  due  me- 
•diane  BE,  CD,  chiamiamo  -F  il  loro  punto  d'incontro. 
Dimostreremo  intanto  che  BF  h  doppio  dì  FÉ  e  che 
€!F  è  doppio  di  FD. 

A  tale  intento  si  tiri  DE,  e,  dimezzati  i  segmenti 
:BF,  CF  nei  punti  H,  K,  si  tiri  SK. 

Ora,  dappoiché  il  segmento  DE  nel  triangolo 
ABC  unisce  i  punti  di  mezzo  dei  lati  AB,  AC, 
^sso  [328]  è  parallelo  al  terzo  lato  BC,  ed  eguale  alla 
xnetà  di  codesto  lato.  Per  la  ragione  stessa  il  segmento 

SK  nel  triangolo  FBC  è  parallelo 
&  BC,  ed  eguale  alla  metà  di  BC. 
I  due  segmenti  DE,  SK,  essendo 
eguali  ambidue  alla  metà  di  BC  ed 
ambidue  paralleli  9,BC,  sono  eguali 
e  paralleli  [276]  tra  loro.  Pertanto 
il  quadrangolo  DEKS  è  [312]  un 
rombo,  epperò  [3Ì3]  è  SF  =  FÉ, 
•e  KF  =  FD.  Ne  segue  essere  BF  doppio  di  FÉ, 
^  CF  doppio  di  FD.  [Vedi  §  329.] 

Cosi  si  è  dimostrato  che  due  mediane  qualisivo- 
^liano  si  segano  appunto  come  esprime  il  teorema; 
ma  resta  da  provare  che  tutte  e  tre  le  mediane  pas- 
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sano  per  lo  stesso  punto.  Supponiamo  perciò  di  tirare 
la  terza  mediana.  Questa  ed  una  delle  altre  due,  pren- 
diamo la  BE,  si  segano  in  un  punto,  che  diremo  0,  ìsl 
modo  che  BO  h  doppio  di  0 E.  Questo  punto  0  non. 
è  dunque  altro  che  il  punto  F. 

Costruzione  dell'  angolo  che  e  un  quinto  di  due  retti. 

33#«  Postulato  d' Ardtimede.  Dati  dus  segmenti, 
disuguali  qiudunque^  esiste  multiplo  Q)  del  minore  che- 
supera  V  altro  segmento. 

335.  Cor.  Dati  due  segmenti  disuguali  qualunquey, 
esiste  parte  aliquota  (^)  del  maggiore  che  è  minore  del-- 
V  altro  segmento. 

Infatti,  se  a  e  /?  sono  due  segmenti  disuguali  e^ 
sia  a  >  fij  ove,  sommando  m  segmenti  eguali  a  /?,  si. 
ottenga  [334]  un  segmento  maggiore  di  a,  Vemmesima. 
parte  di  «  è  minore  di  fi. 

336.  Teor.  Se  i  vertici  di  due  triangoli  sono,  a  due 
a  due,  allineati  con  uno  stesso  punto,  e  due  lati  d^un. 
triangolo  sono  paralleli  rispettivamente  ai  corrispon- 
denti lati  deW  altro,  anche  i  lati  rimanenti  sono  parallèli. 

]>liii.  Siano  tre  raggi  uscenti  da  uno  stesso  punto> 
0,  e  su  questi  abbiano  i  loro  vertici  i  triangoli  ABCj. 
DEF\  e  i  lati  AB,  B  G  siano  ordinatamente  paralleli 
ai  lati  DE,  EF.  Proveremo  che  anche  AG  ^  DF 
sono  paralleli. 

1^.  Imaginiamo  dapprima  che,  dividendo  OAvck 
m  parti  eguali,  e  J.  J)  in  n  parti  eguali,  le  parti  dei 

Q)  Dicesi  multiplo  d'una  grandezza  data  qualunque  som- 
ma di  grandezze  uguali  alla  data. 

(?)  Se  una  grandezza  data  vien  divisa  in  parti  eguali,  unik 
delle  parti  si  dice  parte  aliquota  della  grandezza  data,  o  ntm^ 
multiplo  od  anche  misura  di  quella  grandezza. 
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due  segmenti  siano  tutte  uguali  tra  loro.  Tirando, 
per  i  punti  di  divisione,  delle  parallele  ad  AB,  DE,  i 
segmenti  OP  e  jSJ^restano  divisi  rispettivamente  in  m 
•ed  n  parti,  tutte  uguali  tra  loro.  [323].  Tirando  per  i 
nuovi  punti  di  divisione  delle  parallele  a,  BC,  EF,  i 
segmenti  0(7  e  (7 i^  restano  divisi  rispettivamente  in  m 
•ed  n  parti,  tutte  uguali  tra  loro.  Cosi  i  segmenti  OD 
^à  OF  HI  trovano  divisi  tutti  e  due  in  (i»  +  n)  parti 
eguali,  e  i  punti  (7  ed  J.  sono  due  punti  di  divisione 
<5orrispondenti.  Perciò  [326]  AC ^  DF sono  paralleli. 
Z^.  La  dimostrazione  precedente  è  fondata  sul- 
l'ipotesi che  i  segmenti  0  J.  ed  AD  si  possano  divi- 
dere in  parti  tutte  uguali  fra  loro.  Poiché  non  sap- 
piamo se  questo  si  possa  far  sempre,  dobbiamo  pro- 
sare che  il  teorema  sussiste  anche  nell4potesì  opposta. 
Supponiamo  che  AC  e  DF  non  siano  paralleli, 
-e  che  la  parallela  ad  AC,  condotta  per  F,  incon- 
tri [277]  il  raggio  OA  in  S.  Si  divida  0-4  in  parti 

eguali,  per  modo  che  una 
delle  parti  sia  minore  del 
segmento  DS.  [335].  Si 
segninopoisulraggio  AS, 
cominciando  da  J.  e  conse- 
cutivamente, dei  segmenti 
eguali  ad  una  delle  parti 
di  OA.  Poiché  codesta 
parte  è  minore  di  DS,  ed 
esiste  [334]  sempre  un 
multiplo  d'un  segmento 
qualunque  che  supera  un  altro  segmento  dato  qualun- 
que, perverremo  necessariamente  ad  un  segmento  una 
cui  estremità  cadrà  tra  D  ed  S.  Sia  K  codesta 
estremità. 
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Ed  ora  si  tiri  per  KH  segmento  fJlf  parallelo  a 
DE,  e  per  M  il  segmento  MN  parallelo  ad  UF^  a 
si  unisca  poi  N  con  K. 

Allora,  perchè  0^  ed  AK  sono  composti  di  seg- 
menti tutti  eguali  tra  loro,  per  il  caso  già  dimostrato,, 
possiamo  conchiudere  che  NK  è  parallela  ad  ^  C,  e- 
quindi  [276]  anche  ad  jP-HT. 

Ma  poiché  0  qD  sono  da  una  stessa  banda  dìK,  O 
ed  E  sono  da  una  stessa  banda  di  M^  e  per  conse- 
guenza 0  ed  jP  sono  da  una  stessa  banda  del  punto  N^ 
Invece  0  ed  B"  sono  da  bande  opposte  di  K. 

In  fine,  poiché  0  ed  S  cadono  da  bande  opposte- 
delia  retta  NK,  mentre  i  punti  0  ed  J?'  sono  da  una. 
stessa  banda  di  questa  retta,  i  punti  Sed  F  sono  si-^ 
tuati  da  bande  opposte  della  retta  NK,  e  per  conse- 
guenza le  rette  FSed  NKaì  tagliano,  mentre  abbiamo- 
provato  che  esse  sono  parallele. 

Cosi  resta  provato  che  la  parallela  ad  AC,  con- 
dotta per  jP,  è  veramente  la  FD, 

Oss.  Quando  i  punti  0  ed  -ff  cadessero  da  una. 
stessa  banda  di  -^Z",  i  punti  0  ed  JP  si  troverebbero- 
da  bande  opposte  di  questa  retta,  e  per  conseguenza,, 
di  nuovo,  i  punti  jff  ed  JP  sarebbero  da  bande  op- 
poste di  NK. 

33t»  Probi.  Costruire  un  triangolo  isoscele  net 
quale  V  angolo  al  vertice  sia  metà  di  quelli  alla  base. 

Risol.  Preso  un  segmento  AB  qualunque,  e  con- 
dotta ad  esso  la  normale  in  B,  si  faccia  BC  eguale 
alla  metà  di  AB.  Tirato  il  raggio  A  C,  si  faccia  CD^: 
(7  jB  e  poi  AF=  AD.  Infine,  su  AF,  preso  come  base, 
si  costruisca  il  triangolo  isoscele  AFF,  nel  quale  i  lati 
eguali  AF,  FF  siano  eguali  ad  AB.  Proveremo  che» 
l'angolo  AFE  Q  metà  di  quelli  alla  base. 
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Dilli.  Sulla  AC  sì  faccia  CS=:  CB  =  GD,  e  si 
nnisca  B  con  D  e  con  jBT.  Poiché  i  triangoli  CBD, 
CBS  sono  isosceli,  considerando  il  triangolo  DBS, 
si  trova  che  in  esso  il  segmento  BC  divide  l'an- 
golo DBS  in  parti  rispettivamente  uguali  agli  altri 
due.  Perciò  D(B)S  è  1^  metà  della  somma  degli 
angoli  del  triangolo,  e  per  conseguenza  [287]  esso  è 
retto.  Gli  angoli  ABD,  CBS  sono  dunque  comple- 
mentari ambi- 
due  dell'ango- 
lo DB  C  ;  per- 
ciò  essi  sono 
eguali  tra  loro. 
E    perchè   è 

C(B)S  = 
B(S)C,  è  an- 
che JL(5)D= 
B(S)C. 

Ed  ora  si 
faccia  AM  ^ 
ABedAN^ 
AS,  e  si  tiri 
MN.  Cosi,  se  si  confrontano  i  triangoli  ABS  ed 
AMN,  si  riconosce  che  hanno  due  lati  rispettiva- 
mente uguali  e  l'angolo  compreso  MAB  in  comune. 
Perciò  [170]  è  B(S)A  =  A{N)M.  Ma  abbiamo  vi- 
sto che  è  A(B)D  =.  B(S)A\  egli  è  per  conseguenza 
anche  A{B)D  =  A{N)M,  e  perciò  [270]  le  rette 
DB  ed  MN  sono  parallele. 

Ora,  fatto  AO  =:  AD,  si  tirino  OD  ed  FM. 
Poiché  i  triangoli  isosceli  AOD,  AFM  hanno 
l'angolo  al  vertice  in  comune,  i  loro  angoli  alla 
base  sono  eguali  tra  loro.  [157,  287].  C03Ì,  essendo 
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A(0)D  =  A(F)M,  le  rette  OD  ed  FM  sono  pa- 
rallele. [270]. 

Condncasi  ora  FN  ed  OB^  e  si  considerino  i 
triangoli  ODBj  FMN.  Poiché  i  vertici  di  questi 
triangoli  sono,  a  due  a  due,  allineati  col  punto  J.,  e  i 
lati  OD,  DB  sono  rispettivamente  paralleli  ai  lati  FMy 
MNj  anche  [336]  i  lati  0  B,  FN  sono  paralleli  tra  loro. 

Si  confrontino  ora  i  triangoli  AOB,  AFF.  Poi- 
ché essi  hanno  J.0  =  AE,  AB  =  AF  e  l'angolo 
compreso  in  comune,  egli  è  A(F)F  =:  0(B)A.  Ma 
é  0(B)A  =  F(N)A,  perchè  [279]  le  rette  OB  ed 
FN  sono  parallele.  Per  conseguenza  è  A{F)F  = 
F(N)A. 

Ed  essendo  AN  =  AS  ed  AE  =  AD,  è  an- 
che FN  =  DE.  Ma  DE,  perchè  doppio  di  50,  è 
uguale  Kà  AB;  quindi  è  EN  =  AB  e  perciò  esso  è 
anche  uguale  ad  FÉ.  Per  conseguenza  [167]  è 
F(N)E  =  E(F)N  =  A(F)E. 

Ma  nel  triangolo  ENF,  in  cui  il  lato  NE  è  pro- 
lungato in  A,  l'angolo  esterno  FÉ  A  è  uguale  alla 
somma  dei  due  interni  opposti  E(F)N,  F(N)E.  Per 
conseguenza  l'angolo  FÉ  A  è  doppio  Ai  A(F)E,  cioè 
quest'angolo  è  metà  dell'angolo  FÉ  A.  Il  triangolo 
isoscele  AEF  ha  dunque  l'angolo  al  vertice  metà  di 
quelli  alla  base,  e.  d.  d. 

339.  Oss.  Abbiamo  visto  pur  ora  come,  preso 
un  segmento  AB  qualunque,  si  possa  dividerlo  in 
due  parti  AE,  EB,  talmente  che  poi  il  triangolo  iso- 
scele, che  ha  base  uguale  alla  parte  maggiore  (^)  e  gli 
altri  lati  eguali  all'interno  segmento,  ha  l'angolo  al 
vertice  che  è  metà  di  quelli  alla  base.  Codesto  modo 

0)  Poiché  iflC  è  maggiore  [IQS]  ài  AB  e  CD  è  metà  di 
AB,  il  segmento  AD  ^  AJE  è  maggiore  della  metà  di  AB, 
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di  divisione  di  nn  segmento  sì  dice  diinsiane  del  seg^ 
mento  in  sezione  aurea^  e  la  parte  maggiore  si  dice 
la  parte  aurea  del  segmento.  (}), 

330*  Probi.  Costruire  un  angolo  che  sia  la  quinta 
parte  di  due  retti, 

Rlsol.  Preso  un  segmento  qualunque,  lo  si  di- 
vida in  sezione  aurea,  e  poi  si  costruisca  un  triangolo 
isoscele  in  cui  la  base  sia  eguale  alla  parte  aurea  e  gli 
altri  lati  siano  uguali  alF intero  segmento;  T angolo 
opposto  alla  base  è  un  quinto  di  due  retti. 

lìini.  Infatti,  poiché  [338,  337]  in  cosi  fatto 
triangolo  gli  angoli  alla  base  sono  doppi  dell'angolo 
al  vertice,  questo  è  la  quinta  parte  della  somma  degli 
angoli  del  triangolo,  epperò  [287]  esso  è  appunto  un 
quinto  di  due  retti.  (^). 


Esercizi* 


301.  Se  gli  angoli  opposti  di  un  quadrangolo  sono  eguali,  il 
quadrangolo  è  un  rombo. 

302.  In  ogni  rombo  obliquangolo  la  diagonale  opposta  agli  an- 
goli ottusi  è  maggiore  dell'altra. 

303«Se  due  rombi  obliquangoli  banno  i  lati  rispettivamente 
uguali,  e  la  diagonale  maggiore  dell'uno  è  maggiore  della 
diagonale  maggiore  del  secondo,  1'  altra  diagonale  del 
primo  rombo  è  minore  dell'altra  diagonale  del  secondo. 


0)  È  facile  riconoscere  [174]  che,  prendendo  per  base 
del  triangolo  un  segmento  differente  da  AEj  l'angolo  al  ver- 
tice non  sarebbe  metà  di  quelli  alla  base. 

(^  A  questo  punto,  si  può  passare  alla  lettura  de'  sei 
primi  capitoli  della  Stereometria.  (Devesi  eccettuare  una  pro- 
posizione del  secondo  capitolo  ed  una  del  sesto  capitolo). 

11 
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304.  Divisi  in  uno  steBSO  numero  di  parti  eguali  i  lati  concor^ 
renti  d'un  trapezio  0),  si  uniscano  due  punti  di  divisione 
corrispondenti.  Che  relazione  lia  il  segmento  ora  accen* 
nato  con  le  basi  del  trapezio? 

305. Se  per  il  punto  d'incontro  delle  diagonali  di  un  rombo  si 
tirano  due  corde,  e  si  uniscono  le  estremità  di  queste  due 
corde,  si  ottiene  un  rombo. 

306.  Se  si  uniscono  due  punti,  presi  sopra  una  diagonale  di 
un  rombo  ad  eguale  distanza  dai  termini  della  diagonale 
stessa,  con  le  estremità  dell'altra  diagonale,  si  ottiene  un 
rombo. 

307.  Se  sui  lati  di  un  rombo  si  prendono,  partendo  dai  vertici^ 
dei  segmenti  eguali,  si  ottengono  punti  cbe  sono  vertici 
di  un  rombo.  Le  diagonali  dei  due  rombi  passano  per  uno 
stesso  punto. 

308.1  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  quadrangolo  sono  i  vertici 
di  un  rombo.  Se  anche  il  primo  quadrangolo  è  un  rombo^ 
le  diagonali  dei  due  rombi  passano  per  un  medesima 
punto. 

309.1  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  rettangolo  sono  i  vertici 
di  una  losanga.  E,  reciprocamente,  i  punti  di  mezzo  del 
lati  di  una  losanga  sono  i  vertici  di  un  rettangolo. 

310.  Se  sui  cateti  di  un  triangolo  rettangolo  si  costruiscono^ 
esternamente  al  triangolo,  due  quadrati,  e  si  tirano  in 
questi  le  diagonali  che  hanno  una  estremità  nel  vertice 
dell'  angolo  retto,  queste  diagonali  sono  allineate.  Le  altre 
due  sono  parallele  alla  bisettrice  dell'  angolo  retto  del  trian- 
golo dato. 

311.  Col  mezzo  del  solo  compasso  dividere  per  metà  un  dato 
segmento.  (Si  costruisca  il  triangolo  isoscele,  che  ha  per 
base  il  dato  segmento,  e  i  lati  eguali  doppi  [215]  di  codesto 
segmento.  Si  dimezzino  [113]  i  due  lati  eguali,  e  si  costrui- 
sca il  punto  che  è  simmetrico  del  vertice  rispetto  alla  retta 
che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati). 

>312.Dati  tre  punti  A,  B^  C,  trovare  col  solo  compasso  il  piede 
della  normale  condotta  da  A  alla  retta  BC.  (Si  costruirai 
prima  il  punto  simmetrico  di  A  rispetto  alla  BC  [311]). 

(^)  Si  dice  traptno  nn  quadrangolo  in  cui  due  lati  sono  paTalleU» 
Se  gli  altri  due  iati  sono  eguali,  il  trapezio  si  dice  itoicélé. 
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31 9.  Se  per  una  estremità  e  per  il  punto  di  mezzo  di  nn  seg- 
mentOy  da  una  stessa  banda  di  questo,  si  tirano  due  seg- 
menti paralleli  e  tali  clie  il  primo  sia  doppio  del  secondo, 
le  estremità  di  questi  segmenti  e  T  altra  estremità  del  seg- 
mento dato  sono  allineati. 

314.  Se  dalle  estremità  e  dal  punto  di  mezzo  di  un  segmento 
e  da  una  stessa  banda  si  tirano  tre  segmenti  paralleli  ed 
il  segmento  intermedio  è  uguale  alla  semlsomma  degli 
altri  due,  le  estremità  dei  tre  segmenti  sono  allineate. 

31 5.  In  un  trapezio  i  punti  di  mezzo  dei  lati  non  paralleli  e 
i  punti  di  mezzo  delle  diagonali  sono  allineati. 

316.11  segmento,  cbe  unisce  i  punti  di  mezzo  dei  lati  non  pa- 
ralleli di  un  trapezio  è  uguale  alla  semisomma,  e  quello 
che  unisce  i  punti  di  mezzo  delle  diagonali,  è  uguale  alla 
semidifferenza  dei  lati  paralleli. 

31 7.  La  somma  di  due  corde  di  un  triangolo  isoscele,  tirate  da 
un  punto  deUa  base  parallelamente  ai  lati,  è  uguale  a  un 
lato  del  triangolo. 

31 8.  La  somma  di  tre  corde  di  un  triangolo  equilatero,  con- 
dotte parallelamente  ai  lati  e  per  uno  stesso  punto  preso 
nell4n terno  del  triangolo,  è  uguale  al  doppio  del  lato. 

31 9. Le  bisettrici  degli  angoli  di  un  rombo,  incontrandosi,  for- 
mano un  rettangolo,  una  cui  diagonale  è  parallela  a  due 
lati  del  rombo  dato  ed  eguale  alla  differenza  di  due  lati 
consecutivi  del  rombo  stesso. 

320.1  piedi  delle  normali,  condotte  ad  una  secante  di  un  cer- 
chio dalle  estremità  di  un  diametro,  hanno  dai  punti,  nei 
quali  la  secante  incontra  il  cerchio,  distanze  rispettiva- 
mente uguali. 

321.  Se  si  prendono  due  punti  sui  prolungamenti  delle  diago- 
nali di  una  losanga,  e  per  ciascuno  si  tirano  due  rette 
che  passino  per  i  termini  dell'altra  diagonale,  si  ottiene 
un  quadrangolo,  nel  quale  la  somma  di  due  angoli  oppo- 
sti è  uguale  a  due  retti. 

322.11  diametro  del  cerchio  iscritto  in  un  triangolo  rettangolo  è 
uguale  alla  differenza  tra  la  somma  dei  cateti  e  l'ipotenusa. 

32S.  AB  CD  è  un  rombo.  Condotta  per  A  una  retta  ad  arbitrio, 
si  mostri  che  la  distanza  di  C  da  questa  retta  è  uguale 
alla  somma  o  alla  differenza  delle  distanze  di  i^  e  D  dalla 
retta  medesima. 
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324. Se  due  cerchi  si  tagliano,  e  per  i  punti  d'intersezione  si 
conducono  due  rette  parallele,  i  «egmenti  di  queste  com- 
presi tra  i  cerchi  sono  eguali.  [221]. 

325.1  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un  triangolo  e  uno  dei  piedi 
delle  altezze  sono  i  vertici  di  un  trapezio  isoscele. 

326.11  cerchio,  che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  di  un 
triangolo,  passa  anche  per  i  piedi  delle  altezze.  [325]. 

327.  Se  si  unisce  un  punto  qualsivoglia  coi  vertici  di  un  rombo, 
e  i  punti  di  mezzo  di  questi  segmenti  si  uniscono  col  punto 
d'incontro  delle  diagonali,  la  somma  dei  primi  quattro 
segmenti  è  doppia  di  quella  degli  altri  quattro. 

328.  Se  due  vertici  opposti  di  un  rombo  si  uniscono  coi  punti 
di  mezzo  di  due  lati  opposti,  la  diagonale  degli  altri  due 
vertici  resta  divisa  in  tre  parti  eguali. 

329.  Se  un  lato  di  un  rombo  è  diviso  in  m  parti  eguali,  e  si 
unisce  il  punto  di  divisione  che  è  prossimo  ad  un  vertice 
col  vertice  successivo,  il  segmento  della  diagonale,  com- 
preso tra  il  primo  vertice  e  la  retta  tirata,  è  la  (w  +  1)- 
emma  parte  dell'intera  diagonale. 

330.  Se  due  trapezi  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali,  essi 
sono  eguali.  (Per  una  estremità  di  una  delle  basi  si  tiri 
la  parallela  a  uno  dei  lati  concorrenti.  Ecc.). 

331.  Se  da  punti  di  un  cerchio  si  conducono  dei  segmenti  eguali 
ed  egualmente  diretti,  le  estremità  di  questi  segmenti  si 
trovano  sopra  un  cerchio  eguale  aJ  dato. 

332.  La  somma  geometrica  di  più  segmenti  è  indipendente 
dall'ordine  in  cui  si  susseguono  gli  addendi.  (Per  trovare 
la  somma  geometrica  di  più  segmenti  dati,  bisogna  tirare 
tanti  segmenti  consecutivi,  rispettivamente  uguali,  paral- 
leli, ed  egualmente  diretti  che  i  segmenti  dati.  Il  segmento, 
che  unisce  gli  estremi  della  spezzata,  è  la  somma  geome- 
trica). 

333.  In  un  triangolo  equilatero  il  raggio  del  cerchio  circoscritto 
è  doppio  del  raggio  del  cerchio  iscritto. 

334.  La  somma  delle  normali,  tirate  ai  lati  di  un  triangolo  iso- 
scele da  un  punto  della  base,  è  costante.  Se  il  punto  è  preso 
su  prolungamento  della  base,  allora  è  costante  la  differenza. 

335.  La  somma  delle  distanze  dai  lati  di  un  triangolo  equila- 
tero di  un  punto,  preso  nell'interno  del  triangolo,  è  co- 
stante. (È  uguale  all'altezza  del  triangolo). 


—  166  — 

336.  Se  dne  triangoli  isosceli  hanno  le  altezze  rispettivamente 
ugnali,  essi  sono  egr^ali. 

337.  Se  la  distanza  dei  lati  paralleli  di  un  trapezio  isoscele  è 
ugnale  alla  semisomma  dei  lati  paralleli,  il  quadrangolo, 
che  ha  i  vertici  nei  punti  di  mezzo  dei  lati  del  trapezio, 
è  un  quadrato. 

338.  Se  due  poligoni  eguali  hanno  due  lati  corrispondenti  pa- 
ralleli, le  rette,  che  passano  per  i  vertici  corrispondenti, 
o  sono  parallele,  o  passano  per  uno  stesso  punto. 

339.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta,  che  abbia  eguali 
distanze  da  due  altri  punti  dati. 

340.  Tirare  ima  retta  che  sia  equidistante  da  due  punti  dati, 
ed  abbia  data  distanza  da  un  terzo  punto  dato. 

341.  Da  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  la 
somma  o  la  differenza  dei  segmenti,  compresi  tra  quel 
punto  e  ciascuna  di  due  parallele  date,  sia  eguale  a  un 
segmento  dato. 

342.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  i  seg- 
menti di  essa,  compresi  in  due  strisele  date,  siano  eguali. 

343.  Condurre  per  un  punto  dato  una  secante  di  un  cerchio 
in  modo  che  la  somma  delle  distanze  dei  punti  d' interse- 
zione da  una  retta  data  sia  eguale  a  dato  segmento.  (Si 
determini  il  punto  medio  della  corda.  [316]). 

344.  Per  un  punto  dato  fuori  di  un  cerchio  condurre  una  se- 
cante in  modo  che  la  parte  estema  sia  eguale  alla  parte 
intema.  (Si  unisca  il  punto  col  centro,  e  si  dimezzi  que- 
sto segmento.  [258]). 

345.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  toccano 
una  retta  data. 

346.  Luogo  dei  centri  dei  cerchi  di  dato  raggio,  che  da  una 
'    retta  data  tagliano  via  un  dato  segmento. 

347.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  dei  segmenti  tirati  da  un  punto 
dato  a  una  retta  data,  oppure  a  un  cerchio  dato. 

348.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  dei  segmenti  compresi  tra  due 
date  rette  parallele. 

349.  Luogo  dei  punti  tali  che  la  somma  o  la  differenza  delle  loro 
distanze  da  due  rette  date  è  uguale  a  un  segmento  dato.  [334]. 

350.  Luogo  dei  punti  da  cui,  tirando  a  una  retta  data  un  seg- 
mento sotto  angolo  dato,  si  ottiene  un  segmento  eguale 
a  un  segmento  dato. 
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351.  Tirare  un  segmento  in  modo  clie  abbia  le  estremità  sopra 
due  rette  date,  sia  parallelo  a  una  terza  retta  data,  e  sia 
eguale  a  un  dato  segmento. 

352.  Tirare  in  un  angolo  dato  una  corda,  che  sia  eguale  a  un 
segmento  dato,  e  formi  con  uno  dei  lati  angolo  dato. 

353.  Costruire  un  trapezio,  dati  i  lati  paralleli  e  gli  angoli  adia- 
centi ad  uno  di  essi. 

354.  Trovare  un  punto  che  abbia  da  due  rette,  che  si  tagliano, 
distanze  rispettivamente  uguali  a  due  segmenti  dati. 

355.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  una  retta 
data  ed  abbia  il  centro  sopra  una  retta  data  o  sopra  un 
cerchio  dato. 

356.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  tocchi  i  lati  dì 
un  angolo  dato. 

357.  Descrivere  un  cerchio  di  dato  raggio,  che  passi  per  un 
punto  dato  e  tocchi  una  retta  data. 

358.  Descrivere  un  cerchio  che  tocchi  due  rette  date  ed  abbia 
il  centro  sopra  una  retta  data. 

359.  Descrivere  un  cerchio,  che  abbia  il  centro  sopra  una  retta 
o  sopra  un  cerchio  dato,  e  che  abbia  date  distanze  da  due 
rette  date. 

360.  Date  due  parallele  e  un  punto  tra  esse,  descrivere  un  cerchio 
che  passi  per  il  punto  dato,  tocchi  una  delle  rette  date,  e 
tagli  dall'altra  un  segmento  eguale  a  un  segmento  dato. 

361.  Descrivere  un  cerchio,  che  abbia  un  dato  raggio  e  che 
tagli  da  due  rette  date  due  segmenti  eguali  a  due  seg- 
menti dati. 

362.  Descrivere  con  raggi  dati  due  cerchi  tangenti  tra  loro  e 
tangenti  a  una  stessa  retta  data,  essendo  dato  oltre  a  ciò 
un  punto  per  il  quale  deve  passare  uno  dei  cerchi. 

363. Condurre  una  tangente  comune  a  due  cerchi  dati.  (Con- 
centrici col  maggior  cerchio,  si  descrivano  due  cerchi,  i 
cui  raggi  siano  rispettivamente  la  somma  e  la  differenza 
dei  raggi  dei  cerchi  dati.  Poi  [244]...). 

364.  Tirare  in  un  cerchio  dato  una  corda  in  modo  che  sia 
eguale  a  un  segmento  dato,  e  che  abbia  data  distanza  da 
un  punto  dato. 

365.  Condurre  una  retta  in  modo  che  i  segmenti  di  essa,  com- 
presi in  due  dati  cerchi,  siano  eguali  rispettivamente  a 
due  segmenti  dati.  [363]. 
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366.  Costruire  nn  triangolo  equilatero,  che  abbia  un  vertice  in 
un  vertice  dì  un  quadrato  dato,  e  gii  altri  due  vertici  sui 
lati  del  quadrato  stesso. 

367. Costruire  un  triangolo,  dati  a,  ha  ed  ma. 

368.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  un  lato  e  una 
altezza. 

369. Costruire  un  triangolo,  dati  J?,  ha  ed  A». 

•370.  Costruire  un  triangolo»  dato  un  angolo,  un  lato  e  il  rag- 
gio del  cerchio  iscritto.  [244]. 

371.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  la  sua  bisettrice 
ed  un'altezza.  [244]. 

372.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  punti  di  mezzo  di  due  lati 
e  il  piede  di  una  delle  altezze. 

373.  Costruire  un  triangolo,  conoscendo  un  angolo,  l' altezza 
corrispondente,  e  il  raggio  del  cerchio  iscritto.  [363]. 

374.  Costruire  un  triangolo,  dati  ^,  A»  e  il  perimetro. 

375. Costruire  un  triangolo  isoscele,  date  le  altezze.  (Che  di- 
stanza ha  dal  lato  il  punto  di  mezzo  della  base?). 

376.  Costruire  un  triangolo  isoscele,  dato  uno  degli  angoli  e 
la  somma  delle  altezze.  (Sulla  bisettrice  dell'angolo  al  ver- 
tice si  prenda  un  segmento  eguale  alla  somma  data.  Si 
tiri  la  normale  alla  bisettrice,  poi  si  dimezzi  l'angolo  alla 
base  del  triangolo  risultante.  Ecc.). 

377. Costruire  un  triangolo,  dati  e,  ma  ed  m».  [833]. 

378. Costruire  un  triangolo,  date  le  tre  mediane.  (Segnate  in 
un  triangolo  le  mediane,  se  ne  prolunghi  una  di  un  suo 
terzo,  di  là  dal  lato,  e  si  unisca  l'estremità  coi  termini 
del  lato  stesso.  Si  ottiene  un  rombo  che  si  può  costruire). 

379.  Dividere  un  segmento  in  tre  parti  eguali  ;  e  ciò  con  una 
costruzione  suggerita  dal  teorema  delle  mediane. 

380.  Per  un  punto,  situato  tra  i  lati  di  un  angolo,  tirare  una 
corda  dell'angolo  in  modo  che  il  punto  dato  la  divida  in 
due  parti  che  siano  una  doppia  dell'altra.  [833]. 

381.  Costruire  un  trapezio,  dati  i  lati  paralleli  e  le  diagonale 
(Per  una  delle  estremità  di  una  diagonale,  si  tiri  la  pa- 
rallela all'altra . . .). 

382.  Per  uno  di  tre  punti  dati  condurre  una  retta  in  modo 
che  i  segmenti  della  stessa,  compresi  tra  il  punto  per  il 
quale  è  condotta  e  i  piedi  delle  normali  alla  retta  tirate 
dagli  altri  due  punti,  siano  egnalL  (La  retta  è  normale 
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ai segmento  che  nnisce  il  punto,  per  il  quale  essa  deve 
passare,  coi  ponto  di  mezzo  del  segmento  degli  altri  dne 
punti). 
383. Tirare  per  il  ponto  d'intersezione  di  doe  cerchi  ona  retta 
in  goisa  che  il  segmento  della  stessa,  compreso  tra  i  cer- 
chi, sia  dimezzato  dal  dato  ponto  d'intersezione.  (Si  onirà 
qoesto  ponto  con  qoello  di  mezzo  del  segmento  dei  centri). 

384.  Da  on  ponto,  preso  foori  dion  angolo,  condorre  ad  ono 
dei  lati  on  segmento  in  modo  che  sia  diviso  per  metà  dal- 
l'altro lato.  [818]. 

385.  Tirare  ona  retta  in  modo  che  sia  parallela  a  ona  retta 
data,  e  che  il  segmento  di  essa  compreso  tra  doe  cerchi 
dati  sia  egoale  a  on  segmento  dato.  [331]. 

386.  Trovare  sopra  on  lato  di  on  triangolo  qoel  ponto,  le  coi 
distanze  dagli  altri  doe  lati  danno  la  più  piccola  somma. 

387.Costroire  on  triangolo,  dati  i  piedi  di  doe  altezze,  e  la 
retta  so  coi  giace  il  lato  relativo  alla  terza  altezza.  (Si 
determini  il  ponto  della  retta,  che  è  equidistante  dai  ponti 
dati.  Codesto  ponto  è  il  ponto  di  mezzo  del  lato,  la  coi 
metà  è  ogoale  alla  distanza  del  ponto  trovato  dai  doe 
ponti  dati.  [210]). 

388.  Se  ona  retta  è  parallela  alla  retta  dei  centri  di  doe  cerchi 
egoali  e  taglia  i  cerchi,  il  segmento,  composto  con  doe 
consecotivi  di  qoei  tre  segnati  dai  cerchi  solla  retta,  è 
ogoale  alla  distanza  dei  centri. 

389.  Se  doe  cerchi  si  tagliano,  il  maggior  segmento,  che  si  può 
tirare  per  il  ponto  d' intersezione  fino  ai  cerchi,  è  qoello 
che  è  parallelo  alla  retta  dei  centrL 

390.  La  distanza  tra  doe  dei  qoattro  ponti  in  coi  la  retta,  che 
passa  per  doe  vertici  di  on  triangolo,  è  toccata  dal  cerchio 
iscrìtto  e  dagli  ex-iscrìtti  (^),  è  ogoale  a  ono  degli  altri 
doe  lati,  o  alla  loro  soomia,  o  alla  loro  differenza. 

391.  Unendo  a  doe  a  doe  i  vertici  di  doe  trìangoli,  e  poi  a  doe  a 
doe  i  ponti  di  mezzo  dei  tre  segmenti,  si  ottiene  on  trian- 
golo il  coi  centro  di  gravità  è  nel  ponto  di  mezzo  del  seg- 
mento che  onisce  i  centri  di  gravità  dei  doe  triangoli  datL 

392.  Da  on  ponto  A,  preso  ad  arbitrio  sopra  on  lato  di  on  an- 
golo acoto,  si  tiri  la  normale  AB  all'altro  lato.  Da  J?  si 

(*)  Cosi  si  dicono  i  cerchi,  ohe  toccano  le  rette  a  coi  appartengono 
i  lati  del  triangolo  e  sono  estemi  al  triangolo. 
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tiri  la  BC  normale  al  primo  lato;  quindi  da  C  la  nor- 
male sull'altro  lato,  e  cosi  via  indefinitamente.  Costruire 
la  somma  di  tutte  queste  normali.  (Si  costruiscono  separa- 
tamente la  somma  dei  segmenti  che  sono  normali  a  un  lato, 
e  la  somma  degli  altri). 

39 3. In  ogni  quadrangolo  il  punto  d'incontro  delle  rette,  che 
passano  per  i  punti  di  mezzo  dei  lati  opposti,  è  il  punto 
di  mezzo  del  segmento,  che  unisce  i  punti  di  mezzo  delle 
diagonali. 

394. In  un  triangolo  a  lato  maggiore  corrisponde  bisettrice 
minore. 

395.  Trovare  sopra  un  cerchio  un  punto  tale  che  la  somma, 
o  la  differenza  delle  sue  distanze  da  due  rette  date,  sia 
eguale  ad  un  segmento  dato.  [349]. 

396.  Trovare  sopra  un  dato  cerchio  quel  punto,  per  il  quale  la 
somma  delle  sue  distanze  da  due  rette  date  è  la  più  pic- 
cola possibile.  [349]. 

397. Unire  due  punti,  situati  da  bande  opposte  di  una  striscia 
data,  con  una  spezzata^  che  abbia  i  vertici  sulle  parallele, 
che  abbia  il  lato,  compreso  da  queste,  parallelo  a  retta 
data,  e  che  sia  la  più.  breve  possibile. 

398.  Costruire  un  quadrangolo,  conoscendo  i  lati  e  la  corda  che 
unisce  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  opposti. 

399.  In  qualunque  triangolo  i  punti  di  mezzo  dei  lati,  i  piedi 
delle  altezze  e  i  punti  di  mezzo  di  quei  segmenti  delle 
altezze,  che  sono  compresi  tra  il  punto  delle  altezze  e  i 
vertici  del  triangolo,  giacciono  sopra  uno  stesso  cerchio. 
(Si  osservi  che  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  e  quelli  dei 
segmenti  delle  altezze  relative  sono  [329]  i  vertici  di  un 
rettangolo). 

400.  Qualsivoglia  segmento,  che,  passando  per  il  punto  di 
mezzo  della  base  di  un  triahgolo  isoscele,  termini  ad  un 
lato  e  sul  prolungamento  dell'  altro,  è  maggiore  della  base 
del  triangolo  dato. 
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CAPITOLO  vn 

ANGOLI  NEL  CERCHIO 


3#6.  Ber.  Diremo  angolo  al  cerchio  qualunque 
angolo  che  sia  compreso  tra  due  corde  d^un  cerchio 
aventi  una  estremità  in  comune,  e  cosi  chiameremo 
anche  un  angolo  che  sia  compreso  da  una  corda  e 
da  un  raggio  tangente  tirato  da  una  estremità  della 
corda.  Un  angolo  al  cerchio  comprende  tra  suoi  lati 
un  arco  del  cerchio  ;  si  dice  che  insiste  su  questo  arco, 
ed  anche  che  è  iscritto  nel  rimanente  arco  del  cerchio. 

3#T.  Teor.  Qualunque  angolo  al  cerchio  è  metà 
ddV  angolo  al  centro  che  comprende  lo  stesso  arco. 

nini.  Sia  0  il  centro  d'un  cerchio  e  F  un  punto 
di  esso.  Da  V  si  tirino  il  diametro  VAj  due  corde  F-B, 
ve  che  siano  da  una  stessa 
banda  del  diametro,  una  corda 
VD  dall'  altra  banda,  e  infine 
la  tangente  V  T.  Cosi  la  figura 
presenta  tutti  i  casi  che  si  de- 
vono contemplare  nella  dimo- 
strazione. 

Ciascuno  degli  angoli  J5  VA 
BVD^  CVB  h  compreso  da 
due  corde,  e  il  centro  cade  rispettivamente  sopra  un 
lato,  fra  i  lati,  e  fuori  dell'angolo.  Q-li  archi  compresi 
sono  rispettivamente  gli  archi  J8-4.,  J5jD,  CJB. 

Ciascuno  degli  angoU  TV  A,  TVD,  TVC  è 
compreso  da  una  corda  e  da  una  tangente,  ed  il  cen- 
tro cade  rispettivamente  sopra  un  lato,  fra  i  lati,  e 
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fuori  deir  angolo.  Gli  archi  compresi  sono  rispetti- 
vamente gli  archi  TA,  VD,  VC. 

Si  tirino  i  raggi  0.5,  OC,  OD.  Proveremo  che 
<ùascuno  de'  sei  angoli  mentovati  è  metà  dell'angolo 
al  centro  che  comprende  lo  stesso  arco. 

l^  Nel  triangolo  VOB,  essendo  07  =  05,  gli 
angoli  OBVj  BYO  sono  eguali.  E  perchè  la  loro 
somma  è  uguale  [286]  all'angolo  esterno  BOA,  uno 
di  essi,  quale  è  l'angolo  BVO,  ossia  l'angolo  BVAj 
è  metà  dell'angolo  BOA. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  C(V)A  è 
metà  di  C(0)A,  e  che  ^(F)D  è  metà  di  A(0)D. 

2^  Essendo  B{V)A  metà  di  B(0)Aj  e  A(V)I) 
metà  di  A{0)D,  anche  B{Y)Dh  metà  di  B{0)D. 

3^  Essendo  C(V)A  metà  di  C{0)A,  e  B{V)A, 
parte  del  primo,  metà  di  B{0)A,  parte  del  secondo, 
anche  C(V)Bj  che  è  la  parte  rimanente  del  primo, 
«è  metà  di  C{0)B,  che  è  la  rimanente  parte  del  se- 
•condo.  Q). 

4^.  Poiché  il  raggio  tirato  al  punto  di  contatto  è 
normale  [243]  alla  tangente,  l'angolo  TVA  eretto. 
Xi' angolo  al  centro,  che  comprende  lo  stesso  arco, 
è  l'angolo  biretto  VOA.  È  dunque  T(V)A  metà 
di  V(0)A. 

6*.  Essendo  T(V)A  metà  di  V{0)A,  e  a(v)D 
lìietà  di  A{0)D,  anche  T(V)D  è  metà  dell'angolo 
concavo  VOD. 

6\  Essendo  T(7)4metàdi  7(0)4,  e  C(V)A, 
parte  del  primo,  metà  di  C(0)A,  parte  del  secondo, 
anche  T(7)(7,  che  è  la  parte  rimanente  del  primo, 

(^)  Oppure:  dimezzando  coi  raggi  OH^OK  gli  angoli  BOA^ 
€0B,  abbiamo:  C(7)A  =  K{0)He  B(V)A  =  B{0)H.  Quindi 

.èC{Y)B^K{0)B. 


—  172  — 

è  metà  di  V(0)C,  che  è  la  rimanente  parte  del  se-- 
condo.  (^). 

3#8.  Cor.  1^.  Tutti  gli  angoli  iscritti  in  uno  stesso 
arco  sono  eguali. 

Infatti  ciascuno  è  metà  di  quell'angolo  al  centra 
che  comprende  il  rimanente  arco  del  cerchio. 

3#9.  Cor*  1t^.  Ogni  angolo  iscritto  in  mezzo  cerchio 
è  retto. 

Infatti,  l'angolo  al  centro  corrispondente  è  biretto. 

350.  Cor.  3^.  In  uno  stesso  cerchio,  o  in  cerchi 
eguali,  angoli  al  cerchio  eguali  comprendono  archi  eguali^ 

Infatti  gli  angoli  al  centro,  che  comprendono  gli 
stessi  archi,  perchè  rispettivamente  doppi  [347]  di  an- 
goli eguali,  sono  eguali.  E  si  sa  che  angoli  al  centra 
eguali  comprendono  archi  eguali.  [221]. 

351.  Cor.  4^.  In  uno  stesso  cerchio  o  in  cerchi 
eguali,  angoli  al  cerchio,  che  comprendono  archi  eguali 
{angoli  iscritti  in  archi  eguali),  sono  egu^di. 

Infatti  gli  angoli  al  centro,  che  comprendono  gli 
stessi  archi^  sono  eguali  [225],  e  quindi  sono  eguali 
anche  gli  angoli  al  cerchio.  [347]. 

35JS.  Cor.  5^.  In  ogni  quadrangolo  iscritto  ini 
un  cerchio  gli  angoli  opposti  sono  supplementari. 

Infatti  gli  archi  compresi  da 
due  angoli  opposti  del  quadrangolo 
formano  l'intero  cerchio.  Quindi 
gU  angoU  al  centro  che  compren- 
dono gli  stèssi  archi,  danno  una 
somma  eguale  a  quattro  retti  [141], 
e  per  conseguenza  [347]  i  due  angoli 
del  quadrangolo  danno  una  somma  eguale  a  due  retti. 

0)  Oppure:  tirando  da  0  il  segmento  OAf  normale  a  VC^ 
si  trova  che  T{V)C  è  uguale  a  V{0)M,  che  è  metà  di  V{0)C. 
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Condizione  perchè  quattro  punti  appartengano 
ad  uno  stesso  cerchio. 

353.  Teor.  8e  due  triangoli  hanno  un  lato  in  co- 
mune, cadono  da  una  stessa  landa  di  questo  lato,  e  gli 
•angoli  opposti  al  lato  stesso  sono  eguali,  i  vertici  dei 
triangoli  giacciono  sopra  uno  stesso  cerchio. 

Blm.  Sia  ABC  uà  triangolo  qualunque.  De- 
scrivo il  cerchio  che  passa  per  i  suoi  tre  vertici.  [285]. 
Dico  che  qualunque  altro  triangolo  costruito  su  AB, 
dalla  stessa  banda  dove  si  trova  ABC,  e  nel  quale 
rangole  opposto  al  lato  AB  sìa  uguale  a  B{C)A,  ha 
anche  il  terzo  vertice  sul  cerchio  A  GB. 

Sia  ABD  un  triangolo  cosi  fatto,  e  ammettiamo 
che  il  punto  D  non  cada  sul  cerchio. 

Poiché  nei  due  triangoli  ABC,  ABD  gli  angoli 
in  C  e  jD  sono  eguali^  la  somma  degli  altri  due  angoli 
d'un  triangolo  è  uguale  alla  somma  degli  altri  due 
angoli  dell'altro.  Cosi,  essendo  D{A)B  <  C{A)B{^), 
è  necessariamente  A(B)D  >  A{B)C.  Ne  segue  che 

il  lato  AD  taglia  necessaria- 
mente il  lato  CB]  chiamiamo  U 
il  punto  d'intersezione.  Poiché 
codesto  punto  JS  appartiene  alla 
corda  B  C  del  cerchio,  la  retta 
AD,  che  passa  per  JS,  incontra 
[102]  il  cerchio  in  due  punti  si- 
tuati da  bande  opposte  rispetto 
ad  E.  Uno  di  questi  punti  é  A;  l'altro  sia  il  punto  F. 
Si  tiri  BF. 

(^)  Se  codesti  due  angoli  fossero  eguali,  i  triangoli  coin- 
ciderebbero [175],  e  ciò  contro  l'ipotesi  che  essi  siano  distinti. 
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Ora  gli  angoli  BCA^  BFAj  perchè  iscritti  nello 
stesso  arco  ACFB,  sono  [348]  eguali.  Ed  essendo 
per  ipotesi  B{C)A  =  B{D)A^  ne  segue  essere 
B(F)A  =  B(D)A.  Ciò  non  può  darsi,  perchè  uno 
è  un  angolo  di  un  triangolo,  e  T  altro  è  un  angolo 
esterno  opposto  del  triangolo  stesso.  [152].  Conchiu- 
diamo che  i  quattro  punti  J.,  B,  C,  D  appartengono 
ad  uno  stesso  cerchio. 

354.  Teor.  Se  due  triangoli  hanno  un  lato  in 
comune,  cadono  da  bande  opposte  del  lato  comune,  e 
gli  angoli  opposti  a  questo  lato  sono  supplementari^  i 
vertici  dei  triangoli  giacciono  sopra  uno  stesso  cer- 
chio. (^). 

Blm.  Nel  quadrangolo  AB  CD  gli  angoli  oppo- 
sti siano  supplementari. 

Si  descriva  il  cerchio  che  passa  per  tre  vertici  [285]  ; 
sia  quello  che  passa  per  A,  B,  C, 
Dico  che  sti  questo  cerchio  giace 
anche  il  vertice  D. 

Preso  suir  arco  ACjivl  pun- 
to E  qualunque,  tiro  E  A,  EC. 
Poiché  il  quadrangolo  AB  CE  è 
iscritto  in  un  cerchio,  l'angolo  in 
E  è  supplementare  dell'angolo 
in  JB.  [352].  Ma  per  ipotesi  anche  l'angolo  in  D  è  sup- 
plementare dell'angolo  in  J8;  quindi  gli  angoli  in  E 
e  D  sono  eguali.  Per  conseguenza  [353]  il  cerchio  che 
passa  per  i  punti  J.,  E^  C,  ossia  il  [215]  cerchio  che 
passa  per  J.,  J8  e  C,  passa  anche  per  D. 

355.  Def.  Un  arco  si  dice  capace  di  un  certo  an- 

{})  Questo  teorema  si  può  enunciare:  Se  gli  angoli  opposti 
d^un  quadrangolo  sono  supplementari,  i  vertici  del  quandrangola 
giacdwio  in  uno  stesso  cerchio  {il  quadrangolo  è  iscrUHMle), 
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golo,  se  Tino,  e  quindi  [348]  tutti  gli  angoli  iscritti  in 
esso  sono  eguali  a  quell'  angolo  dato. 

356.  Probi.  Unire  due  punti  con  un  arco  che  sia 
capace  di  un  angolo  dato. 

Rls0l.  Siano  A^  B  ì  punti  dati,  nei  quali  deve 
avere  le  estremità  Tarco  da  costruire,  e  chiamiamo  a 
l'angolo  a  cui  devono  essere  uguali  gli  angoli  iscritti 
nell'arco. 

Si  costruisca  in  A  l'angolo  BAJE  uguale  al  dato 
a;  poi  si  tiri  \b,  AF  normale  ad  A  E,  e  infine  si 
tiri  l'asse  del  segmento  AB.  TI  punto  0,  in  cui  le 

rette -i-F,  CZ)8'incontrano[284:], 
è  equidistante  de^  A  e  B.  [184]. 
L'arco  ABj  descritto  con  centro 
0  e  raggio  OA,  e  l'arco  doman- 
dato. 

Bim.  Infatti  la  retta  AJE, 
perchè  normale  al  raggio  OA 
in  Aj  è  tangente  [241]  al  cer- 
chio; per  conseguenza  l'angolo 
BAE  è  uno  degli  iscritti  [346] 
nell'arco  AB.  Perciò  [348]  l' arco 
AB  è  capace  dell'  angolo  dato. 

Costruendo  in  ^  e  sulla  AB  un  angolo  a  dall'al- 
tra banda  della  retta  AB,  e  tirando  poi  la  normale 
in  A  al  lato  del  nuovo  angolo,  si  trova  sulla  CD  un 
altro  punto  0',  simmetrico  del  punto  0  rispetto  ad 
ABj  e  che  è  centro  d'un  altro  arco,  che  termina  esso 
pure  in  J.  e  jB,  e  che  è  capace  dell'angolo  a. 

Se  l'angolo  a  è  retto,  i  due  archi  sono  i  semi- 
cerchi che  hanno  le  loro  estremità  nei  punti  A,  B. 

357.  Teor.  Il  luogo  degli  vertici  degli  angoli,  che 
sono  eguali  a  un  angolo  dato  e  i  cui  lati  passano  per  due 
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punti  dati,  è  composto  dei  due  archi  che  hanno  le  estre-- 
mità  nei  punti  dati  e  che  sono  capaci  deW  angolo  dato, 

Blm.  Infatti  ogni  punto  dei  due  archi  gode  di 
quella  proprietà  [356],  e  ogni  punto  che  goda  di 
quella  proprietà  appartiene  all'uno  o  all'altro  dei  due 
archi.  [353]. 

Esercizi. 

401.  Se  per  uno  dei  punti  d'intersezione  di  due  cerchi  si  tirano 
due  diametri,  le  estremità  di  questi,  opposte  al  punto  co- 
mune, e  l'altro  punto  d'intersezione  sono  allineati. 

402.  Se  sopra  due  lati  di  un  triangolo  si  costruiscono  due  cer- 
chi, e,  condotte  due  parallele  per  le  estremità  del  terzo 
lato,  si  segnano  i  pimti  dove  queste  tornano  ad  incon- 
trare i  cerchi,  questi  due  punti  sono  allineati  col  vertice 
del  triangolo  opposto  al  terzo  lato.  [349,  86]. 

403.  Se  sui  lati  di  un  quadrangolo,  si  costruiscono  quattro  cer- 
chi, e  per  due  vertici  opposti  si  tirano  due  segmenti  pa- 
ralleli fino  ai  cerchi,  codesti  segmenti  sono  lati  opposti  di 
un  rettangolo.  [402]. 

404.  Se  due  corde  si  segano  ad  angoli  retti,  la  somma  di  due 
archi  non  consecutivi  è  uguale  alla  somma  degli  altri  due. 
(Si  tirino  i  diametri  paralleli  alle  corde). 

405.  Secondo  che  un  triangolo  è  acutangolo,  rettangolo  od  ot- 
tusangolo, il  centro  del  cerchio  circoscritto  cade  nell'in- 
terno del  triangolo,  sopra  un  lato  o  fuori. 

406.  Se  due  punti,  presi  ad  arbitrio  sopra  un  cerchio,  si  uni- 
scono col  punto  di  contatto  di  una  tangente,  si  ottiene  un 
angolo,  che  è  maggiore  di  qualunque  altro,  che  si  ottiene 
unendo  i  punti  stessi  con  un  altro  punto  della  tangente. 

407.  Se  per  il  punto  di  contatto  di  due  cerchi,  si  tirano  due 
rette,  che  taglino  uno  dei  cerchi  nei  punti  A,  A'  e  l'altro 
nei  punti  B^  B\  le  rette  AA\  BB*  sono  parallele. 

408. Come  si  può  trovare  il  centro  d'un  cerchio  mediante  la 

sola  squadra? 
409.  Dimostrare  che,  quando  siano  dati  tre  punti  di  un  cerchio, 

si  possono  trovare  quanti  altri  punti  si  vogliono,  senza  far 

uso  del  centro.  [353]. 
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410.  Se  dalle  estremità  di  clascano  di  due  lati  opposti  di  nit 
quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio  si  conducono  le  nor- 
mali al  lato  opposto,  i  piedi  delle  normali  sono  sopra  uno 
stesso  cerchio.  [354]. 

411.  Se  si  dimezza  un  angolo  iscritto  in  un  cerchio,  e  per  il 
punto,  dove  la  bisettrice  incontra  il  cerchio,  si  conduce 
la  corda  parallela  a  un  lato  dell'  angolo,  questa  corda  è 
uguale  all'altro  lato.  [350]. 

41 2.  Se  una  di  due  tangenti,  condotte  a  un  cerchio  da  uno 
stesso  punto,  si  prolunga  di  là  dal  punto  comune  di  una 
parte  uguale  aUa  tangente  stessa,  l'estremità  del  prolun- 
gamento, il  punto  di  contatto  dell'  altra  tangente,  e  l'estre- 

^  mità  del  diametro,  tirato  per  il  punto  di  contatto  della  prima 

tangente,  sono  allrneati. 
41 3. In  ogni  triangolo  l'asse  di  un  lato  incontra  la  bisettrice 
dell'angolo  opposto  e  la  bisettrice  dell'angolo  estemo  op- 
posto in  punti,  che  appartengono  al  cerchio  circoscritto 

^  al  triangolo. 

41 4.  La  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo   fa  angoli 
^  eguali  con  l' altezza  e  col  raggio  del  cerchio  circoscritto 

uscenti  dallo  stesso  vertice.   (In  qual  punto  la  bisettrice 
incontra  nuovamente  il  cerchio  circoscritto?). 

415.  Se  i  lati  di  parecchi  angoli  eguali  passano  per  due  mede- 
simi punti,  e  i  loro  vertici  cadono  da  una  stessa  banda 
della  retta  che  passa  per  i  due  punti,  le  bisettrici  degli 
angoli  passano  per  uno  stesso  punto.  [353,  351]. 

'  416.11  punto,  dove  la  bisettrice  di  un  angolo  di  un  triangolo 

toma  a  tagliare  il  cerchio  circoscritto,   dista  egualmente 

/  dai  termini  del  lato  opposto  all'angolo  bisecato  e  dal  cen- 

tro del  cerchio  iscrìtto. 

41 7.  Prolungando  una  delle  altezze  di  un  triangolo  fino  ad  in^. 
centrare  il  cerchio  circoscrìtto,  si  ottiene  un  punto,  che  è 
simmetrìco  di  quello  delle  altezze  rìspetto  al  lato  su  cui 
cade  l'altezza  considerata.  Dedurre  che  le  tre  altezze  pas- 

^  sano  per  un  medesimo  punto. 

41 8.  Se  un  angolo  ha  il  vertice  nell'  interno  di  un  cerchio,  esso 
è  uguale  alla  semisomma  degli  angoli  al  centro,  che  insi- 
stono sugli  archi  compresi,  uno  dai  lati  dell'angolo,  l'al- 
tro dai  prolungamenti  dei  lati.  (Per  uno  degli  estremi  di 
una  corda  si  conduca  la  parallela  all'altra). 
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419.  Se  nn  angolo  ha  il  vertice  faori  di  nn  cerchio,  e  1  suoi 
lati  tagliano  il  cerchio,  esso  è  aguale  alla  semidifferenza 
dei  due  angoli  al  centro,  che  insistono  sugli  archi  com- 
presi dai  lati  dell'  angolo.  (Per  uno  degli  estremi  dell'arco 
minore  si  tiri  la  parallela  all^altra  secante). 

420.  L'angolo  compreso  tra  una  tangente  e  una  secante,  con- 
dotte ad  un  cerchio  da  uno  stesso  punto,  è  uguale  alla 
semidifferenza  dei  due  angoli  al  centro  che  insistono  sui 
due  archi  compresi  tra  1  lati  dell'angolo. 

421.  Se  una  corda  di  un  cerchio  si  prolunga  di  un  segmenta 
eguale  al  raggio,  e  per  l'estremità  del  prolungamento  e 
per  il  centro  si  tira  una  retta,  uno  dei  due  archi,  compresi 
tra  le  secanti,  è  il  triplo  dell'altro.  (Si  tirerà  la  parallela 
alla  secante  che  passa  per  il  centro). 

422.  Le  altezze  di  un  triangolo  dimezzano  gli  angoli  del  trian^^ 
golo  che  ha  1  vertici  nei  piedi  delle  altezze.  (Bisogna 
considerare  i  cerchi,  che  hanno  per  diametri  1  segmenti 
che  uniscono  il  punto  delle  altezze  coi  vertici  del  trian- 
golo. [854,  848]). 

423.  Se  si  prolungano  le  altezze  di  un  triangolo  fino  ad  incon- 
trare il  cerchio  circoscritto,  e  si  uniscono  1  punti  d' inter- 
sezione, si  ottiene  un  triangolo,  i  cui  angoli  sono  dimez- 
zati dalle  altezze.  [348]. 

424.  Se  per  una  estremità  di  un  lato  di  un  triangolo  si  tira  la 
normale  al  lato,  e  la  si  protrae  fino  ad  incontrare  il  cer- 
chio circoscritto,  cotal  corda  è  uguale  a  quel  segmento  che 
è  compreso  tra  il  punto  delle  altezze  e  il  vertice  opposto  aT 
lato  considerato.  (L'estremità  della  normale  e  l'altra  estre- 
mità del  lato,  su  cui  è  tirata,  sono  punti  diametralmente 
opposti.  [353]). 

425.  Luogo  dei  punti  di  mezzo  delle  corde  di  un  cerchio,  che' 
passano  (prolungate  se  il  punto  è  estemo)  per  uno  stessa 
punto.  [353]. 

426.  Luogo  del  centri  dei  cerchi  iscritti  nei  triangoli,  che  hanna 
un  lato  in  comune  ed  eguale  l' angolo  opposto  al  lata 
comune. 

427.  Luogo  del  punti  di  concorso  delle  altezze  dei  triangoli  aventi 
un  lato  comune  ed  eguali  gli  angoli  opposti  al  lato  comune. 

428. In  un  cerchio,  condotto  un  diametro  AB,  si  tiri  per  A  una 
cordf^.  ACj  e  sul  prolungamento  si  faccia  CD  =  CB.  Si 
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domanda  il  luogo  del  punto  D.  (L'angolo  ADB  è  co- 
stante). 

429.  Come  si  può,  avendo  un  cerchio  ed  il  centro,  e  soltanto 
un  istrumento  per  condurre  parallele,  dimezzare  un  an- 
golo dato  nel  piano  del  cerchio? 

430.  Condurre  una  tangente  a  un  cerchio  dato  da  un  punto 
estemo  dato,  e  conchiudere  che  non  si  possono  tirare  che 
due  sole  tangenti.  (L'analisi  suggerisce  [357]  costruzione 
diversa  da  quella  indicata  nel  §  244). 

431.  Tagliare  da  un  dato  cerchio  un  arco  che  sia  capace  di  un 
angolo  dato. 

432.  Con  centro  dato,  descrivere  un  cerchio  il  quale  tagli  una 
retta  data  in  modo  che  uno  dei  due  archi,  in  cui  resta  di- 
viso dalla  retta,  sia  capace  di  un  angolo  dato.  [148,  847]. 

433. Per  un  punto,  dato  nell'interno  di  un  cerchio,  condurre 
una  corda  in  modo  che  1'  angolo,  che  essa  forma  con  la 
tangente  tirata  per  una  estremità,  sia  il  più  piccolo  pos- 
sibile. [347]. 

434.  Trovare  un  punto  tale  che  le  rette,  che  Io  uniscono  ai  ver- 
tici di  un  triangolo  dato,  comprendano  angoli  eguali.  [857]. 

435.  Per  un  punto,  dato  fuori  di  un  cerchio,  tirare  cotal  se- 
cante, che  uno  degli  archi,  in  cui  il  cerchio  resta  diviso, 
sia  capace  di  un  angolo  dato.  [351, 173]. 

436. Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto  e 
la  distanza  del  vertice  di  questo  angolo  da  un  punto  dato. 

437. Costruire  un  triangolo,  conoscendo  un  lato,  l'angolo  op- 
posto e  l'altezza  calata  sul  lato  dato.  [857]. 

438.  In  un  cerchio  dato  iscrivere  un  triangolo,  che  abbia  gli 
angoli  rispettivamente  uguali  a  quelli  di  un  triangolo 
dato.  [351,  230). 

439.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo,  i  cui  lati  siano  ri- 
spettivamente paralleli  a  tre  rette  date. 

440. Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  l'altezza  relativa 

e  il  raggio  del  cerchio  circoscritto.  [851]. 
441. Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto  e 

la  somma  degli  altri  due  lati.  [857]. 
442. Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto  e 

la  differenza  dei  lati  che  comprendono  questo  angolo.  [857]. 
443.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  angolo,  il  perimetro  e  il 

raggio  del  cerchio  circoscritta  [851,  280]. 
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444. Costruire  un  triangolo  di  cui  sono  date  l'altezza,  la  bi- 
settrice e  la  mediana  uscenti  da  uno  stesso  vertice.  [74]. 
.  (Posta  l'altezza  normalmente  ad  una  retta,  si  tirino  la  me- 
diana e  la  bisettrice.  E  per  l'estremità  della  mediana  la 
normale  alla  retta.  [414]). 

445.  Iscrìvere  in  un  cerchio  un  triangolo,  due  lati  del  quale 
siano  paralleli  a  due  rette  date,  ed  il  cui  terzo  lato  passi 
per  un  punto  dato.  (Per  un  punto  del  cerchio  si  tirino 
due  parallele  alle  rette.  [173]). 

446.Ck>struire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto  e  il 
raggio  del  cerchio  iscritto.  (H  centro  di  questo  cerchio 
dev'essere  sopra  una  parallela  e  sopra  un  arco...  [426]). 

447.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  piedi  delle  altezze.  [422]. 

448.  Costruire  un  triangolo,  dati  i  piedi  di  due  altezze  e  la 
retta  sulla  quale  sta  il  lato  corrispondente  alla  terza  al- 
tezza. [422,63]. 

449.  Costruire  un  quadrangolo,  dati  due  angoli  opposti,  un  lato 
e  le  diagonali.  [357]. 

450.  Costruire  un  quadrangolo,  dati  due  angoli  opposti,  le  dia- 
gonali, e  l'angolo  delle  diagonali.  [385]^ 

451. Dati  tre  punti  d'un  cerchio,  tirare  la  tangente  in  uno  di 
essi,  senza  determinar  prima  il  centro  del  cerchio.  [347]. 

452.  In  ogni  triangolo  i  punti  di  mezzo  dei  lati,  i  piedi  delle 
altezze,  e  i  punti  medi  dei  segmenti  compresi  tra  il  punto 
delle  altezze  e  i  vertici  del  triangolo  stanno  sopra  uno 
stesso  cerchio.  (Cerchio  dei  nove  punti). 

A5S.ABC  è  un  triangolo  iscritto  in  un  cerchio  di  centro  0,  e  D 
<  è  il  punto  di  mezzo  dell'arco  BC,  Dimostrare  che  l'an- 
golo ADO  è  la  semidifferenza  degli  angoli  in  JB  ed  in  C 

454.  Se  in  un  poligono  di  2n  lati,  iscritto  in  un  cerchio,  i  primi 
(n  —  1)  lati  sono  ordinatamente  paralleli  a  quelli  che  se- 
guono l'ti-e^mo,  anche  Vn.esimo  è  parallelo  all'ultimo. 

455. Se  per  l'estremità  A  di  una  corda  ^^  si  conduce  la  tan- 
gente al  cerchio,  e,  preso  su  questa  un  segmento  AC=AB^ 
si  tira  la  retta  C  J?,  questa  incontra  il  cerchio  in  un  punto  2> 
tale  che  è  CD  =  DA.  [347,  286]. 

456.  Se  dal  punto  A^  punto  di  mezzo  di  un  arco  BC^  si  tirano 
nel  cerchio  due  corde  AD,  A  E,  che  taglino  la  corda  BO 
rispettivamente  nei  punti  JET,  K,  i  quattro  punti  D,  JT, 
H,  K  stanno  sopra  un  medesimo  cerchio.  [348,  354]. 
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457.  Se  ad  un  triangolo  equilatero  è  circoscrìtto  un  cerchio,  é  fH 
uniscono  i  punti  di  mezzo  di  due  degli  archi  nei  quali  il 
cerchio  è  tagliato  dai  vertici  del  triangolo,  si  ha  una  corda 
che  è  divisa  in  tre  parti  uguali  dai  lati  del  triangolo  dato. 

458.  Se  si  prolungano  le  bisettrici  di  due  angoli  di  un  trìan*- 
golo  fino  ad  incontrare  il  cerchio  circoscritto,  e  si  uni- 
scono questi  punti  del  cerchio,  si  ottiene  l'asse  di  quel 
segmento  della  terza  bisettrice,  che  è  compreso  tra  il  ver- 
tice del  triangolo  e  il  punto  di  concorso  delle  bisettrici. 
[380,  348, 17B]. 

459.  Se  due  cerchi  si  segano  in  i2  ed  in  5,  e  per  il  punto  B  si 
tirino  delle  rette  che  taglino  uno  dei  cerchi  in  A^B^C , , , 

^  e  r altro  in  A\  B',  C . . . ,  sono  eguali  gli  angoli  ai  centri 

che  comprendono  gli  archi  SA  eà  SA\  8B  eà  SB'  , , , 

AB  ed  A'B' I  triangoli  8 AB  ed  SA'B%SAC  ed 

SA'C  ....  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali. 
460. Siano  A  e  B  ì  punti  d'intersezione  di  due  cerchi  eguali, 

^  che  passano  ciascuno  per  il  centro  dell'  altro.  Tirata  per  A 

una  retta,  che  tagli  i  due  cerchi  nei  punti  C  e  D,  si  uni- 

^  scano  questi  punti  con  B.  H  triangolo  BCD  h  equilatero. 

461.  Se  AB^  BC,  CD,  sono  tre  archi  consecutivi  di  un  cerchia, 
e  i  due  primi  sono  eguali,  e,  tirata  d&  B  ì&  BE  nor- 
male alla  corda  AD,  si  prende  sulla  corda  un  segmento 
EF  =  AE,ì  segmenti  CD  ed  FD  sono  eguali.  [352]. 

462.  Se  due  cerchi  eguali  si  tagliano,  e  se,  facendo  centro  in 
uno  dei  punti  d'intersezione,  si  descrive  un  cerchio  che 
tagli  ambidue  i  cerchi  dati,  l'altro  punto  d'intersezione 
di  questi  ultimi  e  due  dei  punti,  dove  essi  sono  tagliati 
dal  terzo,  sono  allineati. 

463.  Se  si  unisce  un  punto  qualunque  del  cerchio  circoscritto 
ad  un  triangolo  equilatero  coi  vertici  del  triangolo,  si  ot-  ' 
tengono  tre  segmenti,  uno  de'  quali  è  uguale  alla  somma 
degli  altri  due.  (Dal  punto  del  cerchio  si  porti  sul  mag- 
giore un  segmento  eguale  ad  uno  degli  altri  due.  Si  ot- 

p  tiene  cosi  un  triangolo  equilatero;  ecc.). 

464.  Se  A,  B,  C  sono  tre  punti  di  un  cerchio,  e  D  è  H  punto 
di  mezzo  dell'  arco  AB  eà  E  hU.  punto  di  mezzo  dell'  arco 
CA,  e  si  dicono  H,  K  ì  punti  nei  quali  la  corda  DE 
taglia  rispettivamente  le  corde  AB,  AC,  è  AH  ^  AK. 
[286,  361]. 
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465.  Se  sulla  corda  comune  di  due  cerchi  eguali,  che  si  taglia- 
no, si  descrive  un  cerchio,  ogni  segmento,  che  abhia  le 
estremità  sui  due  cerchi  e  passi  per  uno  dei  punti  d'in- 
tersezione, è  bisecato  dal  terzo  cerchio. 

466.  Se  dal  centro  di  un  cerchio  si  tira  la  normale  ad  una 
secante  data,  e  condotta  per  il  piede  della  normale  una 
corda  ad  arbitrio,  si  tirano  poi  per  le  estremità  della  corda 
le  tangenti  al  cerchio,  i  segmenti  della  secante,  rispetti- 
vamente  compresi  tra  le  tangenti  ed  il  cerchio,  sono  eguali» 
(Bisogna  descrivere  i  cerchi,  che  hanno  per  diametri  i  seg- 
menti tirati  dal  centro  a  quei  punti,  dove  la  secante  è  in- 
contrata dalle  tangenti). 

467.  Se  un  raggio  di  un  cerchio  è  diametro  di  un  altro  cerchio, 
e  dal  centro  del  primo  si  tirano  due  raggi  che  taglino  il 
secondo,  la  corda  dell'arco  del  cerchio  minore,  compreso 
tra  i  raggi,  è  ugnale  alla  normale  tirata  dall'estremità  di 
un  raggio  sull'altro  raggio.  (Per  uno  degli  estremi  del- 
l'arco del  cerchio  minore  si  tiri  il  diametro  di  codesto 
cerchio,  e  si  uniscano  le  altre  estremità  dell'arco  e  del 
diametro). 

468.1  cerchi,  ciascuno  dei  quali  passi  per  due  vertici  di  un 
triangolo  e  per  il  punto  delle  altezze,  sono  eguali  al  cer- 
chio circoscritto  al  triangolo.  (Sia  ABC  il  triangolo  ed  O 
il  punto  delle  altezze,  e  Z>  il  piede  di  quella  che  cade  sul 
lato  AB.  Si  prolunghi  OD,  in  modo  che  sia  DE=ODi 
poi  si  provi  che  B{C)A  ed  AiE)B  sono  supplementari). 

469.  Se  C  è  il  punto  di  mezzo  di  un  arco  ^^,  e  D  è  un  altro  pun- 
to qualsivoglia  dell'arco  stesso,  e  AC  +  CB>  AD  +  DB. 
Dedurre  che  il  perimetro  del  poligono  regolare  di  n  -{-  1 
lati  iscritto  in  un  cerchio  è  maggiore  del  perimetro  del 
poligono  regolare  di  n  lati  iscritto  nel  cerchio  stesso.  (Sul 
prolungamento  di  ^C  si  prenda  CE  =  CA  =  CB  e  sul 
pn^ungamento  ài  AD  %i  prenda  DF  =  DB.  Gli  angoli 
AEBy  AFB  sono  eguali,  epperò  i  punti  A,  J7,  JP,  B  ap* 
partengono  ad  un  cerchio,  di  cui  AE  è  xm  diametro). 

470.  Se  due  cerchi  si  tagliano  ed  uno  passa  per  li  centro  del- 
l'altro, due  corde  di  questo,  tirate  dai  punti  d'intersezione 
e  che  si  seghino  sul  primo  cerchio,  sono  eguali.  (Si  con- 
ducano nel  secondo  cerchio  i  diametri,  che  hanno  le  estre- 
mità nei  punti  d'intersezione.  [848,851]). 


/ 
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471. Se  sopra  un  lato  J3C  di  un  triangolo  equilatero  ABC  9l 
costruisce  internamente  al  triangolo  Parco  che  tocca  i  due 
lati  A B^  AC  in  ^  ed  in  C,  e  si  conducono  per  B  e  per  C 
due  segmenti,  che  s'incontrino  sull'arco  e  terminino  sui 
lati  AB,  AC,  questi  due  segmenti  sono  eguali  [347, 175]. 

472.  Se  due  cerchi  si  toccano  internamente,  e  condotta  nel 
maggiore  una  corda  tangente  al  minore,  si  uniscono  le 
estremità  della  corda  e  il  punto  di  contatto  col  punto  co- 
mune ai  due  cerchi,  si  ottengono  tre  segmenti,  T  ultimo 
dei  quali  dimezza  l'angolo  degli  altri  due.  [347]. 

473. Da  C,  punto  di  mezzo  di  un  arco  AB,  ai  tiri  la  normale 
CE  al  diametro  AD,  e  si  tiri  la  CD.  Sia  JP"  il  punto 
d'intersezione  della  corda  AB  con  la  retta  CD.  Dimo- 
strare che  il  segmento  AF  è  dimezzato  dalla  CE.  (Dicasi 
M  il  punto  d' interseziona  Anzitutto  si  proverà  essere 
AM=:  MC). 

474. Se  sopra  i  lati  di  un  triangolo  qualunque  ABC  si  costrui- 
scono, esteriormente  al  triangolo,  tre  triangoli  equilateri 
ABC,  BCA\  CAB',  e  si  conducono  i  tre  segmenti  AA\ 
BB',  ce,  questi  sono  eguali,  e  s'incontrano  in  uno  stesso 
punto  0,  dal  quale  i  lati  del  triangolo  dato  sono  visti  sotto 
angoli  eguali  (*).  (Si  tirino  dapprima  due  soli  dei  segmenti, 
ad  es.  AA*,  BB*,  e  si  provi  che  sono  eguali.  Poi,  tirato 
OC,  si  osservi  che  1  quattro  punti  0,  C,B*,  A  stanno  so- 
pra un  medesimo  cerchio,  e  cosi  i  quattro  0,  C,  A',  B.  Os- 
servando gli  angoli  AOC,  COB,  si  conchiude  che  anche 
i  quattro  punti  A,  0,  B,  C  sono  sopra  uno  stesso  cer- 
chio; ecc.). 

476.1  piedi  delle  normali,  condotte  ai  lati  di  un  triangolo  da 
un  punto  del  cerchio  circoscritto,  sono  allineati.  (Bisogna 
considerare  due  cerchi  aventi  rispettivamente  per  diame- 
tri due  dei  segmenti  che  uniscono  il  punto  preso  sul  cer- 
chio co'  vertici  del  triangolo). 

476i  Luogo  del  punto  di  mezzo  del  segmento,  che  unisce  i 
punti  di  mezzo  di  due  lati  AB^  AC  ài  jul  triangolo,  1  cui 
vertici  B  e  C  sono  £s8i,  o  nel  quale  l'angolo  A  è  costante. 
[328,  bis;  331]. 

<*)  Si  dice  ohe  un  aegxnento  AB  ò  veduto  da  uu  punto  0  sotto  l'an- 
golo a,  se  l'angolo  AOB  è  uguale  all'angolo  a. 
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477.  Se  sopra  nn  cerchio  di  centro  0  si  prendono  due  archi 
eguali  AB,  CD,  non  consecntlvi,  e  si  tirano  le  corde  AC^ 
BD,  che  si  tagliano  in  £,  i  pnnti  A,  B,E,0  sono  sopra  nno 
stesso  cerchio.  E  se  una  corda  AF  del  cerchio  dato,  con- 
dotta per  A,  taglia  in  JBTll  secondo  cerchio,  è  FH  =  KB. 

478.  Se  si  tirano  le  normali  a  nna  corda  nelle  estremità,  e  dal 
pnnti,  dove  queste  normali  incontrano  un  diametro  quaisl- 
Toglia,  si  tirano  [63]  a  nn  punto  della  corda  quei  due  seg- 
menti, che  formano  con  la  corda  stessa  angoli  eguali,  la 
somma  di  cosi  fatti  segmenti  è  ugnale  al  diametro  del 
cerchio  dato.  (Si  tiri  un  diametro  per  una  deUe  estremità 
della  corda.  [828,  bis]). 

479.1  punti  delle  altezze  dei  quattro  triangoli  determinati  dai 
vertici  di  un  quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio  sono  i 
vertici  di  un  quadrangolo  eguale  al  dato.  (I  due  quadran- 
goli hanno  i  lati,  a  due  a.  due,  uguali  e  paralleli). 

480. ^J? CD  è  un  quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio.  Si  pro- 
lunghino AD,  BC  fino  al  loro  incontro  in  J^;  da  un  punto 
qualunque  ^  di  DJ^  si  conduca  FK  parallela  a  BE,^sìo 
ad  incontrare  CD  in  ^,  e  si  conduca  FB,  che  tagli  il  cer- 
chio in  K,  Dimostrare  che  KK  taglierà  di  nuovo  il  cer- 
chio in  un  punto  fisso  0,  [848]. 

481.  Sono  dati  tre  punti  A,  B,  C  e  una  retta  passante  per  A» 
Si  vuol  descrìvere  un  cerchio,  che  passi  per  A  e  per  B,  e 
che  tagli  la  retta  data  in  un  punto  D,  in  modo  che  DO 
sia  una  tangente  del  cerchio.  (Studiando  la  figura  si  trova 
[847]  essere  C{D)B  =  DU)B). 

482.  Tirare  una  retta  che  tagli  due  cerchi  concentrici  in  modo 
che  la  parte,  compresa  nel  cerchio  maggiore,  sia  doppia 
di  quella  compresa  nel  cerchio  minore.  (Si  prolunghi  un 
raggio  del  cerchio  minore  di'  una  parte  uguale  al  raggia 
stesso,  e  si  descriva  un  cerchio  sul  prolungamento  presa 
come  diametro). 

483.  Per  un  punto  dato  si  vuol  condurre  una  retta  in  mod<> 
che  1  punti,  in  cui  essa  taglia  due  lati  di  un  triangolo» 
e  le  estremità  del  terzo  lato  siano  sopra  uno  stesso  cer- 
chio. [852,  243]. 

484.  Per  due  punti,  dati  sopra  un  cerchio,  tirare  due  rette  in 
modo  che  s' incontrino  sul  cerchio,  e  che,  incontrando 
una  retta  data,  formino  un  triangolo  isoscrie,  la  coi  base 
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giaccia  sa  questa  retta.  (Del  triangolo  si  conoscono  gli 
angoli  La  bisettrice  dell'angolo  al  vertice  dimezza  [851] 
l'arco  compreso  tra  i  punti  dati). 

485.  Trovare  un  punto  da  cui  due  dati  segmenti  sieno  visti 
sotto  angoli  egoali-  (L' angolo  è  uguale  a  quello  compreso 
dai  segmenti  [857]). 

486.  Date  due  parallele,  un  punto  A  sopra  di  una,  e  un  punto  0 
comunque,  condurre  per  0  una  retta,  che  tagli  la  paral- 
lela che  passa  per  A  in  X,  q  V  altra  in  F,  e  in  modo  che 
sia  AX  =  AY,  (Si  determinerà  il  punto  di  mezzo  [857] 
del  segmento  XT). 

487. Per  uno  dei  punti  d'intersezione  di  due  cerchi  condurre 
una  retta  in  modo  che  il  segmento  di  essa,  compreso  tra 
i  cerchi,  sia  eguale  ad  un  segmento  dato.  (Descritto  un 
cerchio  sul  segmento  dei  centri  preso  come  diametro,  si 
adatta  in  questo  come  corda  un  segmento  eguale  alla  metà 
del  dato  e  in  modo  che  un  termine  della  corda  sia  in  uno 
dei  centri.  Poi  per  il  punto  d'intersezione  si  condurrà  la 
parallela  aUa  corda). 

488.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  le 
proiezioni  su  essa  di  due  altri  punti  dati  abbiano  data 
distanza.  (Si  descriverà  il  cerchio,  di  cui  il  segmento  dei 
due  punti  è  un  diametro). 

489.  Tirare  per  due  punti  di  un  cerchio  dato  due  corde  paral- 
lele, la  cui  somma  sia  eguale  ad  un  segmento  dato.  [316, 
232]. 

490.  Costruire  un  triangolo  equilatero,  il  quale  abbia  i  vertici 
sopra  tre  rette  parallele.  (Si  consideri  il  cerchio  circo- 
scrìtto al  triangolo.  [348,  856]. 

491.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  un  triangolo  equila- 
tero, i  cui  lati  siano  eguali  a  un  segmento  dato.  (Si  con- 
sideri il  cerchio  circoscritto  al  triangolo  richiesto.  Se  ne 
conosce  il  centro  ed  il  raggio). 

492.  Su  tre  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto  determinare 
tre  punti  cosi  che  siano  i  vertici  di  un  triangolo  eguale 
a  un  dato.  (Si  risolva  il  problema:  trovare  un  punto  da 
cui  due  lati  del  triangolo  siano  veduti  sotto  angoli  eguali 
rispettivamente  a  quelli  compresi  dalle  rette  date.  Poi...). 

493.  Costruire  un  triangolo,  che  sia  eguale  a  un  triangolo  dato, 
e  i  cui  lati  passino  per  tre  punti  datL  (Uniti  tra  loro  i 
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pnnti  dati,  bisogna  costruire,  su  due  dei  segmenti,  dae  ar- 
chi capaci  rispettivamente  di  due  d^li  angoli  del  trian- 
golo dato.  Poi  bisogna  condarre  per  il  ponto  comune  ai 
due  cerchi  [487]  un  segmento,  terminato  sugli  archi  stessi, 
ed  eguale  a  quel  lato  del  triangolo  proposto,  che  è  adia- 
cente ai  due  angoli  considerati). 

494.1  centri  dei  cerchi  circoscrìtti  a  tre  triangoli  equilateri, 
costruiti  sui  lati  di  un  triangolo  qualunque  ed  estema- 
mente  al  triangolo,  sono  vertici  di  un  triangolo  equila- 
tero. [389].  (Teorema  proposto  per  la  dimostrazione  da 
Napoleone  a  Laobange). 

495. Circoscrìvere  a  un  quadrato  dato  un  quadrato  dilato  dato. 
(I  due  quadrati  hanno  in  comune  il  punto  d'incontro  delle 
diagonali.  Bisognerà  descrìvere  mezzo  cerchio,  che  abbia 
per  diametro  uno  dei  lati  del  quadrato  dato). 

496.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo  rettangolo  i  cui  ca- 
teti passino  per  due  punti  dati.  [337]. 

497.  Costruire  un  triangolo  rettangolo,  data  la  retta  su  cui 
giace  V  ipotenusa,  data  V  altezza  corrispondente  all'  ipo- 
tenusa, e  dati  due  punti  per  i  quali  devono  passare  i  ca- 
teti. [357]. 

498.  Iscrivere  in  un  dato  cerchio  un  triangolo  rettangolo,  di 
cui  è  noto  un  angolo  acuto,  essendo  poi  dato  un  punto 
per  il  quale  deve  passare  un  cateto.  [351,  230,  173]. 

499.  Iscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo,  che  abbia  un  lato 
eguale  a  un  segmento  dato,  e  i  cui  due  altri  lati,  prolun- 
gati se  occorra,  passino  per  due  dati  punti.  (Del  triangolo 
è  noto  l'angolo  [348]  opposto  al  lato  dato.  [357]). 

600.  In  un  dato  arco  di  cerchio  determinare  un  punto  in  modo 
che  le  corde,  tirate  da  esso  alle  estremità  dell'  arco,  diano 
una  somma  eguale  a  un  segmento  dato.  (Prolungando 
uno  dei  due  segmenti  di  una  parte  uguale  all'altro,  si  ha 
un  punto  che  si  trova  sopra  un  arco  capace  di  un  angolo 
metà  di  quello  iscritto  nell'arco  dato). 
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CAPITOLO  vin 

POLIGONI   REGOLARI 


306.  Nel  presente  capitolo  si  tratta  principal- 
mente della  costrazione  di  quei  poligoni  regolari,  nei 
quali  il  numero  dei  lati  è  uno  dei  seguenti:  3, 4, 5| 
16,  oppure  un  numero  che  da  uno  di  questi  si  possa 
dedurre  moltiplicando  replicatamente  per  2. 

Vedremo  che  il  problema  di  costruire  un  poligono 
regolare  si  riduce  a  quello  di  dividere  un  cerchio  qua- 
lunque in  tante  parti  eguali,  quanti  devono  essere  i 
lati  del  poligono. 

BOY.  Def.  Una  spezzata  si  dice  iscritta  in  un 
arco,  se  ha  i  suoi  vertici  sull'arco  e  le  estremità  nelle 
^estremità  dell'arco.  E  Tarco  si  dice  circoscritto  alla 
«pezzata. 

Una  spezzata  si  dice  circoscritta  a  un  arco,  se  i 
lati  sono  tangenti  all'arco  e  le  estremità  sono  sui  pro- 
lungamenti dei  raggi  condotti  alle  estremità  dell'arco. 
Ji  l' arco  si  dice  iscritto  nella  spezzata. 

Le  due  definizioni  precedenti  comprendono  come 
<;aso  particolare  quello  in  cui  le  estremità  della  spez- 
zata coincidono;  nel  qual  caso  la  spezzata  è  un  po- 
ligono e  l' arco  è  il  cerchio  intero. 

36§.  Teor.  Se  piit  di  due  archi  consecutivi  di  uno 
'etesso  cerchio  sono  eguali^  la  spezzata,  che  ha  per  lati  le 
'Corde  di  questi  archi,  è  regolare;  ed  è  regolare  anche  la 
-spezzata,  ciascun  vertice  della  quale  è  U  punto  d^  incon- 
tro delle  tangenti  tirate  ad  uno  degli  archi  nelle  estremità. 

JDlm.  In  un  cerchio  qualunque  siano  più  archi 
consecutivi  eguali  AB,  BC,  CD .... 
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Dico  che  la  spezzata  AB  CD ...  è  regolare;  e  che» 
le  tangenti  condotte  per  A^  B^  Cj  D . . .  j  incontran- 
dosi (})  nei  punti  iZ,  JT,  Jf,  iV. . . ,  formano  la  spez- 
zata HKMN. . . ,  che  è  anch^essa  regolare. 

Intanto,  poiché  archi  eguali  sottendono  corde 
uguaU  [230],  i  lati  AB,  BC, 
CD  .  .  .  della  spezzata  iscritta 
sono  eguali. 

Per  dimostrare  che  gli  an- 
goli della  spezzata  sono  tutti 
eguali,  basta  dimostrare  che 
sono  eguali  due  angoli  consecu- 
tivi qualunque;  consideriamo, 
ad  es.  gli  angoli  DCB,  EDC. 
Per  conchiudere  questa  egua- 
glianza basta  notare  [351]  che  sono  eguali  gli  archi 
jBjD,  ce  in  cui  i  due  angoli  sono  iscritti,  perchè  si 
ottengono  aggiungendo  all^arco  CD  gli  archi  eguali 
BC.DE. 

Cosi  si  è  provato  che  la  spezzata  iscritta  è  regolare.. 

Ed  ora,  se  consideriamo  i  triangoli  ABS,  BCKy 
CDM  . . . ,  troviamo  che  hanno  eguali  i  lati  AB^BCy 
CD . . . ,  ed  eguali  tutti  gli  angoli  adiacenti,  come  an- 
goli al  cerchio  [346,  351]  che  comprendono  gli  archi 
eguali  AB,  BC,  CD . . .  Perciò  [175J  anche  gli  angoli 
in  J7j  K,  M...  sono  eguali;  e  sono  tutti  eguali  tra  lora 
i  lati  AH,  HB,  BK,  KC...  [161].  Quindi  infine  pos- 
siamo  conchiudere  che  i  lati  HK,  KM,  MN. . ..  della, 
spezzata  circoscritta  sono  eguali  ;  e  cosi  anche  questa, 
spezzata  è  regolare. 

0)  Folcile  ciasctm  arco  è  minore  di  mezzo  cerchio,  i  raggi 
tirati  alle  estremità  dell'arco  non  sono  per  diritto,  epperò  le» 
tangenti  all'arco  nelle  estremità  s'incontrano.  [284].  ' 
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369.  Teor.  Fer  qualunque  spezzata  regolare  esiste 
-un  punto  ed  uno  solo  che  è  equidistante  dai  vertici.  Qud 
jpunto  è  anche  equidistante  dai  lati. 

JDlm.  Sia  nna  spezzata  regolare  ABCDE . . .  • 
Dico  che  nel  piano  della  spezzata  c^è  nn  punto  ed  uno 
^soltanto,  che  è  equidistante  dai  vertici. 

Prendiamo  tre  vertici  consecutivi  qualunque,  ad 
-es.  i  tre  j5,  (7,  D.  Sappiamo  [286]  che  c^è  un  punto 
-ed  uno  soltanto  che  è  da  essi  equidistante;  sia  0 
questo  punto.  Uniamolo  col  vertice  E^  che  è  con- 
secutivo di  uno  dei  tre  vertici  considerati.  Se  pos- 
siamo provare  che  è  OE  =:  OB^  possiamo  poi  con- 
chiudere che  il  punto  0  è  equidistante  dai  vertici  della 
spezzata. 

Perciò  cominceremo  ad  osservare  che,  essendo 
B{C)D  =  G(D)E  per  dato,  ed  0(C)D  =  C{D)0, 
perchè  nel  triangolo  OCD  èOD=  OC  [157],  egli  è 
Anche  B{C)0  =  0{D)E.  Ed  ora,  se  confrontiamo 

i  triangoli  OCB,  ODE,  tro- 
viamo che  hanno  OC  ^=  ODj 
BC  =:  DE,  ed  eguali  gli  an- 
goli compresi.  Per  conseguenza 
[170]  è  OjB  =  OE. 

Cosi,  se  si  descrive  il  cer- 
chio di  centro  0  e  raggio  OJB, 
questo  cerchio  passa  per  tutti  i 
vertici  e  per  le  estremità  della 
spezzata.  E  perchè,  in  un  cerchio,  corde  uguali  sono 
•equidistanti  dal  centro,  i  segmenti  normali  condotti 
•dal  punto  0  ai  lati  della  spezzata  sono  tutti  eguali, 
^  il  cerchio  di  centro  0,  e  raggio  eguale  ad  uno  dei 
detti  segmenti,  tocca  [241]  tutti  i  lati  della  spezzata, 
ossia  è  iscritto  in  essa. 
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3*70.  <?or.  A  qualunque  spezzata  (p  poligono)  re- 
golare  si  può  circoscrivere  ed  iscrivere  un  cerchio. 

SYl.  JDef.  Se  una  spezzata  (o  poligono)  è  iscritta 
in  un  cerchio,  il  raggio  di  questo  si  dice  raggio  della 
spezzata  (o  del  poligono). 

Se  una  spezzata  (o  poligono)  è  circoscritta  ad  un 
cerchio,  il  raggio  di  questo  cerchio  si  dice  apotema 
déUa  spezzata  (o  del  poligono). 

Ogni  spezzata  (o  poligono)  regolare  ha  un  cen- 
tro, un  raggio  e  un  apotema.  [370]. 

B^Z.  ProliL  Dividere  un  cerchio  dato  in  quattro- 
parti  eguali. 

Rlsol.  Si  tiri  un  diametro,  e  poi  si  dimezzino  gli 
archi  [223]  in  cui  il  cerchio  è  diviso  dalle  estremità, 
del  diametro.  Cosi  il  cerchio  vien  diviso  in  quattro 
parti  eguali. 

Dlm.  Infatti  qualunque  diametro  divide  il  cer- 
chio in  due  parti  eguali  [222], 
e  le  metà  di  archi  eguali  sono  f..,^---*ji 

espiali.  /y\        /vv 

373.  Frolli.  Dividere  un  1/     \/     ^ 

cerchio  dato  in  sei  parti  eguali.  RT      /^\       "7^ 

Risei.  (Analisi).  Si  sup-  Vv/     *^  /^ 

ponga  risoluto  il  problema,  e  aS ^ 

che  J[f  By  C,  Dy  Ej  F  siano  i 
punti  di  divisione.  Si  uniscano  questi  punti  col  cen- 
tro, e  poi  ciascuno  coi  punti  contigui. 

Intanto,  perchè  i  sei  angoli  al  centro  sono  eguaK 
[225],  ciascuno  di  essi  è  un  sesto  di  quattro  retti^ 
epperò  anche  un  terzo  di  due  retti.  Se  ora  conside- 
riamo uno  qualunque  dei  triangoli,  ad  es.  il  trian- 
golo O-^iJ?,  troviamo  che,  poiché  l'angolo  in  0  è  un 
terzo  di  due  retti,  e  gli  altri  due  angoli  sono  egua- 
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li  [131],  anche  ciascuno  di  questi  è  un  terzo  di  due 
retti.  [287].  Essendo  eguali  i  tré  angoli,  il  triangolo 
è  [161]  equilatero,  e  quindi  è  AB  =  0-4.  In  questa 
maniera  si  à  scoperto  che  la  corda,  che  è  sottesa  da 
una  sesta  parte  di  un  cerchio  qualunque,  è  uguale  al 
raggio  del  cerchio  stesso;  e  cosi  [236,229]  si  ha  un 
modo  facile  per  dividere  un  cerchio  in  sei  parti  eguali. 
3*74.  088.  //  lato  di  un  esagono  regolare  iscritto 
in  un  cerchio  è  uguale  al  raggio  del  cerchio^ 

375.  Dovendo  dividere  un  cerchio  in  tre  parti 
eguali,  si  divide  il  cerchio  in  sei  parti,  per  la  facilità 
con  cui  si  può  faro  questa  divisione.  Prescindendo  poi 
da  tre  dei  punti  di  divisione^  si  ha  il  cerchio  diviso  in 
tre  parti  eguali. 

376.  Frolli.  Dividere  un  cerchio  dato  in  dieci 
parti  egu^i. 

Risei.  L^ angolo  al  centro  d'un  cerchio,  che  com« 
prende  la  decima  parte  del  cerchio,  è  [225]  un  decimo 

di  quattro  retti,  opperò  anche  un 
quinto  di  due  retti.  Ora  noi  sap- 
piamo [339]  costruire  quest'an- 
golo; sappiamo  che  basta  divi- 
dere  un  segmento  qualunque  in 
sezione  aurea,  e  poi  costruire  un 
triangolo  isoscele  che  abbia  per 
base  la  parte  aurea  e  gli  altri  lati  eguali  all'intero  seg- 
mento; che  l'angolo  opposto  alla  base  è  appunto  un 
quinto  di  due  retti.  Nel  nostro  caso,  dappoiché  si  può 
prendere  un  segmento  qualunque,  toma  conto  pren- 
dere un  raggio  OA^  e  dividerlo  in  sezione  aurea,  perchè 
poi,  se  0  JB,  è  la  parte  aurea,  tirando  [236]  una  corda 
-4.C,  che  sia  eguale  ad  OB,  poiché  l'angolo  CO  A  è  un 
quinto  di  due  retti,  l'arco  CA  è  un  decimo  del  cerchio. 
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SVV.  Gas.  Il  lato  dd  decagono  regolare  iscritto  in 
un  cerchio  è  vLguaie  alia  parte  aurea  dd  raggio. 

378.  Volendo  divìdere  un  cerchio  in  cinque 
parti  eguali,  si  trova  [377]  la  decima  parte  del  cer- 
chio, se  ne  fa  poi  il  doppio  [229],  e  cosi  si  ottiene  una 
quinta  parte  del  cerchio. 

379.  Probi.  Dividere  un  cerchio  dato  in  quindici 
parti  eguali, 

Rlsol.  Si  tiri  nel  cerchio  dato  una  corda  ABy 
che  sia  eguale  al  raggio  del  cerchio,  e  poi  un^  altra 
corda  A  C,  che  sia  eguale  alla  parte  aurea  del  raggio. 
L'arco  CJB  è  una  quindicesima 
parte  del  cerchio.  y^       '^ 

Blm.  Infatti,  poiché  l'arco  /  ^^ 

AB  è  [374]  una  sesta  parte  del  (         o« 

cerchio,  cioè  cinque  trentesime 
parti,  e  l'arco  AC  è  un  decimo 
[377],  cioè  tre  trentesime  parti 
del  cerchio,  l'arco  CB  vale  due  trentesime  partì,  cioè 
un  quindicesimo  del  cerchio. 

380.  Poiché  si  sa  dimezzare  un  arco  [223],  se  un 
cerchio  è  diviso  in  n  parti  eguali,  si  può  dividerlo  fa- 
cilmente in  2n  parti  eguali,  e  quindi,  in  generale,  in 
qualunque  numero  che  si  possa  mettere  sotto  la  for- 
ma (n  .  2"*),  dove  m  rappresenta  un  numero  intero 
qualunque.  Q). 


(*)  La  divisione  del  cerchio  in  8  parti  eguali,  ed  in 
nerale  in  (3  •  2"*)  parti  egnali,  è  indipendente  dal  postulato 
della  parallela.  (Vedi  l'esercizio  51). 
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CAPITOLO  IX 
POLIGONI  EQUIVALENTI 


Proposizioni  generali  sulle  superficie  equivalenti. 

386*  L^  Oggetto  di  studio,  in  questo  capitolo,  è 
l'area  del  poligono.  Si  tratta  principalmente  di  tro- 
vare in  quali  casi  si  può  asserire  che  due  dati  po- 
ligoni hanno  aree  uguali. 

387.  ]>ef.  Due  superficie  finite,  le  cui  aree  siano 
eguali,  si  dicono  equivalenti. 

Due  superficie  finite  uguali  sono  equivalenti. 

388.  Per  il  concetto  di  area  di  una  superficie 
finita^  concetto  fondamentale,  acquisito  con  V  uso  dei 
sensi,  noi  possiamo  applicare  a  questa  specie  di  gran- 
dezze i  principi  fondamentali  d' ogni  ragionamento. 
Cosi,  ad  es.,  diremo: 

Due  superficie  finite  equivalenti  ad  una  terza  sono 
equivalenti  tra  loro. 

Sottraendo  da  due  superiicie  finite  equivalenti  due 
loro  parti  che  siano  equivalenti,  si  ottengono  super- 
fide  equivalenti.  Ecc. 

389*  Una  superficie  finita,  mediante  una  linea 
segnata  in  essa,  si  può  dividere  in  due  parti.  Manife- 
stamente il  numero  dei  modi  in  cui  si  può  eseguire  la 
accennata  divisione  è  infinito.  Le  parti  si  possono  poi 
suddividere,  opperò  si  può  dire  che  una  superficie  fi- 
nita si  può  dividere  in  un  numero  qualunque  di  parti 
ed  in  infinite  maniere. 

390*  Due  superficie  finite,  che  abbiano  parte  del 
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loro  contomo  in  comune  (})  e  nessuna  loro  parte  in 
comune,  si  dicono  adiacenti. 

Due  poligoni  convessi  si  possono  far  diventare 
adiacenti,  anzi  in  innumerevoli  modi. 

391*  Prescindendo  dalla  parte  di  contomo  co- 
mune di  due  superficie  finite,  adiacenti^  si  ha  una 
superficie  che  si  dice  composta  di  quelle  due. 

393*  Bef*  Se  una  superficie  finita  si  può  dividere 
ifi  parti  che  sieno  rispettivamente  equivalenti  ad  altre 
superfime  finite,  o  aUe  parti  di  codeste  superficie,  la 
prima  superficie  si  dice  somma  deUe  altre. 

In  tal  caso  Tarea  della  prima  superficie  è  la  som- 
ma delle  aree  di  quelle  altre. 

393*  Sopprimendo  in  una  superficie  una  parte 
che  sia  equivalente  ad  un'altra,  si  ottiene  la  differenza 
tra  le  due  superficie. 

394*  Per  indicare  che  due  superficie  AeB  sono 
equivalenti,  scriveremo  J.  =  J5,  e  leggeremo:  A  è  equi- 
valente a  J5. 

Per  indicare  che  la  superficie  A  è  somma  di  altre 

£j  Cj  D ,  scriveremo: 

A  =  B  +  C  +  D  + 

Le  uguaglianze: 
A  =  B  +  0,     B  =  A  —  0,     C  =  A  —  B 
significano  la  stessa  relazione  tra  le  superficie  A,  B,  (7. 

395*  E  facile  pensare,  ad  es.,  che  la  superficie  di 
una  palla  e  quella  di  un  dado  possono  essere  equiva- 
lenti, quantunque  non  si  saprebbe,  almeno  per  ora,  in- 
tra wedere  un  modo  per  constatare  codesta  equivalenza. 

H  caso  più  semplice^  in  cui  si  può  asserire  Fe- 

(^)  Non  si  esclade  che  le  dae  superfìcie  possano  aver» 
anche  tatto  intero  il  loro  contomo  e  nessuna  loro  parte  in 
comune;  o  che  il  contomo  di  una  sia  parte  di  quello  dell'altra. 
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quivalenza  di  due  superficie  finite  date,  è  quello  in 
cui  codeste  superficie  si  possono  decomporre  in  parti 
rispettivamente  uguaU. 

Quando  due  superficie  finite  sono  divise,  ed  an- 
che quando  soltanto  si  sappia  che  si  possono  divi* 
dere  in  parti  rispettivamente  uguali^  in  tal  caso  si 
può  dire  che  le  due  superficie  finite  sono  manifesta^ 
mente  equivalenti^  appunto  perchè  non  è  necessaria 
nessuna  riflessione  per  conchiudere  che  le  aree  delle 
due  superfìcie  sono  eguali  tra  loro. 

Per  questo  noi  consideriamo  prima  questo  caso, 
adottando  provvisoriamente  la  seguente: 

396.  Def.  Due  superficie  finite  che  si  possano 
dividere  in  parti  rispettivamente  (})  uguali,  si  dicono 
equivalenti  manifestamente.  (^). 

Fino  ad  avviso  contrario  noi  intendiamo  di  trattare 
di  questa  specie  di  equivalenza.  Per  brevità  omettere- 
mo, intendendola  sottintesa^  la  parola  manifestamente. 

397.  Teor.  Due  superficie  finite  equivalenti  ad 
una  terza  sono  equivalenti  tra  loro.  ('). 

(^)  Nella  parola  rispettivamente  è  incluso  questo  che  il 
numero  delle  parti  d'una  superficie  è  uguale  al  numero  delle 
parti  dell'altra. 

(^  Adottiamo  codesta  definizione  provvisoria  per  l'utilità 
elle  si  può  trarre  in  seguito  (nei  capitoli  XIX  e  XX)  da  un^ 
proposizione  [427]  alla  quale  si  perviene  partendo  da  cosi  fatta 
definizione. 

(^)  Se  l'equivalenza  accennata  si  dovesse  intendere  nel 
senso  della  definizione  generale  [387],  la  conchiusione  ver^ 
rebbe  dall'ipotesi  semplicemente  in  virtù  dell'assioma:  dite  cose 
(qui  dus  aree)  uguali  ad  una  terza  sono  ugucUi  tra  loro.  Codestp 
principio  è  fondato  sul  concetto  di  area  di  una  superficie  fi- 
nita. Nel  teorema  in  questione  codesto  concetto  è  dissimulato  ; 
la  dimostrazione  ne  è  anzi  indipendente  e  si  può  pensare  che 
lo  scopo  della  proposizione  non  si  riferisca  a  questione  di  aree. 
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Bin.  Dae  superficie  finite  Ae  B  siano  entrambe 
equivalenti  [396]  alla  superficie  C.  Dico  che  esse  sono 
equivalenti  [396]  tra  loro. 

Le  superfìcie  AeC,  poiché  sono  equivalenti  [396], 
si  possono  dividere  in  parti  rispettivamente  uguali. 
Imaginiamo  di  tirare  le  linee  che  rendono  manifesta 
r equivalenza;  chiamiamo  a  codeste  linee  (tirate,  par* 
te  in  J.  e  parte  in  C),  e 
chiamiamo  a'  le  parti  ri- 
spettivamente uguali  in  cui 
le  due  superficie  vengono 
divise. 

Cosi  le  superficie  B  e  C, 
perchè  sono  [396]  equiva- 
lenti, si  possono  dividere  in 
parti  rispettivamente  uguali. 
Chiamiamo  /?  le  linee  (tirate, 
parte  in  5  e  parte  in  C), 

che  rendono  manifesta  T  equivalenza,  e  /?'  le  parti 
rispettivamente  uguali  in  cui  dalle  linee  fi  le  due  su- 
perficie restano  divise. 

Nella  superficie  C  si  sono  dunque  tirate  certe  linee 
a,  per  rendere  manifesta  la  sua  equivalenza  con  la  su- 
perficie A]  e  poi  si  sono  tirate  certe  linee  /?,  per  ren- 
dere manifesta  la  sua  equivalenza  con  la  superficie  B. 
Conseguentemente  tutte,  o  alcune  di  quelle  parti  a', 
che  compongono  la  superficie  C,  sono  divise  dalle 
linee  fi]  e  tutte,  o  alcune  di  quelle  parti  fi',  che  com- 
pongono la  superficie  (7,  sono  divise  dalle  linee  a; 
dimodoché,  quando  sì  voglia  riconoscere  nuovamente 
l'equivalenza  delle  superficie  J.  e  C,  bisogna  prescin- 
dere dalle  linee  fi  che  si  sono  tirate  nella  superficie 
C]  e,  quando  si  voglia  riconoscere  di  nuovo  Fequi- 


B 


—  197  — 

valenza  delle  superficie  B  e  C^  bisogna  prescindere 
di^e  linee  a  che  si  son  tirate  nella  superficie  C. 

Ma  se,  considerando  nella  superficie  A  le  parti 
a',  che  sono  eguali  a  quelle  della  superfìcie  C  che 
sono  state  divise  dalle  linee  /?,  le  dividiamo  nello 
stesso  modo  ;  e  poi^  considerando  nella  superficie  B 
le  parti  /?',  che  sono  eguali  a  quelle  della  superficie 
C,  che  sono  state  divise  dalle  linee  a,  le  dividiamo 
nello  stesso  modo,  allora,  tanto  le  superficie  A  e  C^ 
quanto  le  superficie  J3  e  C7,  si  vedono  decomposte  in 
uno  stesso  numero,  di  parti  rispettivamente  uguali, 
senza  che  si  debba  prescindere  da  nessuna  delle  li- 
nee di  divisione.  Per  conseguenza,  dopo  le  accennate 
costruzioni,  anche  le  superficie  A  e  B  son  divise  in 
uno  stesso  numero  di  parti  rispettivamente  uguali, 
epperò  esse  sono  equivalenti  [396]  tra  loro,  come  d.  d. 

308.  Osa.  Dalla  precedente  dimostrazione  ri- 
sulta che  : 

Se,  per  rendere  manifesto  che  due  superficie  finite 
A  e  B  sono  equivalenti  ad  una  terza  (7,  basta  tirar 
dei  segmenti,  si  può,  tirando  soltanto  segmenti,  ren- 
dere manifesta  P  equivalenza  delle  superficie  Ae  B. 

399*  Teor.  Superficie  finite^  composte  di  parti  ri- 
spettivamente  equivalenti  [396],  sono  equivalenti.  [396]. 

Din*  Infatti,  poiché  le  parti  delle  due  superficie 
date  si  possono  [396]  decomporre  in  parti  rispettiva- 
mente uguali,  altrettanto  può  dirsi  delle  superficie 
stesse,  le  quali  son  dunque  [396]  equivalenti.  (^). 

400.  088.  Se  le  linee  che  dividono  due  superficie 

(^)  Un  modo  più  generale,  per  sommare  due  saperficie,  è 
quello  di  decomporìe  comunque  in  parti  e  poi  sommare  le  parti» 
rendendole  adiacenti  in  un  modo  qualunque. 

Per  questo  modo  di  sommare,  bisogna  dimostrare  il  teo- 
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in  parti  rispettivamente  equivalenti  sono  segmenti, 
ed  è  dividendo  con  segmenti  che  si  rende  manifesta 
l'equivalenza  delle  parti,  si  può  dire  che  l'equiva- 
lenza delle  superficie  date  si  può  rendere  manifesta 
dividendole  con  segmenti. 

Poligoni  equivalenti. 

401«  In  un  triangolo,  preso  un  lato  per  hase^  si 
chiama  altezza  (relativa  a  quella  base)  il  segmento 
normale  condotto  alla  retta  della  base  dal  vertice  op- 
posto. (}). 

In  un  rombo,  preso  un  lato  per  base^  si  dice  al- 
tezza (relativa  a  quella  base)  la  distanza  tra  la  retta 
della  base  e  quella  del  lato  opposto.  [314].  (^). 

rema:  aggiungendo  a  superficie  equivalenti  [396]  rispettivamente 
superficie  equivalenti  [396],  si  ottengono  sonarne  equivalenti.  [396]. 

Sia,  ad  es.,  ^  =  J?,  C  =  D.  Si  vuol  provare  essere  [396] 
A  +  C  =  B  +  D. 

Cominciamo  a  tagliare  in  un  modo  qualunque  la  super- 
ficie Aj  intendendo  di  separar  poi  le  parti  per  comporre  la  som- 
ma. Supposto  che  A  e  B  siano  decomposte  nelle  parti  rispet- 
tivamente uguali,  per  ciascuna  di  queste  parti  della  A  che  è 
suddivìsa  dalle  nuove  linee,  si  suddivida  nello  stesso  modo  la 
parte  corrispondente  della  B,  Ecc. 

Si  conchiude  infine  che  le  somme  diverse  che  si  possono 
ottenere  sommando  due  superficie  finite,  essendo  equivalenti  a 
quella  composta  con  le  due  superficie,  sono  poi  tutte  equiva- 
lenti [396]  tra  loro. 

(^)  Quando  il  piede  del  segmento  normale  condotto  da 
un  vertice  di  un  triangolo  al  lato  opposto  (s'intende  alla  retta 
di  questo  lato)  cade  su  un  prolungamento  del  lato,  quel  seg- 
mento non  è  la  distanza  del  vertice  del  lato.  [48].  Però  non 
si  considera  mai  la  distanza  di  un  punto  da  un  segmento  nel 
senso  indicato  dalla  definizione  generale  [48]  di  distanza. 

(^  Un'  altezza  di  un  rombo  non  è  sempre  la  distanza  [48} 
tra  la  base  e  il  lato  opposto  alla  base. 
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lu  un  rettangolo,  preso  uzi  lato  per  base,  uno  dei 
lati  adiacenti  è  V  altezza  corrispondente. 

40d.Teor.  Dite  triangoli^  le  cui  basi  siano  egtuili  e 
poste  sopra  una  stessa  retta^  e  che  abbiano  in  comune  ìL 
vertice  opposto  alle  basij  sono  equivalenti. 

Blm.  Nella  dimositrazione  distingneremo  tre  casi; 
secondo  cioè  che  le  basi  hanno  un^  estremità,  o  una 
parte,  o  nessun  punto  in  comune. 

l^  Nei  triangoli  ASC,  ACD  le  basi  BC,  CD, 
siano  eguali  e  poste  sopra  una  stessa  retta.  Dico  che 
i  triangoli  sono  equivalenti. 

Per  C  si  tirino  i  segmenti 
CE,  CFy  paralleli  rispettiva- 
mente ad  AD,  AB. 

Se  confrontiamo  i  triangoli 
A  CE,  A  CF,  troviamo  che  hanno 
il  lato  AC  in  comune,  ed  eguali 
rispettivamente  gli  altri  lati,  co- 
me lati  opposti  del  rombo  AECF.  Perciò  [172]  i 
triangoli  sono  eguali. 

Se  confrontiamo  i  triangoli  EB  C,  FCD,  troviamo 
che  hanno  BC'=  CD  per  ipotesi;  hanno  eguali  gli  an- 
goli EB  C,  FCD,  perchè  corrispondenti  fatti  dalle  pa- 
rallele EB,  FC  con  la  BD\  ed  hanno  eguali  gli  angoli 
B  CE,  CDF,  perchè  corrispondenti  fatti  dalle  parallele 
CE,  DF  con  la  BD.  Perciò  [176]  i  triangoli  sono 
eguali. 

I  triangoli  ABC,  A  CD  sono  dunque  composti  di 
parti  rispettivamente  uguali,  e.  d.  d. 

2^.  Consideriamo  ora  i  triangoli  ABC,  ADE,  le 
cui  basi  B  C,  DE,  che  supponiamo  eguali,  sono  so- 
pra una  stessa  retta  ed  hanno  la  parte  DC  in  co- 
mune. 
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Per  la  dimostrazione  si  divida  DC  per  metà 
in  Jf,  e  si  osservi  intanto  che,  essendo  BC  —  DE 
ed  MC=DM,  è  BM=ME. 

Ora,  per  il  caso  già  dimo- 
trato,  il  triangolo  ABM  è  e- 
qtii valente  al  triangolo  AME^ 
ed  il  triangolo  AMG  di  trian- 
golo ADM.  Per  conseguenza 
[399]  anche  i  triangoli  ABC^  ADE  sono  equivalenti. 

3^.  Siano  infine  due  triangoli,  che  abbiano  per  basi 
i  segmenti  B  C,  DE  uguali  e  posti  sopra  una  stessa 
retta,  ed  abbiano  in  comune  il  vertice  opposto,  che  di- 
remo A. 

Per  la  dimostrazione  sulla  retta  BE  si  prendano 
consecutivamente 
i    segmenti   CF,  F        H         K 


jP-ff,  ecc.,  tutti  e-  B        e  DE 

guali  al  segmento 

BC^  fino  ad  ottenerne  uno  che  abbia  un  punto  od 
una  parte  in  comune  col  segmento  DE.  [334]. 

Se  consideriamo  i  triangoli  ABC^  AGF^  AFSj 
ASK,  ADE,  troviamo  che  due  consecutivi  qualun- 
que sono  equivalenti  per  quanto  si  è  ormai  dimo- 
strato. Per  conseguenza  [397]  anche  i  triangoli  ABCy 
ADE  sono  equivalenti. 

403.  Teor.  Due  triangoli,  che  ahhiano  basi  egtMU 
ed  altezze  ugtmli,  sono  equivalenti,  (^). 

Bin.  Nei  triangoli  ABC,  DEF,  i  lati  BC,  EF 
siano  eguali;  e  rispetto  a  questi  lati,  presi  come  basi, 

(^)  Si  ha  un  caso  particolare  di  questo  teorema  quando 
due  triangoli  hanno  hase  comune  e  i  vertici  opposti  sono  so- 
pra una  parallela  alla  base.  [814].  Si  suol  dire,  in  questo  caso» 
che  i  triangoli  sono  compresi  tra  le  stesse  parallele. 
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siano  eguali  le  altezze  ASj  DK.  Dico  che  i  triangoli 
sono  equivalenti. 

Si  faccia  KM  =  HB,  MN  =  J5C  e  si  unisca 

.                         jj  D  con  M  e  con  N. 

•w                        iik  Se  confrontiamo 

VN.  i   triangoli   AHB, 

i  VV  jD  KMj  troviamo  che 

\   \     X  hanno  AH  =  DK, 

H        B        C     E   KF     M     N  SB  =  KM,  ^  che 

sono  eguali,  perchè  retti,  gli  angoli  ìvl  H  e  K.  Per 
conseguenza  [170]  è  AB  =  DM. 

E  se  confrontiamo  i  triangoli  AHC,  DKN,  tro- 
viamo che  hanno  AH  =  Di,  HC  ^  KN  e  che 
sono  eguali  gli  angoli  compresi.  Per  conseguenza  è 
AG  =  DN. 

I  triangoli  ABC,  DMN  hanno  pertanto  i  lati 
rispettivamente  uguali;  per  conseguenza  [172]  essi 
sono  eguali. 

Ma  i  triangoli  DMN,  DEF,  perchè  hanno  le  basi 
MN,  EF  uguali,  e  poste  sopra  una  stessa  retta,  ed  il 
vertice  opposto  in  comune,  sono  equivalenti.  [403]. 
Per  conseguenza  [397]  anche  i  triangoli  ABC,  DEF 
sono  equivalenti.  [396]. 

404.  Un  quadrangolo,  nel  quale  due  lati  sono  pa- 
ralleli, si  chiama  trapezio,  I  lati  paralleli  si  chiamano 
le  basi  del  trapezio  ;  e  la  distanza  delle  parallele,  a  cui 
le  basi  appartengono,  si  dice  altezza  del  trapezio. 

405.  Teor*  Un  triangolo,  se  ha  base  ugtiale  aUa 
somma  delle  basi  di  un  trapezio  e  la  stessa  altezza  del 
trapezio,  è  equivalente  al  trapezio. 

Bini.  Sia  il  triangolo  ABCedH  trapezio  DEFH. 
n  lato  B  C  del  triangolo  sia  eguale  alla  somma  delle 
basi  DH,  EF  del  trapezio,  e  T  altezza  del  triangolo 
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relativa  a  ^C  sia  eguale  all^  altezza  del  trapezio.  Dico 
che  il  triangolo  ed  il  trapezio  sono  eqtdvalenti. 

Si  faccia  BM  =  DS\  per  conseguenza  è  Jf  C  = 
EF'^  e  si  tirino  AM 
eDF.  A  D         H 

I  triangoli  ABM, 
DSFj  perchè  hanno 
basi  ed  altezze  rispet- 
tivamente ugnali,  so- 
no equivalenti.  [403]. 

Per  la  stessa  ragione  sono  equivalenti  i  triangoli  AMGj 
DEF.TL  triangolo  ed  il  trapezio  sono  dunque  composti 
di  parti  equivalenti,  epperò  [399]  sono  equivalenti. 

406.  Cor*  1^.  Se  un  lato  di  un  triangolo  è  doppio 
di  un  lato  di  un  rombo  e  le  altezze  relative  sono  egiudij 
il  triangolo  e  il  rombo  sono  equivalenti. 

Infatti,  un  rombo  non  è  che  un  trapezio  in  cui 
le  basi  sono  eguali.  [312]. 

407.  Cor*  d^.  Due  rombi,  che  abbiano  eguali  basi 
ed  eguali  altezze,  sono  equivalenti. 

Infatti,  se  si  costruisce  un  triangolo  che  abbia 
base  doppia  di  quella  dei  rombi  e  medesima  altezza, 
ciascun  rombo  è  [406]  equivalente  al  triangolo^  .ep- 
però [397]  i  due  rombi  sono  equivalenti  tra  loro. 

408.  Teor*  8e  per  un  punto  di  una  diagonale  di 
un  rombo  si  tirano  due  rette  rispettivamente  parallele  ai 
lati,  dei  quattro  rombi,  in  cui  il  dato  resta  diviso  daUe 
parallèle,  quei  due,  che  non  sono  attraversati  dalla  dia-- 
gonale,  sono  equivalenti, 

Blm.  Nel  rombo  AB  CD,  condotta  una  diago- 
nale, ad  es.  la  BD,  per  un  punto  F  qualsivoglia  della 
stessa  si  tirino  FH,  KL,  rispettivamente  parallele  ai 
lati  AB,BC.  Codeste  parallele  dividono  il  rombo  dato 
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in  quattro  rombi.  Ora  si  tratta  di  dimostrare  che  i  dae 
AKEFy  EHCL  (che  son  quelli  che  non  sono  at- 
traversati dalla  diagonale)  sono  equivalenti.  [396]. 

Perla  dimostrazione,  tiriamo  [277]  KM^  HN^ek- 
rallele  a  BDj  e  poi  da  K  ed  JETsi  tirino  i  segmenti  JTP, 

jETQ  normali  a  BD.  Codesti 
segmenti  sono  le  altezze  dei 
rombi  JrJE^JDir,  J^DJVr  ri- 
spetto al  lato  comune  U  D. 
Ora,  se  si  confrontano  i 
triangoli  KPJS,  HQB,  si  tro- 
va che  hanno  KU^  BHj  come 
lati  opposti  del  rombo  KBHE  ;  che  hanno  eguali,  per- 
chè retti,  gli  angoli  in  P qQ'^  e  che  hanno  eguali  gli 
•angoli  KEP,  SBQ^  come  alterni  fatti  dalle  parallele 
XE^  BS  con  la  trasversale  BD.  Pertanto  [176]  è 
XP=  H Q,  eper  conseguenza  [407]  i rombi  KEDM, 
JHEDNsono  equivalenti. 

Ma  il  rombo  KEDM  ed  il  rombo  AKEF,  per- 
chè hanno  il  lato  KE  in  comune  e  sono  compresi  tra 
le  parallele  KE^  ADj  sono  equivalenti.  [407]. 

Cosi  il  rombo  MEDN  ed  il  rombo  EHCL,  per- 
chè hanno  il  lato  EH  in  comune  e  sono  compresi  tra 
le  parallele  EH,  DCy  sono  equivalenti.  [407]. 

Quindi  [397]  infine  i  rombi  AE  edEC  sono  equi- 
valenti tra  loro^  e.  d.  d. 

409.  Un  quadrato,  che  abbia  per  lato  il  segmento 
AB  (oppure  un  lato  eguale  al  segmento  AB),  si  ac- 
cenna brevemente  dicendolo:  il  qtiadrato  di  AB. 

Se  due  lati  consecutivi  di  un  rettangolo  sono 
-eguali  rispettivamente  a  due  dati  segmenti  AB,  CD, 
il  rettangolo  si  accenna  brevemente  [307]  dicendolo: 
il  rettangolo  dei  segmenti  AB,  CD. 
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410.  Teor.  In  un  triangolo  rettangolo ^  il  quadrato^ 
dM^  altezza  tirala  àlV  ipotenusa  è  equivalente  al  ret^ 
tangólo  déUe  proiezioni  dei  cateti  sulP  ipotenusa, 

Blm.  Sia  il  triangolo  ABC  rettangolo  in  Jl,  e^ 
si  tiri  da  A  il  segmento  AD  normale  ^  BC.  Dob» 
biamo  provare  che  il  quadrato  di  J.D  è  equivalente 
al  rettangolo  dei  segmenti 
BD.DC. 

Sul  prolungamento  di 
AD  si  faccia  DJE  =  BD  e 
si  compia  il  rettangolo  DF. 

Prolungato  DB^  si  fac» 
da  DS=  ADj  e  si  compia 
il  quadrato  DK. 

Cosi  possiamo  dire  che  si  tratta  di  provare  V  equi-- 
valenza  di  DK  e  DF. 

A  tal  fine  si  compia  [277,  276]  il  rombo  KF  e  si 
unisca  il  punto  D  con  M  e  con  N. 

Confrontando  i  triangoli  ABDy  DNSj  troviamo^ 
che  hanno  AD  =  DS,  BD  =  SN  (perchè  ambidue- 
uguali  a  DF)  e  retti  gli  angoli  ìnDedB.  Perciò  [170J 
sono  eguali  gli  angoli  DAB^  NDH. 

Confrontando  i  triangoli  ADC,  MCD  troviamo- 
che  hanno  CD  comune,  AD  =  MCjB  retti  gli  angoli 
in  D  e  C.  Perciò  [170]  sono  eguali  gli  angoli  DCAy 
MDC. 

Ma  gli  angoli  DAB  e  DCA,  perchè  complemen- 
tari dell'angolo  CADy  sono  eguali.  Son  quindi  eguali 
gli  angoli  NDS  ed  MDC.  Per  conseguenza  i  seg* 
menti  DN  e  DM  sono  per  diritto.  [89 ]« 

Cosi,  poiché  NDMh  una  diagonale  del  rombo  K  Fy 
e  per  D,  punto  di  codesta  diagonale,  sono  tirati  H  O 
ed  A  E  parallelamente  ai  lati  del  rombo,  i  rombi  KD^ 
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jDI,  che  son  quelli  non  attraversati  dalla  diagonale, 
«ono  equivalenti.  [408]. 

411.  Teor.  Un  poligono  circoscritto  ad  un  cerchio 
«è  equivalente  ad  un  triangolo^  che  ha  base  uguale  al  pe- 
rimetro dd  poligono  e  altezza  eguale  al  raggio  del  cerchio. 
Dilli.  Posti  consecutivamente  sopra  una  retta  i 
lati  del  polìgono,  in  A'B^^  B'C '....,  si  costruisca  poi 
un  triangolo  che  abbia  per  base  il  perimetro  ottenuto, 
e  altezza^  0'S\  eguale  al  raggio  Of  del  cerchio.  Indi 

si  unisca  il  ver- 
tice del  trian- 
golo coi  punti 
B\  C...  en 
centro  del  cer- 
chio coi  verti- 
ci del  poligono 
dato.  H  poligo- 
no ed  il  trian- 
golo vengono 
•divisi  cosi  in  egual  numero  di  triangoli  che  sono 
xispettivamente  equivalenti  [403],  come  quelli  che 
lianno  basi  ed  altezze  [243]  rispettivamente  uguali; 
pertanto  anche  il  polìgono  è  equivalente  al  triangolo. 

Somme  di  rettangoli  e  di  quadrati. 

41d.  Teor.  Dati  più  rettangoli  d'eguale  altezza,  il 
rettangolo,  che  ha  la  stessa  altezza  e  base  uguale  alla 
•somma  delle  basi,  è  la  somma  dei  rettangoli  dati. 

Bin.  Supposto  che  i  segmenti  AB,  BC,  CD 
«ano  rispettivamente  uguaU  aUe  basi  di  rettangoU 
<lati,  e  che  il  segmento  AS  sia  eguale  all'altezza  co- 
mune dei  rettangoli,  si  compia  il  rettangolo  AF.  Esso 
^  la  somma  dei  rettangoli  dati. 


£ 


F 


A     B 


C 


D 
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Infatti,  se  si  tirano  BS  e  CK^  parallele  a,d  A  JET 
e  quindi  [279]  normali  ad  AD,  i  rettangoli  AH^BK 
e  CF^  sono  rispetti-  ^  ^ 

vamenteugaali[314, 
307]  ai  rettangoli 
dati,  epperò  [392] 
il  rettangolo  A  F 
è  nna  loro  somma. 

413*  Teor*  Il  quadrato  della  somma  di  dite  seff* 
menti  è  equivalente  aUa  somma  dei  quadrati  dèlie  parti 
e  del  doppio  del  loro  rettangolo. 

Bini*  Sia  il  segmento  AB  diviso  comunque  in  CL 
Costruito  il  quadrato  AB  DE  e  fatto  AF  =l  AC^ 
per  cui  riesce  FF  =  CB^  si 
tirino  FB  parallela  ad  J.J5  e 
CK  parallella  ad  AF. 

Manifestamente  JPC  e  KS. 

sono  i  quadrati  delle  parti  A  (7,      y| 1 \q^ 

GB,  ed  FK  e  CE  sono  i  ret- 

tangoli  di  codeste  parti.  Ep-       E  K      D 

però   in  fatto,  il  quadrato  di 

AB  h  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  ài  AG^ 

CB  e  del  doppio  del  rettangolo  di  AC^  CB. 

414.  Teor*  Il  quadrato  della  differenza  tra  du& 


C 


B 


segmenti,  aumentato  del  doppio       ,   ei |D 

del  rettangolo  dei  segmenti  stes"  ^ _^ j^ 

si,  è  equivalente  alla  somma  dei 
quadrati  dei  due  segmenti. 

Blm.  Siano  Ì5,  5C  due  ^ 

segmenti  qualisivogliano ;  AC 
è  la  loro  differenza.  Si  costruì-  ^     H 

scano  i  tre  quadrati   AB  DE,  BCFH,   AC  KM,   e^ 
poi  si  prolunghi  MK  in  ^.  E  facile  riconoscere  che  i 
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xettangoli  EN^  KH  sono  i  rettangoli  dei  due  segmenti 
AB^BC.  Ed  è  pur  manifesto  che  il  quadrato  M  C  in- 
'Sieme  con  i  rettangoli  JENj  f  JET  forma  Finterà  figura, 
che  è  anche  la  somma  dei  quadrati  di  AB,  BC. 

Relazione  tra  i  quadrati  dei  lati  di  un  triangolo. 

415.  Teorema  41  Pitagora.  In  ogni  triangolo 
rettangolo  il  qtiadrato  délV  ipotentisa  è  equivalente  alla 
somma  dei  quadrati  dei  cateti. 

Him.  Sia  ABC  un  triangolo,  rettangolo  in  A.  Si 
costruiscano  sui  lati  i  tre  quadrati  BE,  AF,  AL. 
Si  vuol  dimostrare  che  il  quadrato  BEh  equivalente 

alla  somma  dei  quadrati 
AF,  AL. 

A  tal  fine  si  tiri  per 
A  la  parallela  a  BD,  e 
siano  M,  N,  P  ì  punti  in 
cui  essa  incontra  [277]  le 
rette  BC,  DE,  LK.  Il 
quadrato  BE  vien  taglia- 
to nei  rettangoli  BN,ME, 
che  proveremo  essere  equi- 
valenti rispettivamente  ai 
quadrati  LA,  AF. 
Si  prolunghi  BB  fino  ad  incontrare  [277]  in  Q  la 

retta  LK. 

Confrontando  ora  i  triangoli  LBQ,  ABC,  tro- 
viamo che  hanno  i  lati  LB,  BA  eguali^  perchè  lati 
d'un  quadrato;  hanno  eguali,  perchè  retti,  gli  angoli 
QLB,  CAB-,  ed  eguali  gli  angoli  LBQ,  ABC,  per- 
chè sono  complementari  ambidue  dell'angolo  QBA. 
Per  conseguenza  [176]  è  QB  =  BC,  e  quindi  anche 
QB  =  BD. 
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Ora  il  quadrato  ABLK  ed  fl  rombo  ABQPj 
perchè  hanno  comune  la  base  AB  e  sono  compresi 
tra  le  stesse  parallele  BAj  LP,  sono  equivalenti.  [407]. 

Ed  i  rombi  QBAP^  BDNM^  perchè  hanno  eguali 
le  basi  QjS,  BD  e  sono  compresi  tra  le  stesse  paral- 
lele QD,  PN^  sono  equivalenti.  [407]. 

Per  conseguenza  il  quadrato  AL  è  equivalente 
al  rettangolo  BN. 

Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  il  quadrato 
AF  è  equivalente  al  rettangolo  ME, 

Quindi,  infine,  la  somma  dei  quadrati  LA^  AF  è 
equivalente  alla  somma  dei  rettangoli  BN^MJSj  cioè 
al  quadrato  BEj  come  d.  d. 

416.  Teor.  In  ogni  triangolo  rettangolo  il  qua- 
drato  d^un  cateto  è  equivalente  al  rettangolo  delVipO' 
tentisa  e  della  proiezione  del  cateto  suW  ipotenusa. 

Bini.  Sia  il  triangolo  JLJ?  (7  rettangolo  in  A.  (Vedi 
fig.  precedente).  Costruito  il  quadrato  BCDE^  si  tiri 
J.Jif  normale  air  ipotenusa  e  la  si  prolunghi  in  N. 

Abbiamo  veduto  come  si  dimostra  che  il  quadrato 
di  ^  J?  è  equivalente  al  rettangolo  BMNE,  il  quale, 
perchè  52f  è  la  proiezione  di  AB  su  BC,  è  appunto 
il  rettangolo  dell^potenusa  e  della  proiezione  del  ca- 
teto AB  sull'ipotenusa. 

417.  Teor.  In  qualunque  triangolo  ottusangolo^  il 
quadrato  del  lato  opposto  aW  angolo  ottuso  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  degli  altri  due  la/H,  più  il  dop- 
pio  del  rettangolo  di  uno  di  questi  lati  e  della  proiezione 
sovr'^esso  delV  altro  lato. 

Him.  Sia  il  triangolo  ABC^  ottusangolo  in  B. 
Ad  uno  dei  lati  che  comprendono  T  angolo  ottuso, 
ad  es.  al  lato  BC,  si  tiri  la  normale  AD  dal  ver- 
tice opposto.  Il  segmento  DB  è  la  proiezione  di 
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AB  su  BC.  Ora  si  tratta  di  dimostrare  che  il  qua* 
drato  di  AC  è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati 
di  ABj  BC,  più  il  doppio  del  rettangolo  di  ^C,  BD. 
Considerando  il  segmento  DC  come  somma  dei 
segmenti  DB,  B  C,  abbiamo  [413]  che  il  quadrato  di 

DC  h  equivalente  alla  somma 
s^^  dei  quadrati  di  DB,  BC,  più 

y^s.  due  volte  il  rettangolo  di  DJ?, 

\    ^v  ^^* 

\  >>,^^  Aggiungendo    d' ambe    le 

i)    B  C      parti  il  quadrato  di   ^D,   si 

ottengono  risultati  equivalenti* 
Ma  per  il  teorema  di  Pitagora,  la  somma  dei  qua- 
drati òì  AD,  DC  h  equivalente  al  quadrato  di  AC\ 
e  la  somma  dei  quadrati  di  AD,  DB  è  equivalente 
al  quadrato  di  AB.  Quindi  infine  il  quadrato  ài  AC 
è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  di  AB,  BC^ 
più  il  doppio  del  rettangolo  di  BC,  BD,  come  d.  d. 

418.  Teor.  In  qualunque  triangolo  il  quadrato 
dd  lato  opposto  a  un  angolo  acuto,  aumentato  dd  dop- 
pio  dd  rettangolo  di  uno  dei  lati  che  contengono  Van-^ 
golo  acuto  e  della  proiezione  sovr^esso  ddValtro  lato,  è 
equivalente  alla  somma  dei  quadrati  dei  due  lati  che 
comprendono  Vangelo  acuto. 

Bini.  Sia  ABG  un  triangolo  qualunque;  e  Tan- 
golo  in  B  sia  acuto.  Ad  uno  dei  lati  che  compren- 
dono questo  angolo,  ad  es.  al  lato  AB,  si  tiri  la  nor- 
male dal  vertice  opposto.  H  segmento  BD  è  la  pro- 
iezione del  lato  BC  svi  lato  AB.  Ora  si  vuol  dimo- 
strare che  il  quadrato  di  AC,  aumentato  del  doppio 
del  rettangolo  di  AB,  BD,  è  equivalente  alla  somma 
dei  quadrati  di  AB,  BC. 

Caso  1^.  Vediamo  prima  il  caso  in  cui  il  piede  della 

u 
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normale  è  sul  lato.  In  questo  caso  AD  è  la  differenza» 

dei  due  segmenti  AB^  BD.  Epperò  [414]  il  quadrato  di 

AD^  aumentato  del  doppio  del  rettangolo  di  AB^  BDj 

è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  di  AB^  BD. 

Aggiungendo  d'ambe  le  parti 

il  quadrato  di  CD^  si  ottengono 

risultati  equivalenti.  Ma,  per  il 

teorema  pitagorico,  la  somma 

dei  quadrati  di  AD  e  DC  è 

equivalente  al  quadrato  di  A  C; 

e  la  somma  dei  quadrati  di  BD  e  DC  h  equivalente 

al  quadrato  di  BC.  Quindi  infine  il  quadrato  di  A  (7, 

aumentato  del  doppio  del  rettangolo  di  ABj  BD^  e 

equivalente  alla  somma  dei  qua-  e 

drati  di  AB,  BC. 

Caso  2^.  n  secondo  caso  ha 
luogo  quando  il  piede  della  nor- 
male cade  sopra  un  prolunga- 
mento del  lato.  Questa  volta 
J.D  è  la  differenza  dei  segmenti  BD  e  J.jB;  ma  da 
tal  punto  in  poi  la  dimostrazione  procede  letteral- 
mente come  nel  primo  caso. 

Problemi  d'equivalenza. 

410.  Probi.  Costruire  un  triangolo^  òhe  sia  equi^ 
valente  ad  un  triangolo  dato,  e  nel  quale  un'^  altezza 
sia  eguale  ad  un  dato  segmento. 

Ri0ol.  Siano  dati  un  triangolo  ABC  eàxin  seg- 
mento a.  Proponiamoci  di  costruire  un  triangolo,  che 
sia  equivalente  al  triangolo  ABC,  e  nel  quale  una 
delle  altezze  sia  eguale  al  segmento  a. 

Posto  il  segmento  a  in  DE,  normale  a  un  lato 
del  triangolo,  si  tiri  per  S  la  EF  parallela  a  £  C; 


D  A 
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e  sia  i^  il  punto  in  cui  essa  incontra  [277]  la  retta 
A  C.  Quindi,  unito  F  con  B,  si  tiri  per  A  la  paral- 
lela ad  FBj  e  sia  Jf  il  punto  dove  essa  incontra  [277] 

la  retta  B  C.  Infine  si  tiri  FS. 
H  triangolo  FSC  sodisfa  le  con- 
dizioni del  problema. 

nini.  Intanto  il  segmento 
normale,  che  si  tirasse  da  jP  al 
lato  opposto  CjST,  sarebbe  [314] 
uguale  ad  ED  e  quindi  al  segmento  a.  Il  triangolo 
FSC  ha  dunque  un^  altezza,  che  è  uguale  al  seg» 
mento  dato. 

Osserviamo  poi  che  i  triangoli  HAF,  HAB,  sono 
costruiti  sulla  stessa  base  SA,  ed  hanno  i  vertici, 
opposti  alla  base  comune,  sopra  una  retta  parallela 
alla  base  stessa;  perciò  essi  sono  [403]  equivalenti. 

Cosi,  i  triangoli  ABC  e  CFS,  poiché  hanno  la 
parte  ASC  comune  e  le  altre  parti  equivalenti,  sono 
equivalenti.  [399]. 

4J30.  ProU.  Costruire  un  triangolo  che  sia  equi-» 
vedente  ad  un  dato  poligono. 

Risol.  Sia  ABCDEFvxL  poligono  convesso  dato 
da  trasformare  in  un  triangolo  ad  esso  equivalente. 

Scelti  tre  vertici  suc- 
cessivi qualunque,  ad  es. 
i  tre  D,  E,  F,  si  tiri  la 
diagonale  DF,  e  poi  per 
E  la  EM  parallela  a  DF\ 
e  sia  N  il  punto  in  cui 
essa  incontra  [277]  la  retta 
AF. 
Ed  ora,  se  consideriamo  i  triangoli  DFEe  DFN, 
troviamo  che  sono  equivalenti  [403],  perchè  hanno  in 


^-M 


B 
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comune  la  base  DF,  e  rispetto  a  codesta  base  comune 
hanno  eguale  altezza,  essendo  compresi  tra  le  mede- 
sime parallele  DF,  EM. 

Ora  è  palese  che  il  poligono  ABCBEF  ed  il  po- 
ligono ABCDN  sono  equivalenti.  Infatti  essi  sono 
composti,  il  primo  del  poligono  ABCDF  e  del  trian- 
golo FDE]  il  secondo  del  poligono  AB  CDF  e  del 
triangolo  FDN. 

n  poligono  ABCDNha,  poi  un  lato  di  meno  del 
primitivo,  perchè  a  formarne  il  contorno,  insieme  con 
la  parte  di  contomo  che  ha  in  comune  col  dato,  invece 
dei  lati  DEj  EFj  abbiamo  i  segmenti  DN,  NF;  e  que- 
sta ultimo,  essendo  per  diritto  con  FA,  forma  con  FA 
un  lato  solo. 

Operando  sul  poligono  AB  CDN  come  per  il  po- 
ligono dato,  si  otterrà  un  poligono  equivalente  al  po- 
ligono ABCDN,  e  quindi  anche  al  primitivo,  e  che 
avrà  due  lati  di  meno  di  questo  poligono.  Seguitando 
abbastanza  si  perverrà  infine  ad  un  triangolo. 

491.  ProU.  Costruire  un  triangolo  che  sia  la 
somma  di  più  triangoli  dati, 

Ri0ol.  Si  trasformino  i  triangoli  dati  [419]  in 
altrettanti  ad  essi  rispettivamente  equivalenti  e  che 
abbiano  tutti  una  stessa  altezza.  Costruendo  poi  un 
triangolo,  che  abbia  base  uguale  alla  somma  delle 
basi  dei  nuovi  triangoli,  e  T  altezza  relativa  eguale 
alla  loro  altezza  comune,  si  ha  un  triangolo  che  è  la 
somma  dei  triangoli  dati. 

Bim.  Infatti  il  triangolo  ottenuto  si  può  dividere 
in  triangoli  rispettivamente  equivalenti  [403]  ai  trian- 
goli dati. 

499.  Probi.  Costruire  un  quadrato  che  sia  equi-- 
valente  ad  un  poligono  dato. 
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Riflol.  Noi  sappiamo  [420]  costruire  un  triangolo 
che  sia  equivalente  ad  un  poligono  dato.  Sappiamo 
[406]  poi  che  un  triangolo  è  equivalente  ad  un  ret- 
tangolo che  ha  base  uguale  alla  metà  di  quella  del 
triangolo  e  altezza  eguale  a  quella  del  triangolo.  Per- 
tanto, affine  di  poter  dire  di 
saper  costruire  un  quadrato  e- 
quivalente  a  un  dato  poligono, 
ci  resta  solo  da  imparare  a 
costruire  un  quadrato  che  sia 
equivalente  ad  un  rettangolo 
dato. 

Sia  adunque  un  rettangolo  AB  CD,  Sul  lato  ABj 
che  è  maggiore  di  AD,  si  faccia  AF=:AD.  Quindi, 
con  diametro  ABj  si  descriva  mezzo  cerchio,  e  tirata 
per  F  la  normale  ad  AB,  fino  ad  incontrare  il  cer- 
chio in  JT,  si  tiri  AH.  11  quadrato  di  AH  e  equi- 
valente al  rettangolo  dato. 

Bim.  Si  tiri  HB  e  si  osservi  che  l'angolo  BHA, 
perchè  iscritto  in  mezzo  cerchio,  è  retto.  [349].  Allora 
nel  triangolo  rettangolo  AHB,  poiché  AFhlo,  proie- 
zione del  cateto  AH  sull'ipotenusa  AB^  il  quadrato 
di  AH  è  equivalente  [416]  al  rettangolo  di  AB,  AF, 
cioè  al  rettangolo  AB  CD. 


Equivalenza  in  generale. 


493.  Qui  abbandoniamo  la  definizione  [396]  parti- 
colare di  equivalenza  di  superficie  finite,  e  riprendiamo 
la  definizione  generale.  [387].  Sicché,  mentre  finora, 
parlando  di  poligoni  equivalenti,  li  intendevamo  tali 
da  poterli  dividere  in  parti  rispettivamente  uguali, 
d'ora  in  poi  s'intende  soltanto  che  hanno  aree  uguali. 
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Cosi,  se  da  due  superficie  equivalenti  manifesta- 
mente (e  quindi  anche  in  generale)  sottraiamo  due 
loro  pavti  che  siano  equivalenti  manifestamente  (e 
quindi  anche  in  generale)^  dei  resti  possiamo  dir  sol- 
tanto che  sono  equivalenti  (in  generale). 

Introduciamo  qui  il  concetto  di  area  col  seguente: 
4JM:.  Postulato  dell'area.  Una  superficie  finita 
ed  una  sua  parte  qualsivoglia  non  sono  equivalenti 
{cioè  hanno  aree  disuguali). 

495.  Uef.  Se  una  parte  di  una  superficie  finita  è 
equivcdente  ad  un*  altra  superfijde^  diremo  che  la  prima 
superficie  è  maggiore  della  seconda, 

496.  Teor.  Se  due  triangoli  sono  equivalenti  [387], 
e  due  loro  altezze  sono  eguali^  sono  eguali  anche  le  basi 
corrispondenti. 

Bim.  I  triangoli  AB  C,  DEF  sieno  equivalenti 
[387],  e  in  essi  siano  eguali  le  altezze  AH,  DK.  Dico 
che  le  basi  BC,  EF  sono 
eguali. 

Kon  siano  eguali,  e  sia 
BL  =  EF.  Si  tiri  AL. 

I  triangoli  A  B  L, 
DEF,  perchè  hanno  basi 
ed  altezze  rispettivamente  uguali,  sono  equivalenti.  (^). 
Ma  per  ipotesi,  anche  il  triangolo  ABC  è  equivalente 
al  triangolo  DEF.  Quindi  i  due  triangoli  ABLj 
ABC  sono  equivalenti  tra  loro.  Ma  ciò  non  può  es- 
sere [424],  perchè  uno  è  una  parte  dell'altro.  Con- 
chiudiamo che  è  appunto  BC=:  EF. 

497.  Teor.  Due  poligoni  equivalenti  [387]  si  pos^ 
sono  dividere  in  triangoli  rispettivamente  ugtMLli, 

(')  Potremmo  dire  manifestamente.  Ma  qui  ci  basta  che  lo 
cdano  in  senso  lato  [887],  e  perciò  tralasciamo  l'avverbio. 
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Bini.  Siano  due  poligoni  My  N  equivalenti.  [387]. 
Si  vuol  provare  che  si  possono  dividere  in  triangoli 
rispettivamente  uguali. 

Si  costruiscano  a  tal  fine  due  triangoli  Jf',^', 
che  siano  rispettivamente  equivalenti  ai  dati  poligoni 
[420]  e  che  abbiano  eguale  altezza.  [419]. 

Poiché  i  poligoni  dati  sono  equivalenti  [387],  an- 
che i  due  triangoli  Jf ',  N'  sono  equivalenti  tra  loro, 
[387].  E  perchè  questi  triangoli  hanno  altezze  uguali, 
anche  [426]  le  basi  sono  eguali.  Per  conseguenza  [403] 
i  due  triangoli  sono  equivalenti  anche  nel  senso  che 
si  possono  decomporre  in  parti  rispettivamente  uguali. 
In  questo  senso  sono  qitindi  [397]  equivalenti  anche 
i  poligoni  dati. 

E  qui  dobbiamo  osservare  che  neUe  precedenti 
questioni  suirequi valenza  (escluso  il  teorema  425),  una 
volta  soltanto  [402,  caso  1**],  a  fine  di  provare  F  equi- 
valenza di  due  poligoni,  li  abbiamo  divisi  in  parti 
rispettivamente  uguali,  e  in  quel  caso  abbiamo  fatto 
questa  decomposizione  mediante  segmenti.  Ogni  volta 
poi  che  abbiamo  conchiuso  che  due  poligoni  erano 
equivalenti  perchè  composti  di  parti  rispettivamente 
equivalenti,  le  parti  erano  poligoni.  Possiamo  quindi 
[398,  400]  conchiudere  che  è  possibile  render  manife- 
sta mediante  segmenti  V  equivalenza  di  ciascuno  dei 
tre  primi  poligoni  If,  M',  N'j  N  col  seguente,  op- 
però [398]  è  anche  possibile  render  manifesta  mediante 
segmenti  l'equivalenza  dei  poligoni  Jf,  N.  Ma  poi- 
ché questi  poligoni  si  possono  dividere  in  poligoni 
rispettivamente  uguali,  si  possono  anche  dividere  in 
triangoli  rispettivamente  uguali,  e.  d.  d. 


—  216  — 


Sezione  aurea  d'un  segmento. 

498.  ProU.  Dividere  un  segmento  dato  in  modo 
che  il  quadrato  di  una  parte  sia  equivalente  al  ret-- 
tangolo  deW  intero  segmento  e  deW  altra  parte. 

RisoL  Sia  AB  il  segmento  dato.  Costruito  il 
quadrato  ABCDj  diviso  J.D  per  metà  in  E,  e  pro- 
lungato D JL,  si  faccia  EF  =  EB,  e  poi  AE  =  AF. 
In  jQTil  segmento  dato  resta  diviso  nel  modo  richiesto, 
e  per  F  appunto  in  modo  che  il  quadrato  della  parte 
AH  è  equivalente  al  rettangolo  dell^ntero  segmento 
e  dell^  altra  parte  BM. 

Him.  Per  la  dimostrazione  si  prolunghi  AD,  si 
faccia  EN  =  EBj  e  si  unisca  il  punto  B  con  F  e  con  N. 

Poiché  il  cerchio,  di  centro  E 
e  raggio  EFj  passa  per  B  e  per  Nj 
l'angolo  NBF  h  iscritto  in  mezzo 
cerchio,  e  quindi  è  retto.  [349]. 

E  poiché  dal  vertice  dell'an- 
golo retto  del  triangolo  rettangolo 
FBN  è  condotta  la  normale  BA 
all'ipotenusa  1^-^,  il  quadrato  di 
AB  è  equivalente  [410]  al  ret- 
tangolo dei  segmenti  AF,  AN, 
il  quale,  perchè  è  AN=  FD,  ed 
AF=  FKj  è  appunto  il  rettangolo  FM.H  quadrato 
AC  h  dunque  equivalente  al  rettangolo  FM.  Sot- 
traendo la  parte  comune  AM,  si  conchiude  che  il 
quadrato  FH  è  equivalente  [387]  al  rettangolo  Jff  (7, 
cioè  che  il  quadrato  di  AH  è  equivalente  al  rettan- 
golo di  AB,  BH\  per  l'appunto  e.  d.  d.  Q). 

(})  La  costrazione  si  paò  giustificare  (però  in  modo  meno 
semplice)  indipendentemente  dal  postulato  dell'area,  fondan- 
dosi sul  teorema  406. 
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4dO.  O08.  E  facile  riconoscere  che  la  costmzioDe 
indicata  per  risolvere  il  precedente  problema  è  quella 
che  conosciamo  [337,  338]  per  dividere  un  segmento 
in  sezione  aurea.  Cosi  possiamo  dire  che  : 

La  parte  di  un  segmento^  il  cui  quadrato  è  equiva- 
lente ed  rettangolo  déW  intero  segmento  e  dàlT  altra 
parte,  è  la  parte  aurea  del  segmento. 

430.  ProU.  Costruire  un  angolo  che  sia  la  quinta 
parte  di  due  retti. 

Rl0ol.  Preso  un  segmento  AB  qualsivoglia,  lo  si 
divida  in  sezione  aurea.  Sia  C  il  punto  di  divisione, 
ed  AC Is,  parte  aurea.  Quindi,  sulla  parte  minore  jSC, 
presa  come  base,  si  costruisca  [126]  un  triangolo  iso- 
scele BCD,  i  cui  lati  eguali  DC,  DB  siano  eguali 
ad  A  C.  Poi  si  conduca  AD.  L' angolo  DA  B  è  la  quinta 
parte  di  due  retti. 

Him.  Per  la  dimostrazione  si  tiri  da  D  la  nor- 
male alla  base  CB,  la  quale  cosi  resta  dimezzata 

in  E.  Poi,  costruito  il  quadrato 
ABFH,  e  fatto  AK=:  AC,  si 
tiri  ^Jf  parallela  ad  X£,  e  poi 
per  C\b,CL  parallela  ad  AH. 

Osserviamo  anzitutto  che 
CJT  è  un  quadrato,  e  che  il  ret- 
tangolo HF,  perchè  è  KM  = 
AB  e  KS  =  BC,  è  il  rettan- 
golo dei  segmenti  AB,  B  C.  Esso 
è  quindi  equivalente  al  quadrato 
di  AC,  cioè  al  quadrato  CK. 
Ed  ora^  poiché  T  angolo  DCB,  come  angolo  alla 
base  nel  triangolo  isoscele  DCB,  è  acuto  [158],  l'a- 
diacente A{C)D  è  ottuso.  Dal  triangolo  ottusangolo 
ACD  abbiamo  [417]  che  il  quadrato  di  AD  è  equiva- 
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lente  alla  somma  dei  quadrati  dì  AC^  CDy  più  due 
volte  il  rettangolo  di  AG,  CE,  Ma  il  quadrato  di  CD 
è  ugnale  a  quello  di  A  C,  epperò  è  equivalente  al  ret- 
tangolo KF\  e  perchè  è  CE  =  -&-B,  il  doppio  del 
rettangolo  di  AC,  CE  è  equivalente  al  rettangolo  di 
ACj  CBj  ossia  al  rettangolo  CM.  Pertanto  il  qua- 
drato di  AD  è  equivalente  al  quadrato  AF,  e  per 
conseguenza  è  AD  =,  AB,  [424]. 

Ora  dobbiamo  considerare  i  due  triangoli  isosceli 
ABD,  DBC.  Poiché  questi  hanno  l'angolo  ABD  in 
comune,  e  questo  è  in  ciascuno  dei  triangoli  uno  degli 
angoli  alla  base,  anche  gli  angoli  DAB,  BDCy  che 
sono  quelli  opposti  alle  basì,  sono  eguali  tra  loro. 
D'altra  parte,  poiché  nel  triangolo  A  CD  è  J.C=  CD, 
è  anche  C{D)A  =  D(A)C.  Nel  triangolo  isoscele 
ADB  l'angolo  BDA,  alla  base,  è  dunque  doppio 
dell'angolo  DAB  opposto  alla  base.  Per  conseguenza 
D  AB  èia,  quinta  parte  della  somma  degli  angoli  del 
triangolo;  epperò  esso  è  appunto  un  quinto  dì  due 
retti.  (1). 

Esercizi. 

ÀTTerteDza,  Gli  esercìzi  dal  501  al  548  si  dimosiireraimo 
tenendo  per  definizione  di  equivalenza  qnella  particolare 
del  §  396,  senza  far  uso  mai  del  postulato  dell'area  [424] 
e  quindi  neanche  delle  sue  conseguenze. 
501.  Dimostrare  che  due  rombi,  che  hanno  base  comune  e  sono 
compresi  tra  le  stesse  parallele,  sono  equivalenti,  ricor- 
rendo solo  al  teorema  397.  (Bisogna  distinguere  due  casi). 


0)  Questa  giustificazione  della  costruzione  dell'angolo 
che  è  un  quinto  di  due  retti  ha  il  difetto  di  tirare  in  questione 
elementi  estranei  (aree).  Essa  è  ormai  surrogata  dalla  prece- 
dente che  conosciamo  [336,  337,  338],  che  è  indipendente  dalla 
teoria  dell'  equivalenza,  da  quella  della  simiglianza  e  dalla  Ste- 
reometria. 
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^02. Dimostrare  il  teorema  dell'esercizio  precedente  senza  ri- 
correre ad  alcuno  del  capitolo.  (Si  conduca  per  quel  ver- 
tice del  triangolo,  che  i  rombi  lianno  in  comune,  ed  è 
opposto  alla  base  comune,  la  parallela  a  questa  base.  Ecc.). 

^03. Dedurre  dall'esercizio  precedente  il  teorema  del  §  408. 

-504.  Dimostrare  che,  sottraendo  da  superficie  finite  uguali  loro 
parti  eguali,  si  ottengono  resti  equivalenti,  e  ciò  per  il  caso 
che,  poste  le  due  figure  eguali  in  coincidenza,  rimanga 
nella  superficie,  dopo  fatte  le  sottrazioni,  tanto  da  potervi 
segnare  una  figura  eguale  alla  parti  che  si  sottraggono. 

•505.  Se  da  due  superficie  finite  uguali  si  sopprimono  due  cir- 
coli eguali,  i  resti  sono  equivalenti. 

506.  Si  dimostri  il  teorema  406,  nel- 
r  ipotesi  che  i  due  segmenti 
DE,  EB  siano  multipli  d'uno 
stesso  terzo  segmento. 

507.  Dimostrazione  del  teorema  di 
PrrACK)BA  suggerita  dalla  figura 
qui  accanto. 

508.  Dimostrare  che  un  trapezio  è 
equivalente  ad  un  rombo  che 

ha  la  base  ugnale  alla  semisomma  delle  basi  del  trapezio 
e  la  stessa  altezza  del  trapezio. 
•909.  Se  sui  lati  di  un  triangolo  si  costruiscono  tre  quadrati,  e 
si  imiscono  le  estremità  dei  lati  dei  quadrati  uscenti  da 
imo  stesso  vertice  del  triangolo  dato,  si  formano  tre  trian- 
goli equivalenti  al  triangolo  dato. 

•510.  Se  per  i  vertici  di  un  quadrangolo  si  tirano  delle  paral- 
lele alle  diagonali,  si  ottiene  un  rombo  che  è  doppio  del 
quadrangolo  dato. 

911.  Se  due  quadrangoli  hanno  diagonali  rispettivamente  uguali 
ed  egualmente  inclinate,  essi  sono  equivalenti.  [510,  807]. 

51 2. Se  un  punto,  preso  nell'interno  di  un  rombo,  viene  unito 
coi  vertici,  il  rombo  resta  diviso  in  quattro  triangoli  tali 
che  la  somma  di  due  opposti  è  equivalente  alla  somma 
degli  altri  due. 

51 3.  Unendo  le  estremità  di  uno  dei  lati  concorrenti  di  un  tra- 
pezio col  punto  di  mezzo  del  lato  opposto,  si  ottiene  un 
triangolo,  che  è  equivalente  alla  metà  del  trapezio.  (Si 
tiri  la  parallela . . .  ). 
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514.  Qualunque  retta,  che  passi  per  il  punto  di  mezzo  del  seg- 
mento che  unisce  i  punti  di  mezzo  dei  lati  paralleli  di  un 
trapezio  e  tagli  i  lati  paralleli,  divide  il  trapezio  in  due 
parti  equivalenti. 

515.  Se  le  diagonali  di  un  quadrangolo  si  tagliano  ad  angoli 
retti,  la  somma  dei  quadrati  di  due  lati  opposti  è  equiva- 
lente alla  somma  dei  quadrati  degli  altri  due.  [415]. 

516.11  rettangolo  dei  cateti  d'un  triangolo  rettangolo  è  equi- 
valente al  rettangolo  dell'ipotenusa  e  dell'altezza  calata, 
sull'  ipotenusa. 

51 7.  Dimostrare  il  teorema  di  Pità&ora  confrontando  il  ret- 
tangolo BN  eà  il  quadrato  LA  (ci  si  riferisce  alla  figura 
del  §  415)  coi  triangoU  LBC,  A  ED. 

51 8.  Se  si  unisce  il  vertice  di  un  angolo  acuto  di  un  triangolo< 
rettangolo  con  un  punto  del  cateto  opposto,  la  somma  del 
quadrati,  uno  del  segmento  tirato  e  Faltro  del  cateto,  è  equi- 
valente alla  somma  dei  quadrati  dell'ipotenusa  e  di  quel 
segmento  del  cateto  che  è  dalla  parte  dell'angolo  retto. 

519.11  quadrato  dell'altezza  di  un  triangolo  equilatero  è  tri- 
plo del  quadrato  della  metà  del  lato.  [415]. 

520.  In  un  triangolo  rettangolo  il  quadrato  della  mediana,  ti- 
rata ad  un  cateto,  e  il  triplo  del  quadrato  della  metà  dei 
cateto  stesso  danno  una  somma  equivalente  al  quadrato» 
dell'ipotenusa. 

521.Due  triangoli  ABC,  DEF,  rettangoli  in  B  ed  in  JS7,  hanno^ 
eguali  anche  gli  angoli  in  il  e  in  2).  Dimostrare,  (mediante 
il  teorema  408),  che  il  rettangolo  dei  lati  AB,  EF  è  equi- 
valente al  rettangolo  dei  lati  BC,  DE* 

522.  Se  da  una  estremità  della  base  di  un  triangolo  isoscele  al 
tira  la  normale  al  lato  opposto,  il  doppio  del  rettangolo,, 
contenuto  da  questo  lato  e  dal  segmento  adiacente  alla, 
base,  è  equivalente  al  quadrato  della  base. 

523.  Trovare  la  somma  di  più  quadrati  dati. 

524.  Trasformare  un  triangolo  dato  in  un  triangolo  isoscele  di 
data  base,  o  in  un  triangolo  rettangolo  dì  data  base. 

525.  Trasformare  un  triangolo  in  un  triangolo  isoscele,  nel 
quale  il  lato  sia  eguale  ad  un  segmento  dato.  (Prima  si 
trasformerà  il  triangolo  in  un  altro,  il  quale  abbia  un  lato 
eguale  al  dato  segmento). 

526.  Trasformare  un  triangolo  in  uno  isoscele  di  data  altezza^ 
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527.  Trasformare  un  triangolo  in  una  losanga,  nella  quale  uno 
dei  lati  sia  uno  dei  lati  del  triangolo. 

•528.  Trasformare  un  triangolo  in  un  altro,  che  abbia  un  lato 
sopra  una  retta  data,  e  un  vertice  in  un  vertice  del  trian- 
golo dato. 

529.  Costruire  un  triangolo  che  sia  equivalente  a  un  trian- 
golo dato  e  i  cui  vertici  cadano  rispettivamente  su  tre 
rette  date. 

530.  Dimezzare  un  rombo  con  una  retta  parallela  a  una  retta 
data. 

531.  Trasformare  un  rombo  in  un  altro  nel  quale  un  lato  sia 
eguale  a  un  segmento  dato.  (  Si  osservi  la  £gura  del  §  408; 
si  supponga  che  A  E  sia  il  rombo  dato,  e  che  EK  sia  il 
dato  segmento). 

532.  Prolungare  un  segmento  dato  di  tanto  che  il  rettangolo 
contenuto  dal  segmento  prolungato  e  dal  segmento  dato 
sia  equivalente  a  un  quadrato  dato.  [531]. 

533. Dividere  un  triangolo  in  due  parti  equivalenti  e  ciò  con 
una  retta  tirata  da  un  punto  situato  sopra  un  lato.  (Si 
unisce  il  punto  col  vertice  opposto,  e  si  tira  da  questo 
vertice  la  mediana,  ecc.). 

534.  Dividere  un  triangolo  in  tre  parti  equivalenti  con  rette 
uscenti  da  un  punto  dato  sopra  un  lato.  (Si  comincia  divi- 
dendo questo  lato  in  tre  parti  eguali). 

535.  Dividere  un  triangolo  in  tre  parti  equivalenti  e  ciò  con 
segmenti  tirati  al  contomo  del  triangolo  da  un  punto  po- 
sto nell'interno  del  triangolo.  (Si  comincia  trasformando 
il  triangolo  in  uno,  che  abbia  un  vertice  nel  punto  dato 
e  un  lato  sopra  uno  dei  lati  del  triangolo  dato). 

536. Dividere  un  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  le  due 
estreme  siano  eguali  e  la  somma  dei  loro  quadrati  sia 
equivalente  al  quadrato  della  media.  (Si  comincia  co- 
struendo due  angoli  coi  vertici  nelle  estremità  del  seg- 
mento, e  che  siano  ciascuno  un  quarto  di  un  retto). 

537. In  un  rettangolo  ABCD  si  tiri  il jB  ad  un  punto  E  di  CJ), 
e  poi  BF  normale  ad  AE,  Si  provi  che  il  rettangolo  dato  è 
equivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  AE^  BF.  (Si  tiri 
per  E  un  segmento  EH  normale  ad  AE  eà  eguale  b.  BF, 
Facilmente  si  prova  che  il  triangolo  AEB  è  equivalente 
al  triangolo  AEH), 
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538. Se  sopra  due  isAi  AB,  AC  di  xxd.  triangolo  qnalanqne,  si 
costruiscono  due  rombi  ad  arbitrio,  e  poi  si  prolungano^ 
quei  lati  dei  rombi  che  sono  opposti  rispettivamente  ad 
AB,  AC,  fino  a  che  s'incontrino  in  D,  la  somma  dei  due 
rombi  è  equivalente  a  un  rombo  un  cui  lato  sia  BC,  o- 
un  altro  lato  sia  eguale  e  parallelo  ad  ^iD.  (Teorema, 
di  Pappo). 

539.  Se  un  segmento  è  diviso  in  parti  eguali  e  in  parti  disu- 
gaali,  il  rettangolo  delle  parti  disuguali  e  il  quadrato  del 
segmento,  che  ha  i  termini  nei  punti  di  divisione,  danno> 
una  somma  equivalente  al  quadrato  della  metà  del  seg- 
mento dato. 

540.  Se  un  segmento  è  diviso  in  parti  eguali  e  in  parti  disu- 
guali, la  somma  dei  quadrati  delle  parti  disuguali  è  dop- 
pia della  somma  dei  quadrati  costruiti,  uno  sulla  metà 
del  segmento  dato,  l'altro  sul  segmento  che  ha  i  termini 
nei  punti  di  divisione.  (Costruiti  i  quadrati  delle  parti 
disuguali,  si  dimezzi  la  differenza  dei  lati,  e  si  osservi 
che  la  semidifferenza  è  appunto  eguale  al  segmento  che^ 
ha  i  termini  nei  punti  di  divisione.  Per  il  punto  di 
mezzo  della  semidifferenza  si  tiri  la  parallela  al  segmento- 
dato,  e  per  il  punto  di  mezzo  dello  stesso  la  normale  ad. 
esso,  ecc.). 

541. Se  una  corda  FAQ  taglia  un  diametro  di  un  cerchio  in  un 
punto  A,  e  forma  con  questo  un  angolo  semiretto,  la 
somma  dei  quadrati  dei  segmenti  FA,  AQ  h  equivalente- 
ai  doppio  del  quadrato  del  raggio.  [211,  540]. 

542.  Se  due  corde  di  un  cerchio  si  tagliano  ad  angolo  retto,  la 
somma  dei  quadrati  dei  quattro  segmenti,  in  cui  sono  di- 
vìse, è  equivalente  al  quadrato  del  diametro.  [211,  540]. 

543.  La  somma  dei  quadrati  di  due  corde,  che  si  tagliano  ad. 
angolo  retto,  aumentata  del  quadruplo  del  quadrato  della 
distanza  fra  il  centro  e  il  punto  d'intersezione  delle  du& 
corde,  è  equivalente  ad  otto  volte  il  quadrato  del  raggio. 
[413,  540,  539]. 

544.  Se  un  angolo  di  un  triangolo  è  quattro  terzi  di  un  retto^ 
il  quadrato  del  lato  opposto  è  equivalente  alla  somma  de^ì 
quadrati   degli   altri  due  lati,   aumentata  del  rettangol<^> 
dei  lati  stessi.  [417]. 

545.  Se  si  tira  una  tangente  a  un  cerchio,  la  parte  di  questi^^^ 
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compreBa  tra  due  tangenti  condotte  al  cerchio  per  le  estre- 
mità di  un  diametro  qualsivoglia,  è  divisa  dal  punto  di  con- 
tatto in  modo  che  il  rettangolo  dei  due  segmenti  è  equi- 
valente al  quadrato  del  raggio. 

546.  Per  E^  punto  di  mezzo  della  diagonale  BD  òivLa  quadran- 
golo ABCD,  si  conduca  FER  parallela  ad  AC.  Mostrare 
che  FC  divide  il  quadrangolo  in  due  parti  equivalenti. 

Ò47.  AB  CD  è  un  rettangolo,  E  un  punto  qualunque  in  BC,  ed 
F  in  DC,  Dimostrare  che  il  rettangolo  dato  è  equivalente 
alla  somma  di  due  volte  il  triangolo  ^i^J^,  e  del  rettan- 
golo dei  segmenti  BE,  DF,  (Per  E  si  conduca  la  pa- 
rallela dia  ABy  e  siano  H  e  K  ì  punti  dove  incontra  AD, 
AF.  Per  K  si  tiri  la  parallela  od  AD,  e  siano  M  ed  N 
ì  punti  dove  incontra  i  lati  AB,  DC;  in£ne  si  tiri  per 
F  \9»  FL  parallela  a  DA  fino  ad  incontrare  AB  ìtl  L, 
Facilmente  si  prova  che  IfC  è  doppio  àìAEF,  Poi  1.408] 
HL  =  AN,  ecc.). 

548.  Da  un  rombo  dato  tagliarne  via  una  n.e8Ìma  parte,  e  ciò 
con  una  retta  che  sia  parallela  ad  una  retta  data. 

549.  Un  quadrangolo  viene  diviso  in  quattro  parti  equivalenti 
dai  segmenti,  che  uniscono  i  punti  medi  dei  lati  col  punto 
d'incontro  delle  parallele  condotte  a  ciascuna  diagonale 
per  il  punto  medio  dell'altra.  (Unendo  il  punto  medio  di 
un  lato  con  quello  di  mezzo  di  una  diagonale,  si  ottiene 
un  triangolo  che  è  la  quarta  parte  di  uno  di  quelli,  in  cui 
il  quadrangolo  è  tagliato  dalla  diagonale  stessa.  [408]). 

550.  Se  due  triangoli  hanno  basi  ed  altezze  rispettivamente 
uguali,  e  si  tirano  due  corde  parallele  alle  basi  ed  egual- 
mente distanti  dalle  basi  stesse,  le  due  corde  sono  eguali. 
(  Indirettamente  ). 

551.  Di  tutti  i  triangoli,  che  hanno  due  lati  rispettivamente 
uguali,  quello,  in  cui  l'angolo  compreso  è  retto,  ha  la  mas- 
sima superficie. 

552.  Le  mediane  di  un  triangolo  dividono  il  triangolo  in  sei 
parti  equivalenti. 

553.  Dei  quattro  triangoli,  in  cui  un  trapezio  resta  tagliato 
dalle  due  diagonali,  i  due,  die  hanno  per  lati  i  lati  non 
paralleli,  sono  equivalenti. 

554.  In  un  triangolo  ogni  corda  parallela  ad  un  lato  è  dimez- 
zata dalla  corrispondente  mediana.  (Indirettamente). 
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555.  Secondo  che  il  quadrato  del  lato  di  nn  triangolo  è  mag- 
giore, equivalente  o  minore  della  sonmia  dei  quadrati  de- 
gli altri  due  lati,  F  angolo  opposto  al  primo  lato  è  ottuso, 
retto,  od  acuto.  (Indirettamente). 

556. Se  il  quadrato  di  un'altezza  di  un  triangolo  è  equiva- 
lente al  rettangolo  dei  segmenti  in  cui  il  piede  dell'al- 
tezza taglia  il  lato  a  cui  è  tirata,  il  triangolo  è  rettangolo. 

557.  Se  sopra  un  segmento  diviso  in  sezione  aurea  si  costrui- 
sce un  triangolo  rettangolo  in  modo  che  il  punto  di  divi- 
sione sia  il  piede  dell'altezza  relativa  all'ipotenusa,  uno 
dei  cateti  è  uguale  alla  parte  aurea. 

558.  Se  da  un  punto  qualunque  si  tirano  le  normali  ai  lati 
di  un  pob'gono,  la  somma  dei  quadrati  dei  segmenti  non. 
consecutivi  dei  lati  è  equivalente  alla  somma  dei  qua- 
drati degli  altri  segmenti  (Quando  un  punto  di  divisione 
è  sul  prolungamento  di  un  lato,  per  segmenti  del  lato  s'in- 
tendono le  distanze  comprese  fra  i  termini  del  lato  e  il 
punto  di  divisione). 

559. In  un  triangolo  isoscele  ABC,  se  si  congiunge  il  ver- 
tice A  con  un  punto  D  della  base,  la  differenza  dei  qua- 
drati di  ABj  AD  è  equivalente  al  rettangolo  ài  BD, 
DO.  [418]. 

560. Se  il  vertice  dell'angolo  retto  di  un  triangolo  rettangolo 
si  unisce  coi  vertici  opposti  del  quadrato  descritto  sull'i- 
potenusa, la  differenza  dei  quadrati  dei  due  segmenti  è 
equivalente  alla  differenza -dei  quadrati  dei  cateti. 

561.  Dati  due  quadrati,  costruirne  uno  che  sia  equivalente  alla 
loro  semisomma. 

562.  Costruire  un  quadrato,  che  sia  la  n.e9tffio  parte  di  un  qua- 
drato dato. 

563.  Dividere  un  segmento  in  due  parti  tali,  che  il  rettangolo 
di  queste  sia  equivalente  a  un  quadrato  dato.  Come  si  do- 
vrebbe dividere  il  segmento,  se  si  volesse  che  il  rettan- 
golo fosse  il  più  grande  possibile?  [410]. 

564.  Trasformare  un  triangolo  dato  in  un  triangolo  isoscele  e 
rettangolo.  [422]. 

5j65.Fer  un  punto,  dato  nell'interno  di  un  angolo,  tirare  una 
corda  in  modo  che  il  triangolo  risultante  abbia  la  più  pic- 
cola superficie  possibile.  (Bisogna  tirare  la  corda,  che  è 
bisecata  dal  punto  dato). 
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566.  Dimostrare  che  fra  1  triangoli  che  si  possono  costmlra 
sulla  stessa  base,  e  nei  qnali  la  somma  degli  altri  due  lati 
è  ugnale  a  un  segmento  dato,  l'isoscele  ha  la  massima  su- 
perfìcie. (Ck>struito  l'isoscele,  e  tirata  per  il  vertice  la  pa- 
rallela alla  base,  si  osserverà  [64]  che  qualsivoglia  altro 
triangolo,  il  quale,  avendo  la  base  stessa,  avesse  il  vertice 
sulla  parallela,  avrebbe  maggior  perimetro  dell'isoscele). 

567.  La  differenza  di  due  quadrati  è  equivalente  al  rettangolo 
contenuto  dalla  somma  e  dalla  differenza  dei  lati  del  qua* 
drati  dati.  (Si  dispongano  1  due  quadrati  in  modo  che 
abbiano  un  angolo  in  comune). 

568.  Dimostrare  che  la  somma  di  due  quadrati  non  è  mai  mi- 
nore del  doppio  del  rettangolo  dei  lati  dei  quadrati.  (Si 
potrà  dare  ai  quadrati  la  stessa  disposizione  che  nell'eser- 
cizio precedente.  Cosi  si  trova  anche  l'eccesso  quando 
uno  ce  ne  sia). 

569.  Se  due  cerchi  eguali  si  toccano  esternamente  in  ^  e  si 
conducono  per  i  centri  0,  0',  e  da  una  stessa  banda  della 
00\  due  raggi  OjB,  O'B'  paralleli,  e,  preso  BB'  come 
diametro,  si  descrive  mezzo  cerchio  esternamente  ai  cer- 
chi dati,  la  superficie  {dTepafunde\  compresa  dal  detto 
mezzo  cerchio  e  dagli  archi  BA^  AB\  è  equivalente  al 
rombo  OO'B'B. 

570.  Se  due  corde  di  un  cerchio  si  tagliano,  il  rettangolo  con- 
tenuto dalle  parti  dell'una  è  equivalente  al  rettangolo  con- 
tenuto dalle  parti  dell'altra.  [211,  539]. 

571.  Se  due  triangoli  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali, 
e  a,  ò  sono  due  lati  del  primo  triangolo,  ed  a',  h'  i  corri- 
spondenti (opposti  cioè  ad  angoli  rispettivamente  uguali) 
nell'altro  triangolo,  il  rettangolo  dei  segmenti  a  e  ò'  è 
equivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  a',  h.  (Si  dispon- 
gano i  triangoli  in  modo  che  gli  angoli  compresi  dai  lati 
considerati  siano  opposti  al  vertice,  e  i  lati  a  e  ò'  siano 
per  diritto.  Gli  altri  quattro  vertici  sono  [353]  sopra  uno 
•stesso  cerchio.  [570]). 

572.  Se  da  un  punto  estemo  ad  un  cerchio  si  conducono  a  que- 
sto due  secanti,  il  rettangolo  di  una  secante  e  della  sua 
parte  estema  è  equivalente  al  rettangolo  dell'altra  se- 
cante e  della  sua  parte  estema.  (Si  tireranno  due  cor- 
de... [348;  571]). 
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573.  Se  da  un  ptuato  esterno  ad  un  cerchio  si  idra  a  qaesto  wi^ 
tangente  e  una  secante,  il  quadrato  della  tangente  è  equi- 
valente al  rettangolo  dell'intera  secante  e  della  sua  parte 
estema.  (Si  unisca  il  punto  di  contatto  coi  punti  dove  la 
secante  incontra  il  cerchio.  [848,  571]). 

574.  Se  l'angolo  al  vertice  di  un  triangolo  isoscele  è  un  quinto 
di  due  retti,  la  base  del  triangolo  è  uguale  alla  parte 
aurea  del  lato.  (Si  dimezzi  uno  degli  angoli  alla  base.  [571])* 

575.  La  parte  minore  di  un  segmento  diviso  in  sezione  aurea  è 
uguale  alla  parte  aurea  del  segmento  maggiore.  [574]. 

576.  Costruire  un  segmento,  data  la  sua  parte  aurea  [574,  575]> 
oppure  data  la  parte  minore. 

577.  Se  dei  triangoli  equivalenti  hanno  un  angolo  eguale,  il 
rettangolo  dei  lati,  che  contengono  l'angolo  eguale,  èco- 
stante.  (Si  dispongano  due  triangoli  in  modo  ohe  gli  an- 
goli eguali  siano  opposti  al  vertice.  Se  AB  e  CD  sono  i 
lati  opposti,  AO  e  BD  sono  parallele.  [571]). 

57S.Sul  lato  ii^,  di  un  quadrato  ABCDy  preso  come  diame- 
tro, e  fuori  del  quadrato,  si  descriva  mezzo  cerchio.  Si  uni- 
sca un  punto  E  qualunque  del  mezzo  cerchio  con  C  e  con 
D.  I  segmenti  EC,  ED  tagliano  AB  in  due  punti  JF,  H 
in  modo  che  il  quadrato  di  FR  è  equivalente  al  rettan- 
golo di  AF  ed  HB.  (Teorema  di  Fkrmat).  (Per  F  e  per 
H  si  tirino  due  normali  sA.  AB  fino  ad  incontrare  in 
If  ed  in  JV  i  segmenti  E  A,  EB.  Considerando  prima  i 
triangoli  E  AD,  EMF,  poi  i  due  EDO,  EFH,  si  prova 
[571]  essere  MF  =  FM.  Similmente  si  prova  essere^ 
NB  ^  FH.  Infine  bisogna  considerare  [571]  i  triangoli 
AFM,  NHB). 

579.  E^ica  vare  dal  precedente  esercizio  un  altro  modo  per  divi- 
dere un  segmento  in  sezione  aurea.  (Sia  ^JB  il  doppio  del 
segmento  dato,  e  si  tiri  DE  cosi  che  passi  per  il  centro 
del  cerchio). 

580. Iscrivere  un  quadrato  in  un  triangolo  dato.  (Sopra  un 
lato  ed  esternamente  si  costruisca  un  quadrato,  ecc.  La 
dimostrazione  è  analoga  a  quella  dell'esercizio  578). 

561.  In  un  triangolo  qualunque  ogni  corda  parallela  ad  un  lato 
è  dimezzata  dalla  mediana  corrispondente  al  lato  stes- 
so. [571]. 

582.  Dividere  un  segmento  dato  in  due  peycti,  in  modo  che  la 
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somma  dei  loro  quadrati  sia  la  più  piccola  possibUe.  (Ap- 
plicazione deir  esercizio  540). 

583.  In  nn  triangolo  qualunque  la  somma  dei  quadrati  di  due 
lati  è  doppia  della  somma  del  quadrato  della  metà  del 
terzo  lato  e  del  quadrato  della  mediana  tirata  a  questo 
lato.  (La  mediana  fa  con  la  base  un  angolo  acuto  ed  uno 
ottuso.  Si  applichino  i  due  teoremi  417,  418,  e  poi  si  som- 
mi. Per  il  caso  in  cui  P  altezza  cade  fra  i  termini  del  lato, 
è  più  spedito  ricorrere  all'esercizio  540,  ed  aggiungere  il 
doppio  del  quadrato  dell'altezza). 

584.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  rombo  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  delle  diagonali.  [583]. 

586.  Se  sopra  un  diametro  di  un  cerchio  si  prendono  due  punti 
egualmente  distanti  dal  centro,  la  somma  dei  quadrati 
delle  loro  distanze  da  un  punto  qualunque  del  cerchio  ò 
costante.  [583]. 

586.  Trovare  il  luogo  dei  punti  per  i  quali  la  somma  dei  qua- 
drati dei  segmenti,  tirati  da  essi  a  due  punti  dati,  è  equi- 
valente ad  un  quadrato  dato.  [584,  585]. 

987. Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'altezza  corrispon- 
dente e  la  somma  dei  quadrati  degli  altri  lati.  [586]. 

588.  La  somma  dei  quadrati  dei  segmenti,  che  uniscono  un 
punto,  preso  nell'interno  di  un  quadrato,  coi  vertici  del 
quadrato  stesso,  è  doppia  della  somma  dei  quadrati  delle 
distanze  del  medesimo  punto  dai  lati  del  quadrato.  (Si  unirà 
il  punto  coi  punti  medi  di  due  lati  opposti.  [583,  540]). 

589. Se  un  punto,  preso  comunque  nell'interno  di  un  rettan- 
golo, si  unisce  co'  vertici,  la  somma  dei  quadrati  dei  seg- 
menti tirati  a  due  vertici  opposti  è  equivalente  alla  som- 
ma dei  quadrati  degli  altri  due.  (Si  unirà  il  punto  con 
quelli  d'incontro  delle  diagonali.  [583]). 

590.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  triangolo  è  tripla 
della  somma  dei  quadrati  dei  segmenti  che  uniscono  i  ver- 
tici col  punto  di  concorso  delle  mediane.  [583]. 

591.  La  somma  dei  quadrati  delle  diagonali  di  un  quadrangolo 
è  doppia  della  somma  dei  quadrati  dei  due  segmenti,  che 
uniscono  i  punti  di  mezzo  di  due  lati  opposti.  (  Questi  due 
segmenti  sono  le  diagonali  dì  un  rombo,  ecc.  [584]). 

592.  Se  i  termini  di  una  corda  di  un  cerchio  si  uniscono  con 
un  punto  qualunque  del  diametro  parallelo  alla  corda,  la 
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somma  dei  quadrati  delle  due  congiungenti  è  equivalente 
alla  somma  dei  quadrati  dei  segmenti  del  diametro.  (Si 
unisca  il  punto  del  diametro  col  punto  di  mezzo  della 
corda.  [583,  540]). 

593.  La  somma  dei  quadrati  dei  lati  di  un  quadrangolo  è  equiva- 
lente alla  somma  dei  quadrati  delle  diagonali,  aumentata 
di  quattro  volte  il  quadrato  del  segmento  che  unisce  i  punti 
di  mezzo  delle  diagonali.  (Si  uniscano  due  vertici  opposti 
col  punto  di  mezzo  della  diagonale  degli  altri  due.  [584]). 

594.  La  somma  delle  distanze  dai  lati  di  un  poligono  equilatero 
di  un  punto  preso  nelF  intemo  del  poligono  è  costante. 
(Unito  il  punto  coi  vertici,  si  sommino  i  triangoli.  Poiché 
essi  hanno  egual  base,  la  somma  è  equivalente  ad  un  trian- 
golo, ecc.). 

595.  Se  0  è  un  punto  qualunque  della  diagonale  BD  ài  xm, 
rombo  il  JB Ci),  o  di  un  prolungamento  di  essa,  la  differenza 
o  la  somma  dei  triangoli  ABO,  ADO  è  equivalente  al 
triangolo  ACO, 

596.  Se  si  uniscono  i  vertici  dei  quadrati  costruiti  sui  lati  di 
un  triangolo  rettangolo,  si  ottiene  un  esagono  tale  che 
la  somma  dei  quadrati  dei  lati  è  equivalente  ad  otto  volte 
il  quadrato  dell'ipotenusa.  [417]. 

597.  Qualsivoglia  rettangolo  è  equivalente  alla  metà  del  ret- 
tangolo delle  diagonali  dei  quadrati  de'  suoi  lati. 

598.  Dimostrare,  per  il  caso  che  uno  degli  angoli  acuti  di  un 
triangolo  rettangolo  sia  un  terzo  di  retto,  che,  se  sui  lati 
del  triangolo  si  costruiscono  tre  triangoli  equilateri,  il  trian- 
golo dell'ipotenusa  è  equivalente  alla  somma  dei  triangoli 
dei  cateti. 

599.  Luogo  dei  vertici  dei  triangoli  costruiti  sopra  la  stessa 
base  e  nei  quali  la  differenza  tra  i  quadrati  degli  altri  due 
è  equivalente  a  un  rettangolo  dato.  Si  faccia  un'applica- 
zione risolvendo  il  problema  di  costruire  un  triangolo,  dato 
un  angolo/  il  lato  opposto,  e  la  differenza  dei  quadrati  de- 
gli altri  due  lati. 

600.  Neil' intemo  di  un  triangolo  è  segnato  un  altro  triangolo. 
Dimezzare,  mediante  due  segmenti,  la  superficie  compresa 
tra  i  contorni  dei  due  triangoli,  essendo  già  tirato  uno  dei 
due  segmenti  che  risolvono  il  problema. 
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CAPITOLO  X 
TEORIA  DELLE  PROPORZIONI 


Preliminari. 


43V.  Nel  presente  capitolo  non  sono  mai  in  que- 
stione le  proprietà  delle  grandezze  finite  relative 
alla  loro  forma;  ma  soltanto  quelle  riguardanti  la 
loro  estensione;  quindi  la  lunghezza,  se  si  tratta  di 
linee;  Tarea,  se  si  tratta  di  superficie;  il  volume^  se 
si  tratta  di  solidi;  ecc.  Qui  due  enti  geometrici,  finiti, 
siano  essi  linee,  superficie,  o  solidi... ^  se  hanno  me- 
desima estensione^  si  dicono  eguali.  Se  T  estensione  di 
un  ente  è  uguale  a  quella  di  una  parte  di  un  altro, 
questo  si  dice  maggiore  del  primo. 

Il  presente  capitolo  è  composto  di  proposizioni 
generali,  che  sussistono,  cioè,  per  ciascuna  delle  specie 
di  grandezze  geometriche.  Perciò,  negli  enunciati  e 
nelle  dimostrazioni  dei  teoremi,  invece  di  considerare 
grandezze  di  una  determinata  specie,  parleremo  sem- 
plicemente di  grandezze,  senz'altro.  (^). 

#38*  Se  di  due  grandezze  omogenee  J.,  S  V  una 
si  può  considerare  come  somma  di  m  grandezze 
uguali  all'altra,  si  dirà  che  essa  è  multipla  di  questa 
secondo  il  numero  m,  e  che  questa  è  aummtUtipla  o 

(^)  Le  proposizioni  a  cui  abbiamo  accennato  si  devono  con- 
siderare quali  lemmi,  premessi  all'intento  di  non  esser  costretti 
nel  seguito  a  frequenti  digressioni  e  ripetizioni.  Per  rendersi 
ragione  di  certa  indeterminatezza  che  si  avvertirà  nel  concetto 
fondamentale  del  presente  capitolo,  è  buon  consiglio  prendere 
prima  conoscenza  dell'argomento  <  ricerca  di  una  comune  mi- 
sura di  due  grandezze  ^,  tratteto  nel  capitolo  XIII. 
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parte  aliquota  od  anche  misura  della  prima  secondo 
quel  numero. 

Tra  i  multipli  di  una  grandezza  ed  anche  tra  i 
summultipli  si  considera  la  grandezza  stessa. 

Per  rappresentare  il  multiplo  della  grandezza  A 
secondo  il  numero  iw,  useremo  la  scrittura  mA,  che 
leggeremo:  m  volte  A, 

Per  rappresentare  il  summultiplo  di  A  secondo  il 
numero  m,  useremo  la  notazione  -^,  che  leggeremo: 
un  emmesimo  di  A. 

Cosi  il  simbolo  »»-^,  che  leggeremo:  m  vòlte  un 
ennesimo  di  A,  significherà  la  somma  di  m  grandezze 
uguali  ad  un  n,esimo  di  A. 

#30.  Per  esprimere  che  una  grandezza  J.  è  un 
multiplo  d'una  parte  aliquota  di  una  grandezza  Sj 
diremo  che  la  J.  è  una  frazione  della  B.  Volendo 
esprimere  che  la  J.  è  multipla  secondo  il  numero  m 
deiV  ennesimo  della  J?,  diremo  che  la,  A  è  la  frazio- 
ne -—-  della  Bj  od  anche  che  la,  Aèm  ennesimi  della  A 

Le  grandezze  mA,  mB  si  dicono  equimvUiple 
delle  grandezze  AqB  secondo  il  numero  m. 

Le  grandezze  -^^  -^  si  dicono  equisummultipìe 
delle  grandezze  A  e  B  secondo  il  numero  m.  Q). 

Le  grandezze  »»-^,  "•-^  sono  equimultiple,  se- 
condo il  numero  m,  delle  equisummultiple,  secondo  il 
numero  n,  delle  grandezze  A^B. 

(})  Relativamente  ai  summultipli  di  grandezze,  dei  quali 
si  parla  continuamente  nel  presente  capitolo,  dobbiamo  avvertire 
che,  mentre  abbiamo  imparato  a  trovare  un  summultiplo,  s^ 
.condo  qualsivoglia  numero,  di  un  segmento  [235],  ed  anche  di 
un  poligono,  (basta  infatti  trasformare  il  poligono  in  un  trian- 
golo, per  poterne  poi  avere  un  summultiplo  qualunque),  nel 
caso  che  la  grandezza  data  sia  un  angolo,  ovvero  un  arco»  ai- 


1 


X.  n 
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440«  Teor.  DaU  due  grandezee  disuguali^  ed  una 

terza  omogenea  con  esse,  sipuò  trovare  una  frazione  [439] 

detta  terza  grandezza,  che  sia  compresa  tra  le  due  prime. 

Bini.  Siano  A,  Bj  C  tre  grandezze  omogenee, 

e  sia  J.  >  B.  Dico  che  si  può  trovare  un  multiplo 

d^una  parte  aliquota  della  C, 
il  quale  sia  minore  della  A  e 
maggiore  della  B. 

Decomponiamo  la  grandez- 
za  A  in  due  parti,  una  delle 
quali  sia  eguale  alla  B.  Chia- 
mando D  r  altra  parte,  possia- 
mo intanto  scrivere: 

A=±  B  +  D.  (1) 

Ed  ora,  presa  una  parte  ali- 
.quota  della  (7,  che  sìa  mi- 
nore [335]  della  grandezza  D,  tale  sia  —,  facciamo 
poi  di  codesta  parte  aliquota  i  multipli  successivi,  e 
sia  »—  il  primo  di  questi  multipli  che  supera  la 
grandezza  B.  (*)• 

lora  sappiamo  trovare,  in  generale,  soltanto  quei  snmmultipli 
clie  si  ottengono  dimezzando  replieatamente.  Ma  non  per  qne- 
eto  pnò  sorgere  il  dubbio  che  non  esista  anche  in  questo  caso 
nn  snmmnltiplo  secondo  qualsivoglia  numoro;  epperò  possia- 
me  parlaft'e  ancora  di  summnltlpli  qnalislvogliano,  ed  anche 
imaginar  di  fare  con  essi  le  solite  operazioni,  fintantocchè  que- 
ste operazioni  si  debbano  eseguire  solo  idealmente,  affine  di  di- 
mostrare proprietà  delle  figore. 

{*)  Noi  abbiamo  ammesso  [384]  che,  dati  dne  segmenti 
disuguali,  si  possa  trovare  nn  multiplo  del  minore  che  superi 
il  maggiore.  Ma  basta  ammettere  questa  proposizione  per  i  seg- 
menti, giacché  si  può  dimostrarla  per  le  altre  specie  di  grandezze 
geometriche.  Proviamo  intanto  che  ha  luogo  per  gli  angoli. 

Siano  dati  due  angoli  disuguali  ABC^  ABD,  ambidue 
acuti.  Da  un  punto  É  qualunque  del  lato  PC,  si  tiri  la  nor- 
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Abbiamo  adunque,  per  ipotesii  : 

n 

(«1-1)^^5, 


(2) 


n 


n 


D. 


Sommando  membro  a  membro  le  due  ultime  relazioni, 
avendo  riguardo  alla  (1),  otteniamo  : 

m—  <  A.  (3> 


n 


Egli  è  adunque  [(3),  (2)]  : 

A  >  m  — 


n 


B, 


c.  d.  d. 


441.  Teor.  L*  ìi.QBÌra&  parte  del  multiplo  secondo  il 
numero  m  di  una  grandezza  data  è  uguale  al  multipla 
secondo  il  numero  m  della  parte  n.e8ima  della  gran^ 
dezza  stessa. 

Dim.  Sia  A  una  grandezza  data;  si  vuol  pro- 
vare che  è: 

mA  A 


n 


m 


n 


male  EF  al  lato  JB^  e  Bla  ^  il  ponto  in  cui  essa  incontm 
BD.  Si  costruiscano  i  segmenti  consecutivi  HK^  KL,..,  tutti 
eguali  ad  FH,  fino  ad  otte- 
nere un  multiplo  di  FH,  che 
superi  ^J^.  Unendo  il  punto  B 
con  i  punti  JST,  X...,  si  otten- 
gono gli  angoli  FBH,HBK, 
KBL,,.,  ciascuno  dei  quali  è 
minore  del  precedente.  Ad  es., 
per   provare    che   è   K{B)L 
<  H(B)K,  si  prolunghi  BK, 
e  fatto  XP  =  JB  JSr,  si  tiri  Pi. 
Confrontando  i  triangoli  BKH,  PKL^  si  conchiude  essere: 
H{B)K  =  L(P)K,  ed   HB  =  Pi; 
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Infatti,  poiché,  per  ottenere  una  n.esima  parte  della 
somma  di  quante  si  vogUano  grandezze,  basta  dividere 
ciascuna  di  queste  in  n  parti  eguali  e  poi  prendere  una 
parte  di  ciascuna,  perciò,  essendo  m  le  grandezze  date, 
e  le  loro  n.esime  parti  essendo,  nel  nostro  caso,  tutte 
uguali,  il  risultato  è  appunto  m— ,  come  d.  d. 

Definizione  di  proporzione. 

##»•  Diremo  misurare  una  grandezza  A  con  un^al- 
tra  sua  omogenea  B^  od  anche  dividere  la  A  con  la  jS, 
Toperazione  mediante  la  quale  si  determina  quante 

epperò,  essendo  [181]  BL  >  BH,  egli  è  BL  >  PL;  e  per 
conseguenza  [160]  K{B)L  <  L{F)K,  e  quindi  anche 
K(B)L  <  H(B)K.  Ed  ora,  poiché  l'angolo  FBH,  preso 
insieme  con  altri  minori  di  esso,  forma  un  angolo  FBN,  che  è 
maggiore  di  ABC,  a  maggior  ragione  esso  darebbe  un  angolo 
maggiore  ài  ABC  quando  fosse  preso  insieme  con  altrettanti 
angoli  eguali  a  se  stesso. 

Se  uno  od  ambidue  gli  angoli  dati  fossero  ottusi,  si  pò* 
trebbe  dividere  il  maggiore  in  angoli  acuti  e  prendere  un  an- 
golo acuto  qualunque  in  luogo  dell'  altro  ;  e  cosi  ci  si  ricon- 
durrebbe al  caso  precedente. 

Dimostrato  il  teorema  per  gli  angoli,  si  conchiude  che 
esso  sussiste  anche  per  archi  d'uno  stesso  cerchio,  e  ciò  per 
i  teoremi  221  e  224. 

Infìne,  se  le  grandezze  date  sono  due  poligoni,  basta  tras- 
formarli in  due  triangoli  d'ug^^ale  altezza;  che  poi,  prendendo 
un  multiplo  della  base  minore,  tale  che  superi  la  base  dell'altro 
triangolo,  si  trova  corrispondere  ad  esso  un  triangolo  multiplo 
del  minore  dei  due  dati  e  maggiore  dell'altro. 

Cor*  Dalla  precedente  proposizione  si  deduce  poi  che  : 

Date  due  grandezze  omogenee,  si  può  trovare  una  parte  ali- 
quota di  una,  che  sia  minore  delValtra  grandezza. 

Infatti,  supposto  che  A,  B  siano  due  grandezze  omogenee, 
e  che  sia  A  >  ^,  si  prenda  intanto  un  multiplo  di  B,  che  sia 
maggiore  di  A\  tale  sia  mB,  Cosi,  essendo  A  <,  mB,  egli  è 
anche  -—  <  JB. 
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grandezze  uguali  alla   B   si  possono  ricaTare  dalla 
grandezza  A. 

La  grandezza  A  si  dice  dividendo :f  la  B  divisore^ 
e  il  numero,  che  indica  quante  grandezze  uguali 
alla  B  si  possono  ricavare  dalla  A,  si  chiama  guo- 
ziente  della  divisione  (misurazione)  di  A  con  B. 

Si  dice  anche  che  misurare  A  con  B  significa  trovare 
il  numero  che  esprime  quante  volte  B  è  contenuta  in  A. 

H  modo  diretto  per  misurare  A  con  B  è  quello 
di  sottrarre  successivamente  una  parte  uguale  alla 
grandezza  B,  la  prima  volta  dalla  A,  le  altre  dai  resti 
successivi,  fino  ad  ottenere  un  resto  minore  di  B. 
Quest'ultimo  resto  si  dice,  senz'altro^  il  resto.  Quando 
non  c'è  cotal  resto,  in  tal  caso  si  dice  che  la  ^  è 
contenuta  nella  A  esattamente. 

4#3«  Ad  es.,  se  misurando  una  grandezza  A 
con  una  grandezza  J?,  si  sia  trovato  per  quoziente 
il  numero  m,  si  può  scrivere  : 

mB  ^   A  <  (m  +  1)B, 
dove  il  segno  d' eguaglianza  si  riferisce  al  caso  che 
non  ci  sia  stato  resto  finale. 

Reciprocamente  dall'ultima  limitazione  si  con- 
chiude che  m  è  il  quoziente  che  si  trova  misurando  la 
grandezza  A  con  la  grandezza  Bj  od,  in  altre  parole, 
che  la  jS  è  contenuta  m  volte  nella  A. 

44#.  Teor*  8e  due  rombi  hanno  eguMi  altezze^  mi- 
surando uno  dei  rombi  e  la  sua  base  rispettivamente 
con  equisummuUipU  qualistvogliano  dM^  altro  rombo 
e  della  base  di  questo^  si  ottengono  quozienti  eguaìi.  (^). 

(*)  In  altre  parole  :  Se  due  romM  hanno  eguali  altezte,  equi- 
sumfnultipli  quallsivogliano  d'un  rombo  e  della  sua  ìfose  sono  con- 
tenuti rispettivamente  lo  stesso  numero  di  volte  nélValtro  rombo  e 
nella  sua  base. 
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Altrettanto  può  dirsi  per  U  caso  di  due  triangoli  $  e- 
jfuaia  altezza.  (^). 

Blm.  Siano  ABCD^  EFHK  due  rombi,  nei 
quali,  ove  si  prendano  per  basi  i  lati  AB^  JSF,  siano 
eguali  le  altezze.  Dico  che,  misurando  il  rombo  FK  e 
la  sua  base  EF  rispettivamente  con  equisummultipli 
qualisivogliano  del  rombo  AC  e  della  base  ABj  si  tro- 
iano necessariamente  quozienti  eguali. 

Si  divida  AB  in  un  numero  n  arbitrario  di  parti 
eguali  [825],  e  con  una  di  queste  parti  si  misuri  JSF. 
Supponiamo  che  sia  m  il  quoziente,  e  che  ci  sia  resto. 
Per  ciascuno  dei  punti  di  divisione  della  base  AB  si 
<^onduca  la  parallela  ad  J.  2>  ;  e  per  i  punti  di  divi- 
sione di  FF  si  tirino 
delle  parallelle  ad  FK. 
Cosi  il  rombo  J.C  re- 
sta diviso  in  n  parti 
eguali  [307]  ;  e  il  rom- 
bo FK  vien  diviso  in 
{m  -|-  1)  parti  ;  m  di 
•queste  sono  eguali  [307]  tra  loro  ed  equivalenti  [407] 
-alle  parti  di  AC,  ed  una  (quel  rombo,  cioè,  che  ha 
per  base  il  resto)  è  minore  delle  altre  parti.  In  tal 
modo  è  reso  manifesto  che,  misurando  il  rombo  FK 
•con  Vn.esima  parte  del  rombo  AC,  sì  trova  m  per 
quoziente,  per  l'appunto  come  si  è  trovato  per 
quoziente  m  misurando  EF  con  l' n.esima  parte 
di^jB. 

E  chiaro  che  si  perviene  aUa  stessa  oonchiusione 

(^)  Si  dimostra  qui  questo  teorema,  il  cui  posto  sarebbe 
più  avanti,  perchè,  quando  si  darà  prossimamente  una  certa 
definizione  [445J,  si  siano  già  contemplate  grandezze  a  cui 
quella  definizione  conviene. 
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anche  nel  caso  che  una  e  quindi  ambedue  le  divisioni 
si  compiano  senza  resto  finale. 

Analoga  è  la  dimostrazione  per  il  caso  di  due 
triangoli  d^eguale  altezza. 

445.  Bef.  Affine  di  esprimere  che  quattro  gran-- 
dezze^  prese  in  un  certo  ordine^  sono  tali  che,  equisum- 
multipli  qualisivogliano  della  seconda  e  della  quarta 
sono  contenuti  rispettivamente  lo  stesso  numero  di  volte 
nella  prima  e  neUa  terza  (^),  si  dice  che  «  le  quattro  gran- 
dezze fiyrmano  una  proporzione  >  ovvero  che  «  Ma- 
prima  sta  aUa  seconda  come  la  terza  sta  alla  quarta  > 
od  anche  che  «  U  rapporto  della  prima  àXLa  sectnukti 
è  uguale  al  rapporto  della  terza  aUa  quarta.  (')*(^). 

i})  Oppure,  in  altre  parole  :   Affine ,  misurando  la 

prima  e  la  terza  rispettivamente  con  equisummuUipli  qualisivo- 
gliano della  seconda  e  della  quarta,  si  trovano  quozienti  eguali . . .  ^ 
(E  bene  saper  usare  indifferentemente  le  due  locuzioni). 

Cosi,  dovendo  ripetere  V  enunciato  del  teorema  444,  ora  si 
direbbe  :  8e  due  rombi  hanno  eguale  altezza,  un  romho  sta  alV altro,, 
come  la  base  del  primo  sta  alla  base  del  secondo,  od  anche,  più  con- 
cisamente :  Se  due  rombi  hanno  eguale  altezza,  i  rombi  stanno  come- 
le  basi,  od  anche  :  il  rapporto  dei  rombi  e  uguale  a  quello  delle  basL 

(Qui  sarà  bene  che  lo  studioso  legga  i  §§  500  e  667  per 
impadronirsi  del  concetto  di  proporzione.  E  rilegga  il  §  443.  Tro- 
verà il  seguito  del  capitolo  cosa  facile  e  infine  anche  piacevole  ).. 

(^  La  parola  rapporto  è  qui  adoperata  all'  unico  scopo  di 
comporre  una  locuzione  che  si  presti  meglio  delle  altre  due^ 
per  esprimere  talune  proposizioni.  Non  si  deve  attribuirle  nes- 
sun significato  (numerico). 

C)  Meditando  sulla  definizione  di  proporzione,  si  capi- 
sce che  essa  indica  il  modo  per  accertare  che  una  certa  rela- 
zione tra  le  due  prime  grandezze  è  la  stessa  che  tra  le  du& 
ultime.  Ma  poiché  codesta  relazione  non  solo  non  è  stata  de- 
finita, ma  neppure  accennata,  la  definizione  di  proporzione^ 
quando  si  volesse  interpretarla  per  questo  verso,  non  pecche- 
rebbe di  chiarezza. 

La  definizione  equivalente  di  Euclidb,  perchè  contiene  uni 
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446.  088.  La  prima  e  la  seconda  di  quattro  gran- 
dezze in  proporzione  sono  necessariamente  omogenee 
tra  loro;  cosi  dicasi  delle  altre  due.  Possono  però 
^essere  omogenee  tutte  e  quattro. 

447.  Per  significare  che  quattro  grandezze  J.,  J?, 
<7,  D  (prese  nell'ordine  in  cui  sono  nominate,  o  scritte) 
dPorraano  una  proporzione,  scrìveremo: 

A:  B  =  C  .  D. 

Le  quattro  grandezze  si  dicono  i  termini  della 
proporzione. 

Le  due  prime  formano  un  rapporto,  e  le  altre 
un  altro  rapporto. 

Jl  e  (7  si  dicono  gli  antecedenti]  B  e  D  ì  conse^ 
^ftienti.  A  e  D  si  dicono  gli  estremi  ]  B  e  G  i  medi. 

La  grandezza  D  si  dice  talvolta  qtmrta  propor- 
zionale dopo  le  (rispetto  alle  grandezze)  A,  B,  C. 

Se  in  una  proporzione  una  stessa  grandezza  fa 
•da  seconda  e  da  terza,  essa  si  dice  media  proporzionale 
tra  le  altre  due,  e  l'ultima  si  dice  terza  proporzionale 
dopo  le  altre  due.  E  la  proporzione  si  dice  continua. 

ninnerò  indeterminato  di  più,  sarebbe  anche  meno  chiara;  si 
j>otrebbe  dire  che  non  se  ne  capisce  nulla. 

Ma  non  è  poi  vero  che  la  definizione  sia  oscura.  Bisogna 
prenderla  per  quel  che  dice,  e  non  sospettare  che  essa  voglia 
•dire  di  più. 

Essa  diventa  fondamento  d'una  teoria  facile  che  serve 
•come  mezzo  di  dimostrazi#ne  (ad  es.  del  teor.  del  §  552)  ed 
•anche  come  mezzo  per  risolvere  problemi.  (Si  deve  ad  essa,  ad 
•es.,  la  scoperta  del  processo  per  costruir  l'angolo  che  è  un 
•quinto  di  due  retti). 

Lbgbndbb,  il  primo  raffazzonatore  a  fondo  degli  Elementi 
•d' Euclide,  ha  voluto  togliere  la  pretesa  oscurità  della  defini- 
zione; ma  cosi  ha  introdotto  prima  del  bisogno,  nella  G-eome- 
tria,  un  elemento  estraneo  (il  numero)  e  ciò  contrariamente  al 
principio  d' Euclide  di  voler,  in  ogni  caso,  raggiungere  l'intento 
col  minimo  sforzo,  e  coi  mezzi  adeguati. 
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Proprietà  delle  proporzioni. 

448.  E  manifesto  anzitutto  che  : 

In  una  proporzione  si  possono  scambiare  le  due 
prime  grandezze  rispettivamente  con  le  aitre  due. 

Cosi,  se:        A  :  JB  =  C  :  D, 
anche  C  :  D  =  A  :  B. 

449.  Teor.  Se  quattro  grandezze  sono  in  propor- 
zione^ e  si  misurano  la  prima  e  la  terza  rispettivamente 
con  equisummultipli  qualisivogliano  della  seconda  e 
della  quarta^  le  due  divisioni  lasciano  resto  tutte  e  due^ 
0  nessuna. 

'  nini.  Le  quattro  grandezze  J.,  B^  C,  D  siano  in 
proporzione.  Supponiamo  che,  misurando  J.  e  C  ri- 
spettivamente con  n.esime  parti  di  5  e  JD,  si  trovi  per 
quoziente  m^  e  che^  se  può  essere,  la  prima  divisione^ 
dia  un  resto  i2,  e  che  V  altra  non  dia  nessun  resto.  In 
questa  supposizione  possiamo  scrivere: 

A  =  m V  B^  G  •=^  m 


n  n 

Dividiamo  ora  la  grandezza  —  in  un  numero  p 
di  parti  eguali,  cosi  che  una  di  queste  sia  minore- 
dei  resto  B.  E  chiaro  che  una  di  queste  parti  è  un 
summultiplo  di  B  secondo  il  numero  np,  e  che,  mi- 
surando con  essa  la  grandezza  J.,  si  trpva  per  quo-^ 
ziente  almeno  (mp  +  1),  appunto,  perchè,  essendo  il 
divisore  minore  di  i2,  in  codesta  parte  di  A  esso  è^ 
contenuto  almeno  una  volta. 

Invece,  se  si  misura  G  con  -^,  si  trova  per  quo- 
ziente mp. 

Essendo  cosi  pervenuti  ad  un  risultato  contraria 
allMpotesi  che  i  quozienti  siano  sempre  eguali  [445]^ 
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conchiudiamo  che  non  può  darsi  che  una  delle  divisioni 
dia  resto  e  l'altra  no,  e  per  consegaenza  si  ò  anche 
provato  che  le  divisioni  danno  resto  tutte  e  due,  o 
nessuna. 

450.  Teor.  In  una  proporzione^  se  un  antecedente 
è  maggiore  di  una  frazione  del  suo  conseguente,  V  altro 
antecedente  è  maggiore  deUa  stessa  frazione  dd  suo  con* 
seguente;  quando  eguale,  eguale;  quando  minore,  minore. 

nini.  Sia  la  proporzione: 

A  :  B  =  C  :  Dj 

e,  presa  d'un  conseguente,  ad  es.  di  B^  una  frazione 
[439]  qualunque,  ad  es.  la  frazione  m— ,  supponiauM) 
che  sia  4-  >  "» —  Proveremo  che  è  (7  >  »— • 

Per  l'ipotesi,  —  è  contenuto  in  A  almeno  m 
volte;  e,  se  è  contenuto  m  volte,  c'è  resto.  Per  la 
proporzione  data  possiamo  [445]  quindi  asserire  che  — 
è  contenuto  in  C  almeno  m  volte;  e,  per  la  prece- 
dente proposizione  [449],  possiamo  aggiungere  che, 
se  è  contenuto  m  volte,  c'è  resto  necessariamente. 
Egli  è  pertanto  (?>•»—• 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  sia  A  = 
m —  In  tal  caso  --  e  contenuto  m  volte  in  A,  senza 
resto.  Ma  allora  [446^  449]  anche  -^  è  contenuto  m 
volte  in  Cj  senza  resto.  Egli  è  adunque,  in  questo 

CD 
=  «»— • 

Ammettiamo,  infine,  che  sia  J.  <  m  — .  In  que- 
sto  caso  -—  è  contenuto  in  A  meno  di  n  volte.  Ma 
poiché,  per  ipotesi  [445],  equisummultipli  qualisivo- 
gliano  di  ^  e  D  sono  contenuti  rispettivamente  uno 
stesso  numero  di  volte  in  J.  e  C,  —  è  contenuto  in  C 
meno  di  m  volte;  epperò  è  C  <  «  — • 

Cosi  si  è  dimostrato  che,  ecc. 
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451.  Cor.  In  una  proporzione^  se  un  antecedente 
è  maggiore  del  stM  conseguente,  V  altro  antecedente  è 
maggiore  del  suo  conseguente-,  quando  eguale,  eguale; 
quando  minore,  minore. 

Data,  ad  es.,  la  proporzione: 

Al  B  =  C  i  D, 
se  si  confrontano  gli  antecedenti  con  le  frazioni  dei 

conseguenti: 

B  D 

n ,    n , 

n  n  ' 

ci  si  trova  ricondotti  al  teorema  precedente. 

^M»  Teor.  8e  quattro  grandezze  sono  in  propor- 
zione, anche  la  seconda  sta  aUa  prima,  come  la  quarta 
sta  aUa  terza. 

nini.  Sia  la  proporzione: 

A  :  B  =:   C  :  D. 
Dico  che  B  :  A  =z  D  :  C. 

Presa  della  A  una  parte  aliquota  qualunque,  ad 
es.  una  n.esima  parte,  misuro  con  essa  la  grandezza  B] 
posto  che  sia  m  il  quoziente^  egli  è: 

m ^  -B  <  (w  4-  1) 

Ora,  dalla  prima  parte  della  limitazione,  pren- 
dendo prima  summultipli  secondo  il  numero  m  e  poi 
multipli  secondo  il  numero  n,  troviamo  che  è: 

A   ^   n 


m 

Ma  noi  sappiamo  [450]  che,  se  quattro  grandezze 
sono  in  proporzione,  secondo  ohe  ecc.  Perciò,  dalla 
proporzione  data  e  dall'ultima  relazione  conchiu- 
diamo essere  : 

C  ^   n 

—        m 
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Da  questa  relazione  si  ricava  : 

m  —  ^D.  (1) 

Dalla  seconda  parte  della  precedente  limitazione* 
si  rileva  che  è  : 

B  . 

m  +  1 

Per  conseguenza  [450]  è  : 

JD  ^ 

n  j — —  <  C7. 

wi  -J-  1 

Da  questa  relazione  si  conchiude  che  è  : 

2)<  (m  +  1)  -^.  (2) 

Abbiamo  dunque  provato  [(1),  (2)]  che  è  : 
m  -r—  ^  D  <  (m  -}-  1)  — , 

ossia  che,  misurando  la  grandezza  JD  con  —9  si  trova 
per  quoziente  m  ;  appunto  lo  stesso  quoziente  che  si  è 
trovato  misurando  la  grandezza  J5  con  4- 

Resta  dunque  dimostrato  che  JB  :  J.  =  D  :  C, 
ed  in  generale  che,  se  ecc. 

Oss.  L^  ultima  proporzione  si  dice  provenire  dalla 
A  :  B  =  G  :  D  invertendo. 

453.  Teor.  Se  quattro  grandezze  sono  in  propor- 
zione^  anche  la  somma  détte  due  prime  sta  àUa  seconda^ 
come  la  somma  delle  altre  due  sta  alla  quarta. 

nini.  Sia  la  proporzione  : 

A  :  B  =  C  :  D. 
Dico  che  anche  : 

(^  +  5)  :  J5  =  (C+  D)  :  D. 
Preso  della  B  un  summultiplo  qualunque,  ad 
es.  —,  supponiamo  di  misurare  con  esso  la  gran- 

16 
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dezza  (-4.  +  B).  Poiché  —  nella  parte  B  è  conte- 
nuto n  volte  esattamente,  se  nella  parte  A  esso  è 
contenuto  m  volte,  possiamo  dire  che  nella  (^  -f-  J9) 
esso  è  contenuto  {m  +  n)  volte. 

Ora,  perchè  le  grandezze  J.,  J9,  C,  D  sono  in  prò-» 
porzione,  e  —  è  contenuto  m  volte  in  J.,  -^  è  con- 
tenuto w  vòlte  in  C.  Ma  allora,  poiché  —  è  contenuto 
m  volte  nella  parte  C  della  grandezza  (  C  -[-  D),  ed 
è  contenuto  n  volte  esattamente  nella  grandenza  Dy 
esso  è  contenuto  (m  -f-  ^)  volte  nella  grandezza 
(C  -f-  D).  Per  l'appunto  lo  stesso  numero  di  volte 
che  —  è  contenuto  in  (-4  -f"  B\  come  d.  d.  [446]. 

088.  La  proporzione  {A-^-  B):B=^{C -{-  D)iD 
si  dice  dedotta  dalla  Ai  B=^  C :  D  componendo, 

454.  Teor.  S'è  quattro  grandezze  sono  in  proporr 
zioncj  e  le  antecedenti  superano  [451]  le  conseguenti^ 
la  differenza  tra  la  prima  e  la  seconda  sta  alla  se- 
conda, come  la  differenza  fra  la  terza  e  la  quarta  sta 
alla  quarta. 

min.  Sia  la  proporzione  J.  :  J?  =  (7  :  D,  e  sia 
j4  >  J5,  per  cui  [451]  è  anche  C  >  D.  Dico  che: 

{A  —  B)  :  B  =  {G  —  D)  :  D. 

Presi  delle  B  e  D  equisummultipli  ad  arbitrio,  ad 
es.  le  n,esime  parti,  con  esse  si  misurino  prima,  ri- 
spettivamente, le  Ae  0.  Poiché  le  quattro  grandezze 
Aj  Bj  (7,  D  sono  in  proporzione,  si  troveranno  quo- 
zienti eguali  ;  siano  eguali  ad  m.  Ora,  perchè  —  e  — 
sono  contenuti  rispettivamente,  in  ^  e  D,  n  volte 
esattamente,  nelle  grandezze  (A  —  B)  e  {C  —  D) 
essi  sono  contenuti  rispettivamente (m  —  n)  volte; 
opperò  le  quattro  grandezze  (A  —  B\  B^  {C  —  D) 
«  D  sono  in  proporzione,  e.  d.  d.  [445]. 
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Oss.La proporzione  {A  —  B):  B={C  —  D):D 
si  dice  dedotta  dalla  A:B=C:D  dividendo. 

455.  Teor.  Due  rapporti  eguali  ad  un  terzo  sono 
eguali  tra  loro.  Q). 

nini.  Siano  le  proporzioni  : 

A  :  B  =  S  :  K, 

C  :  D  =  S  :  E. 

Si  vuol  dedurne  che      J.  :  J?  =  C  :  D. 

A  tal  fine,  preso  un  n.esimo  della  Bj  con  esso  si 
misuri  la  grandezza  A.  Sia  m  il  quoziente. 

Allora,  poiché        A  :  B  =  S  :  K^ 
se  si  misura  la  grandezza  B[  con  un  n.esimo  della  £*, 
si  trova  [445]  di  nuovo  il  quoziente  m. 

Conseguentemente  [445],  perchè: 

C  :  D  =  S:  E, 

misurando  la  grandezza  C  con  un  n.esimo  della  D,  si 
trova  anche  una  volta  lo  stesso  quoziente  w,  che  si 
è  trovato  misurando  la  A  con  un  n.esimo  della  B. 

Cosi  [445]  resta  provato  che  J.  :  -B  =  (7  :  D, 
e  in  generale  che  ecc. 

456.  Teor.  Se  due  proporzioni  hanno  tre  termini 
ordinatamente  uguali,  anche  i  termini  rimanenti  sono 
Ricali  tra  loro. 

»im.  Siano  le  proporzioni  : 

A   :  B  =  C  :  D, 

A'  :  B  =  C  :  D, 

nelle  quali  i  tre  ultimi  termini  sono  ordinatamente 
uguali.  Dico  che  è  anche  A  =  A\ 

(^)  Od  anche:  Se  una  prima  grandezza  sia  ad  una  se- 
conda come  una  terza  sta  ad  una  quarta,  e  una  quinta  grandezza 
sta  ad  una  sesta  come  la  terza  sta  alla  quarta,  anche  la  prima 
sta  alla  seconda  come  la  quinta  sta  alla  sesta. 
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Intanto  dalle  due  proporzioni  date  si  ricava  la 
seguente  [455]  : 

A  :  B  =  A'  '.  B. 

Supponiamo  ora  che  le  grandezze  Ay  A'  non  siano 
eguali,  e  che  sia  A'^  A'. 

Consideriamo  le  tre  grandezze  omogenee  Jl,  A' 
e  B.  Sappiamo  [440]  che  si  può  trovare  una  frazione 
della  J9,  che  sia  compresa  tra  le  altre  due  grandezze. 
%a,  ad  es.,  : 

Ar>m  —  >A\ 
n 


B 


Ora,  per  V  ultima  proporzione  e  perchè  è  J.  >  wi 

dev^ essere  [450]  anche  A'  >  ♦w  — ;  mentre  avevamo 

trovato  che  è  A'  <  w»— •  Conchiudiamo  che  non 
può  essere  A>  A'. 

ideilo  stesso  modo  si  può  provare  che  non  può 
essere  J.  <  J.  ',  e  quindi  è  provato  che  è  J.  =  J.'. 

Invertendo  le  proporzioni  date  [452],  applicando 
poi  la  precedente  conchiusione,  si  troverebbe  che  i  se- 
condi l^rmini  di  due  proporzioni  sono  eguali^  se  i  ri- 
manenti sono  ordinatamente  uguaU. 

Per  gli  altri  casi  basterebbe  scambiare  di  posto 
i  rapporti  delle  proporzioni. 

457.  Cor.  Non  pttò  esistere  più  di  una  grandezza^ 
che  sia  quarta  proporzionale  dopo  tre  grandezze  date. 

458.  Teor.  Due  grandezze  omogenee  stanno  tra 
loro  come  due  loro  equimuttipli  o  due  loro  equisum^-- 
multipli  qualisivogliano. 

nini.  1^.  Siano  due  grandezze  omogenee  qualisi- 
vogliano A  e  B,  Dico  che,  qualunque  sia  Finterò  m^ 
ha  luogo  la  proporzione  : 

A  :  B  =  mA  :  mB. 


—  246  — 

A  tal  fine^  preso  un  n.esimo  della  B^  si  niisari  con 
essola  grandezza  Jl.  Chiamandopil quoziente, abbiamo; 

Facendo  delle  tre  grandezze  i  loro  multipli  se- 
condo il  numero  m,  troviamo  che  : 

m  (p— )  ^  mil  <  w  j  (p  +  Ij  —,  I 
opperò  anche:  (}) 

p  («4)  ^fnA<{p  +  l)\m^  j. 
ed  anche  [441]: 

Questa  limitazione  fa  vedere  che,  misurando  la  gran- 
dezza mA  con  un  n.eaimo  della  grandezza  m  J?,  si  trova 
appunto  lo  stesso  quoziente  j?,  che  si  è  trovato  misu^ 
rando  la  A  con  un  n.e^mo  della  B.  Epperò  resta  pro- 
vato che  A  \  B  •=^  mA  :  mJ9,  ed  in  generale  che  eoo, 
2^.  Per  provare  poi  che  le  grandezze  J.  e  J?  stan- 
no tra  loro  come  due  loro  equisummultipli  qualisi- 
YOgliano,  ad  es.  come  le  loro  m.esime  parti,  basta  os- 
servare che  le  grandezze  A  e  B  sono  equimultipli 
di  —  e  —,  e  perciò  (caso  1^): 

: =:  A  :  B.  ed.  d. 

m        m  ' 

(^)  Abbiamo  ammesso,  come  evidente,  che  il  multiplo  se- 
condo il  numero  m  del  multiplo  secondo  il  numero  p  di  una 
grandezza  A  è  uguale  al  multiplo  secondo  p  del  multiplo  se- 
condo m  della  grandezza  stessa  Ad  ogni  modo,  per  metter  la 
cosa  in  maggior  evidenza,  basta  comporre  p  file,  ciascuna  di 
m  grandezze  uguali  alla  A,  e  imaginar  di  sommare  tutte  le 
grandezze,  facendo  prima  delle  somme  parziali,  una  volta  per 
file,  l'altra  per  colonne. 
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459.  Cor.  1^.  Due  grandezze  stanno  tra  loro  come 
equimtdtipli  qualisivogliano  di  loro  equisummultiplL 

nini.  Infatti,  qualunque  siano  due  grandezze  omo- 
genee Ae  B,  ei  numeri  interi  m  ed  n,  essendo  [458^ 

caso  2^]  :  A  :  B  =  —  :  ~i 

n         n 

e  [458,  caso  1**]     :  =  m :  m > 

n         n  n  n 

anche  [465]     A  :  B  ^=  m :  m 


n  n 

460.  Cor.  »^.  In  una  proporzione  i  due  primi  ter-- 
minij  oppure  i  due  ultimi,  si  possono  surrogare  con  equi- 
multipli  qualisivogliano  di  loro  equisummultiplL 

Dlm.  Sia  la  proporzione: 

A  :  B  =  C  :  D, 

ed  m  ed  n  due  numeri  interi  qualunque.  Essendo  [459]: 

i       »              ^             ^ 
A  :  B  :=:  m  :  m  1 

n  n 

egli  è  anche  [455]  : 

m :  m =  C  :  D,  ed.  d. 

n  n 

#61.  Teor.  In  una  proporzione  agli  antecedenti^ 
od  ai  conseguenti,  si  possono  sostituire  due  loro  equi- 
multipli,  0  due  loro  equisummtdtipli  qualisivogliano. 

Hlm.  Sia  la  proporzione  : 

A  :  B  =  C  :  D. 

1^.  Dico  che,  qualunque  sia  Finterò  m,  le  quattro 
grandezze  A,  —,  (7,  —  sono  in  proporzione. 

Infatti,  equisummultipli  della  seconda  e  della 
quarta,  perchè  sono  anche  equisummultipli  di  J9  e 
D,  sono  contenuti,  per  ipotesi  [445],  rispettivamente^ 
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i         uno  stesso  numero  di  volte  nelle  grandezze  A  e  CL 
n  che  si  esprime  [445]  con  la  proporzione: 


991  991 

2^.  Dico  che  anche  le  quattro  grandezze: 


991         '       m 

sono  in  proporzione. 

Infatti,  dalla  proporzione  data,  prima  invertendo 
[452]  e  poi  applicando  il  caso  precedente,  otteniamo 
la  proporzione: 


m  m  ' 


dalla  quale,  invertendo,  si  ricava  appunto  la  propor- 
zione che  si  doveva  dimostrare. 

3^.  Dalla  proporzione,  già  dimostrata  (caso  1^),  : 

991  991 

surrogando  tutti  i  termini  coi  loro  multipli  secondo  il 
numero  97»,  otteniamo  la  proporzione  [460]  : 

mA  :  £  =  mC  :  D. 

4?.  Nello  stesso  modo  dalla  proporzione  (caso  2^): 


99f  97} 

si  deduce  la  proporzione  [460]  : 

A  :  99»J5  =  C  :  tnD. 

Cosi  si  è  dimostrato  in  generale  che  ecc. 

469.  Cor.  In  una  proporzione  gli  antecedenti, 
ovvero  i  conseguenti,  si  possono  surrogare  con  equi^ 
multipli  di  loro  equisummultipli  quaiisivogliano. 

Infatti,  se    A  :  B  =:  C  :  D, 
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Abbiamo  [461,  2^],  qualunque  sia  il  aumero  intero  n^ 

che:  —  :  B  =  —  :  D. 

n  n 

E  da  questa  proporzione  si  deduce  [461,  3^],  qualun- 
que sìa  Finterò  m,  che: 

tn  —  i  B  -=  m  —  :  D. 
n  n 

Nello  stesso  modo  [461  ;  1^  e  4^]  dalla  propor- 
^one  data  si  deduce  che  : 

i  -S  ^  -D 

A  :  m =  C7  :  m 


n  n 

Cosi  è  provato  che  ecc. 

463.  licaiina.  Se  due  proporzioni  hanno  i  conse^- 
yuenii  ordinatamente  uguali^  secondo  che  U  primo  ter^ 
mine  S*  una  proporzione  è  maggiore  o  minore  del  primo 
termine  delVàltra^  U  terzo  termine  delia  prima  è  mag^ 
giore  o  minore  del  terzo  termine  della  seconda. 

nini.  Siano  le  proporzsioni: 

A:  E  =  G  :  K, 
B  :  H  =  D  :  K, 

e  sia  dapprima  A  >  B.  Dico  essere  G  >  D. 

Consideriamo  le  grandezze  disuguali  A,  B  e  ìs^ 
grandezza  JS*  omogenea  con  esse.  (^).  Sappiamo  [440] 
che  si  può  trovare  una  frazione  della  S  che  sia  com- 
presa tra  le  J.  e  J9.  Sia  : 

A  >  m >  B.» 

n 

Dalla  prima  delle  due  proporzioni  date,  perchè 
è  J.  >  m-^,  conchiudiamo  [450]  che  è  (7  >  w»— • 

O  Le  grandezze  Jl,  J3  ed  JT  sono  omogenee,  perchè  le 
A  e  B  nelle  proporzioni  si  trovano  in  rapporto  con  la  H, 
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Dalla  seconda  proporzione,  perchè  è  JB  <  m  —  , 
cooichiudiamo  [460]  che  è  D  <  w»  — • 

Dalle  due  nuove  disuguaglianze,  per  il  termine 
che  hanno  in  comune^  si  trae  la  conseguenza  ohe  è 
appunto  C  <  D. 

Per  il  caso  che  sia  A  <  B,  scambiando  di  posto 
le  due  proporzioni  date,  ci  si  trova  ridotti  nelle  identi- 
che conjdizioni  del  caso  già  considerato  ;  opperò  si  con- 
chiude essere  D  >  (7,  ossia  che  è  (7  <  -D,  come  d,  d. 

464.  Teor.  8e  due  proporzioni  hanno  i  conseguenti 
ordinatamente  uguali^  gli  antecedenti  sono  in  proporr 
zione. 

Dilli.  Siano  le  proporzioni  : 

A  :  B  =  C  :  K, 
B  :  S=  D  :  K, 
nelle  quali  i  conseguenti  sono  ordinatamente  uguali. 
Dico  che  : 

A  :  B  =  C  :  D. 

Presa  di  B  una  parte  aliquota  ad  arbitrio,  ad  es. 
una  n.esima  parte,  misuro  con  essa  la  grandezza  A. 
Posto  che  sia  m  il  quoziente,  egli  è  : 

«  ^  ^  i<  («•  + 1)  ^.      (1) 

ti  n 

Qui  si  tratta  di  provare  [445]  che  è  : 

m^^C<{m  +  l)^'  (2) 

n  n 

Consideriamo  perciò  le  due  proporzioni  : 

A  :  B  =  G  :  K, 

n  n 

la  seconda  delle  quali  è  ricavata  dalla  seconda  delle 
date,  surrogando  in  questa  [462]  gli  antecedenti  con 


—  2B0  — 

equimultipli  di  loro  eqnisummaltipli,  e  confrontia- 
mole  con  la  prima  parte  della  limitazione  (1).  Tro- 
viamo che,  quando  è  : 

S  D 

m  =  A,    allora  è  [456]    m  =  G. 

fi  n 

Quando  invece  è  : 

m  <  A.    allora  è  [4631    m  <  C. 

Cosi  è  provata  la  prima  parte  della  limitazione 
(2).  Poiché  in  modo  analogo  [462,  463]  si  può  dimo- 
strare la  seconda  parte  della  limitazione  stessa,  resta 
provato  che: 

A  :  B  =  C  :  D, 
ed  in  generale  che,  se  ecc. 

465.  liemnia.  Se  due  proporzioni  hanno  i  medi 
ordinatamente  uguali^  secondo  che  il  primo  termine 
d^una  proporzione  è  maggiore  o  minore  del  primo  ter- 
mine delValtra^  il  quarto  termine  di  questa  è  maggiore 
0  minore  del  quarto  termine  della  prima. 

Dlai.  Siano  le  proporzioni  : 

A  :  H==  E  :  D, 

B  :  S=  K  :  C, 
in  cui  i  medi  sono  ordinatamente  uguali.  Dico  che, 
secondo  che  A  è  maggiore  o  minore  J5,  è  rispetti- 
vamente C  maggiore  o  minore  di  D. 

Sia  dapprima  A^-  B.  Consideriamo  codeste  due 
grandezze  disuguali  e  la  grandezza  S  omogenea  con 
esse.  Sappiamo  [440]  ohe  si  può  trovare  una  frazione 
della  S,  che  sia  compresa  tra  A  e  B.  Supponiamo 
che  sia  : 

A  >  m  >  B. 

n 
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Ora,  dalla  prima  proporzione,  perchè  è  J.  >  w— , 
troviamo  [450]  che  è  JT  >  m—- 

E  dalla  seconda  proporzione,  perchè  e  5  <  w  — , 


troviamo  che  è  Z"  <  «i— -• 

Egli  è  pertanto  m—  >  ^  v  ®  quindi  C  >  D. 

Per  il  caso  che  sia  J.  <C  -B,  basta  supporre  scam- 
iciate di  posto  le  due  proporzioni,  per  trovarsi  ricon- 
-dotti  al  primo  caso,  e  poter  quindi  asserire  che  è  : 

D  >  C,        ossia        C  <  D. 

Cosi  si  è  dimostrato  che,  se  ecc. 

466.  Teor.  Se  due  proporzioni  hanno  i  medi  ordi' 
natamente  ttgiudi^  i  loro  estremi  sono  in  proporzione 
inversa.  (*). 

nini.  Siano  le  proporzioni  : 

A  :  S  =  K  :  D, 

B  :  S  =  K  :  C, 

i  cui  medi  sono  ordinatamente  uguali.  Dico  che  gU 
•estremi  sono  in  proporzione  inversa,  che  cioè  : 

A  :  B  =  C  :  D. 

Presa  di  B  una  parte  aliquota  ad  arbitrio,  ad  es. 
Vn.esima  parte,  si  misuri  con  essa  la  grandezza  A. 
Posto  che  sia  m  il  quoziente,  abbiamo: 

m ^  A  <  (m  -{-  1) 


n      ^  ^       •       '    n 

C'')  Dicendo  che  quattro  grandezze  sono  in  proporzione  in- 
versa,  s' intende  avvertire  die,  nel  formare  la  proporzione,  le  due 
indicate  per  ultime  si  devono  prendere  in  ordine  opposto  a 
quello  in  cui  esse  si  presentano  (si  offrono,  corrispondono  aUe 
due  prime).  Notiamo  bene  che  V  aggettivo  inversa  non  esprime 
una  particolarità  della  proporzione,  la  quale,  quando  è  scritta,  è 
una  proporzione,  senz'altro;  ma  soltanto  un  avviso  dell'ordine 
in  cui  si  devono  prendere  le  quattro  grandezze. 
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Ora  bisogna  provare  [445],  che  i: 

m^  ^  C<  (tn+  1)  -^ 


n  ^       '      ^    n 

Intanto  con  le  proporzioni  date  coesistono  le  se- 
guenti [462,  460]: 

A  :  m  —  =  JT  ;  m  — ,  (IV 

m—  :  m—  =  K  :  C.  (2> 

fi  fi 

Ora,  se  è  A  =  fn—,  dalle  proporrioni  (1)  e  (2)^ 
ohe  hanno  in  questa  ipotesi  tre  termini  ordinatamente^ 
uguali,  si  .conchiude  [456]  che  è  anche  C  =  w  —-- 
Laddove,  quando  sia  m—  <[  Aj  dalla  stessa  coppia- 
di  proporzioni  (1)  e  (2),  in  virtù  del  lemma  precedente^ 
si  conchiude  che  è  wi  --■  <  C. 

Similmente  si  proverebbe  che,  essendo: 

è  anche:  C  <  («i  -f-  1) 


n 

Epperò  [446]  resta  dimostrato  che  A  :  B  =  C  i  D^ 
ed  in  generale  che,  se  due  ecc. 

467.  Teor.  Se  quattro  grafidezze  omogenee  sofio^ 
ifi  proporziofie^  afiche  la  prima  sta  alla  terza  come  la^ 
seconda  sta  alla  quarta, 

Bim.  Sia  A  :  B  =  C  :  D  una  proporzione  tra. 
grandezze  omogenee. 

Confrontando  questa  proporzione  con  la  propor-- 
zione  identica        C  :  B  =  C  :  B, 
si  conchiude  [466]  che: 

A  :  C  —  B  :  D, 

e  questa  è  appunto  la  proporzione  che  d.  d. 
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Osa.  La  proporzione  A  :  C  =:  B  :  D  si  dice  ri- 
<»bvata  dalla  A  :  B  ^=  C  :  D  permutando  (i  medi). 

468.  Teor.  In  una  proporzione  tra  grandezze 
omogenee,  secondo  che  la  prima  è  maggiore^  ugiude  o 
minore  della  terza^  anche  la  seconda  è  rispettivamente 
^naggiore,  uguaie  o  minore  détta  quarta. 

Bini.  Sia  la  proporzione  tra  grandezze  omogenee: 

Al  B  =  C  :  D. 

Da  questa,  permutando  [467],  si  ottiene  la  proporzione: 

A:  C  =  B  :  D, 

^alla  quale  risulta  [451]  che,  secondo  che  la  grandezza 
A  è  maggiore,  uguale  o  minore  della  (7,  la  £  è  ap- 
punto maggiore,  uguale  o  minore  della  grandezza  D. 

Proporzionalità  (diretta). 

469.  Diremo  che  delle  cose,  distribuite  in  due 
sgruppi,  si  corrispondono  univocamente^  per  significare 
<3he  ad  ogni  cosa  d^  un  gruppo  corrisponde  una  ed  una 
«ola  déll^  altro,  e  ad  una  cosa  di  questo  corrisponde 
una  ed  una  sola  del  primo  gruppo. 

Quando  deUeJe  si  coSspondono  univocamente, 
ì  due  gruppi,  in  cui  le  cose  sono  distribuite,  sono  com- 
posti necessariamente  di  uno  stesso  numero  di  cose. 

4rlO.  Teor.  Se  alquante  grandezze  corrispondono 
^fiivocamente  ad  altre  grandezze^  e  ciascuna  delle  pri" 
ime  sta  ad  una  determinata  détte  stesse  come  stanno 
tra  loro  le  grandezze  corrispondenti,  allora  due  qucdi-- 
rivogliano  dette  prime  stanno  tra  loro  come  le  gran- 
dezze corrispondenti, 

Illm.  Alle  grandezze: 

A,    J5,     0,    jD,  ...  2f, ... 
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corrispondano  univocamente  le  grandezze: 

A\  B\  G\  D',  .  • .  2f ',  . . . 

e  ciascuna  delle  prime  stia  ad  una  determinata  di 
esse,  sia  alla  M^  come  stanno  tra  loro  le  corrispondenti. 
Dico  che  due  qualisivogliano  delle  prime  stanno  tra. 
loro  come  le  corrispondenti.  Ad  es.  proveremo  che: 

B  \  D  =  B'  :  D'. 

Infatti,  dalle  proporzioni: 

B  :  M=  B'  :  M' 

si  ricava  appunto  [464]  la  proporzione  che  si  vuole^ 
dimostrare. 

4rVl«  Ilef.  Se  alquante  grandezze  corrispondono^ 
univocamente  ad  altre  grandezze^  e  due  qualisivogHano- 
delle  prime  stanno  tra  loro  come  le  corrispondenti,  le 
prime  (o  le  seconde)  si  dicono  proporzionali  alle  altre.  (}). 

473.  Oss.  1^.  Quando  delle  grandezze  sono  pro- 
porzionali a  delle  altre,  le  grandezze  di  ciascun  gruppo 
sono  necessariamente  omogenee  tra  loro. 

4rV3.  Oss.  9\  Come  caso  particolare  (il  più  sem- 
plice) della  precedente  definizione  si  può  dire  che  le^ 
due  prime  grandezze  d^una  proporzione  sono  propor- 
zionali alle  altre  due. 

4:74:«  Teor.  Se  alquante  grandezze  sono  proporzio-- 
nali  ad  altre,  e  si  aggiungono  ai  due  gruppi,  come 

(^)  Qnando  alquante  grandezze  sono  proporzionali  ad  al- 
tre, e  le  grandezze  sono  tutte  della  stessa  specie,  si  suol  espri- 
mere che  le  une  sono  proporzionali  alle  altre,  dicendo  sempli- 
cemente che  le  grandezze  sono  proporzionali  (senz'altro).  È. 
però  necessario,  perchè  si  possa  usare  codesta  locuzione  ab- 
breviata, che  le  grandezze  siano  manifestamente  distribuite  in 
due  gruppi,  e  che  sia  manifesta  anche  la  corrispondenza  tra  le^ 
grandezze  dei  due  grappi. 
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corrispondenti^  due  grandezze,  che  con  due  corrispon- 
denti détte  grandezze  date  formino  proporzione^  le  gran- 
dezze sono  tuttavia  proporzionali, 
Dilli.  Le  grandezze: 

siano  proporzionali  alle  grandezze: 

il     y      Jj      j       G      j       JJ    )     •     •     •     • 

e  due  grandezze  M,  M'  siano  tali  che,  ad  es.,: 

Mi  C=  M'i  C\ 
Dico  che  anche  le  grandezze: 

A,    jB,    C,    D, Jf, 

A',  B',  C,  D' , Jf', 

sono  proporzionali. 

Infatti,  poiché  ciascuna  delle  prime,  compresa 
la  Jf,  sta  alla  (7,  come  stanno  tra  loro  le  grandezze 
corrispondenti,  le  prime  grandezze  sono  [470,  471] 
proporzionali  alle  seconde. 

Iris.  Cor.  Se  alquante  grandezze  corrispondono 
univocamente  ad  altre,  e  due  consecutive  qualunque 
delie  prime  stanno  fra  loro  come  le  corrispondenti,  le 
prime  grandezze  sono  proporzionali  alle  altre. 

Infatti,  si  può  imaginare  che  i  due  gruppi  di  gran- 
dezze sieno  stati  ottenuti  con  raggiunta  successiva 
di  nuove  coppie.  [474]. 

4:76.  Teor.  Se  alquante  grandezze  sono  proporzio- 
nali ad  altre,  e  le  grandezze  sono  tutte  omogenee  tra 
loro,  allora  una  qualunque  delle  prime  sta  alla  corri- 
spondente, come  un'altra  qualsivoglia  delle  prime  sta 
(dia  sua  corrispondente. 

Dlm.  Infatti,  se  le  grandezze  : 

A,   B,   C,   D,   .  .  .  M,  N  .  .  . 
sono  proporzionali  alle  grandezze  : 

A',  B',  C,  D',  .  .  .  M',  N' .  .  . 
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ed  omogenee  a  queste,  allora,  essendo  [471,]  ad  es.,  : 

B  .  M=  B'  i  M\ 
è  anche [467] : 

B  :  B'  =  M  :  M'. 

417.  Osa.  La  precedente  proposizione  si  suole 
enunciare  più  brevemente  conchiudendo  che  il  rctp* 
porto  tra  due  grandezze  corrispondenti  è  costante. 

479.  Teor.  8e  alquante  grandezze  corrispondono 
univocamente  ad  altre^  ed  il  rapporto  tra  due  corri- 
spondenti è  costante,  le  grandezze  sono  proporzionali. 

nini.  Infatti,  se,  ad  es.,  Jf,  Jf  '  e  P,  P'  sono  due 
coppie  di  grandezze  corrispondenti,  dalla  proporzione: 

M  :  M'  =  P  :  P' 

permutando  [467]  si  ottiene  la  proporzione: 

M  :  P=  M'  :  P\ 
la  quale  prova  aver  luogo  la  proporzionalità  tra  le 
grandezze  date.  [471]. 

#79.  Teor.  Se  alquante  grandezze  sono  proporzio- 
nali ad  altre,  la  somma  di  quante  si  vogliano  delle  prime 
sta  ad  una  qualsivoglia  delle  stesse,  come  la  somma  détte 
corrispondenti  sta  alla  corrispondente, 

nim.  Le  grandezze  : 

A.,    B,    (7,   Jjj    ....  S,    •  •  . 
siano  proporzionali  alle  grandezze  : 

^  ,  Jlj  ,  O  ,  JJ  ,   •  .  .  •  xL  ,  •  •  • 

Dico  che  la  somma  di  quante  si  vogliano  delle  prime 
sta  ad  una  qualunque  di  esse,  sia  alla  JET,  come  la 
somma  delle  corrispondenti  sta  alla  H'. 
Presa  ad  es.,  la  proporzione  : 

B  :  D  =  B'  :  D', 

componendo  [453]  abbiamo: 

(B  +  D)  :  D  =  (B'  +  D')  :  D\ 
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Ora,  noi  sappiamo  [474]  che,  se  tra  le  prime  gran- 
dezze mettiamo  la  somma  {B  -{'  D)  e  tra  le  seconde, 
in  corrispondenza,  mettiamo  la  somma  {B'  -|-  D'), 
seguitiamo  ad  avere  grandezze  proporzionali,  le  une 
alle  altre.  Abbiamo  perciò  [471]  : 

(B  +  D)  :  S  =  {B'  +  D')  :  E\ 

Cosi  la  proporzione  è  dimostrata  per  il  caso  che 
8Ì  faccia  la  somma  di  due  sole  grandezze. 

Ma,  applicando  il  teorema,  pur  ristretto,  ad  es.,  alle 
grandezze  {B  +  ^)  ®d  E  ed  alle  corrispondenti,  otr 
teniamo  la  proporzione: 

{B  +  D  +  E)  :  E  =  {B'  +  D'  -^^  E')  :  S\ 
jB  cosi  è  palese  essere  ormai  dimostrato  che,  se  ecc. 

480«Cor.  8e  cdqiuinte  grandezze  sono  proporzionali 
ud  altre  e  le  grandezze  sono  tutte  omogenee,  la  somma 
di  quante  si  vogliano  delle  prime  sta  alla  somma  delle 
corrispondenti,  come  una  qtuilunque  delle  prime  sta 
alla  corrispondente. 

Composta  una  proporzione  secondo  il  teorema 
precedente,  poi,  permutando,  si  trova  la  proporzione 
ora  accennata. 

4:%lL.  Teor.  Se  alquante  grandezze  sono  proporzio- 
noli  ad  altre,  la  differenza  tra  due  qualunque  delle  pri- 
me sta  ad  una  qualunque  delle  prime,  come  la  differenza 
ira  le  corrispondenti  sta  aUa  corrispondente. 

Dilli.  Le  grandezze: 

A.J     Bj     C,    JJ,  .  .  •  •     XL,  •  •  • 
siano  proporzionali  alle  grandezze  : 

^1  B  ,    O  j  X)  j  ,  ,  •  .  Jtt  9  •  •  • 
-Q  prese,  ad  es.,  le  due  B  e  D,  sìa,  D  >  B.  Allora  è 
[471,  451]  anche  H'  >  B\  Dico  che  la  differenza 
{p  —  B)  sta  ad  una  qualunque  defle  prime,  ad  es. 
«Ila  JET,  come  la  differenza  (D'  —  J5')  sta  aUa  JBT'. 
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Infatti,  dalla  proporzione  : 

D  :  B  —  D'  :  B\ 
divìdendo  [454],  si  ottiene  : 

{D  —  B)  i  B  =  {D'  —  È')  :  B'. 
Quindi  [474,  471]: 

{D  —  B)  :  E  =  {D'  —  B')  :  E\ 

483.  Cor.  Se  delle  grandezze  sono  proporzionali  cui 
àUre  ed  omogenee  a  queste^  la  differenza  tra  due  qua-- 
lunque  delle  prime  sta  alla  differenza  tra  le  grandezze 
corrispondenti^  come  una  qualunque  delle  prime  sta  aUa 
corrispondente. 

Composta  una  proporzione  secondo  il  teorema 
precedente,  poi,  permutando,  si  ottiene  la  proporzione 
ora  accennata. 

Proporzionalità  inversa. 

483.  ]>er.  Se  a  due  grandezze  corrispondono  due 
altre^  e  una  delle  prime  due  sta  all^  altra  come  la  cor* 
rispondente  di  questa  sta  alla  corrispondente  della, 
prima,  si  dice  che  le  quattro  grandezze  sono  in  pro- 
porzione inversa. 

484.  Teor.  Se  alquante  grandezze  sono  in  corri-- 
spondenza  univoca  con  altre  grandezze,  e  una  qualunr- 
que  delle  prime  sta  ad  una  determinata  delle  stesse^ 
come  la  corrispondente  di  questa  sta  alla  corrispondente 
della  prima,  allora  due  qualunque  delle  prime  e  le  lora 
corrispondenti  sono  in  proporzione  inversa. 

Dilli.  Alle  grandezze  omogenee: 

A,    J5,    C,    D,  • .  .  Jf,    Nj   :.  . 
corrispondano  le  grandezze: 

A',  B\  C\  D\...  M\  N\... 
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e  una  qualunque  delle  prime  stia  ad  una  determinata 
di  esse,  sia  alla  Jf ,  come  la  corrispondente  di  questa 
sta  alla  corrispondente  della  prima.  Dico  che  due  qua- 
lunque delle  prime,  ad  es.  le  J3  e  D,  e  le  loro  corri- 
spondenti B\  D\  sono  in  proporzione  inversa.  [483]. 
Infatti,  dalle  proporzioni  : 

B  :  M  =  M'  :  B', 
D  :  M  =  M'  :  D', 

le  quali  hanno  i  medi  ordinatamente  uguali,  viene 
appunto  [466]  la  proporzione: 

B  :  D  =  D'  :  B\ 

485.  ]>er.  Se  alquante  grandezze  sono  in  corrispon- 
denza univoca  con  altre  grandezze^  e  due  qualunque 
delle  prime  e  le  loro  corrispondenti  sono  in  propor- 
zione  inversa^  le  prime  {o  le  seconde)  grandezze  si  di- 
cono inversamente  proporzionali  alle  altre. 

Oss.  Le  grandezze  di  ciascun  gruppo  sono  ne- 
cessariamente omogenee  tra  loro. 

Grandezze  astratte  proporzionali. 

486.  Noi  conosciamo  alcuni  teoremi  ne^  quali  sono 
considerati  degli  angoli  al  centro  d^un  cerchio  e  gli 
archi  compresi  dagli  angoli  stessi.  Si  suol  dire  che 
questi  teoremi  contemplano  T  angolo  al  centro  e  Tarco 
compreso.  Quando  si  usa  di  codesta  locuzione,  con 
Fespressione  V angolo  al  centrò  non  s^intende  di  accen- 
nare un  determinato  angolo,  ma  T  insieme  di  cotali 
angoli.  L^  ente  angolo  al  centro  si  dice  grandezza 
astratta.  Cosi  è  una  grandezza  astratta  Fonte  arco  di 
cerchio. 

Casi  determinati  (concreti)  di  una  grandezza 
astratta  si  dicono  stati  di  quella  grandezza. 
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487.  Due  grandezze  astratte  si  dicono  dipendenti 
quando  ad  uno  stato  determinato  di  una  di  esse  cor- 
rispondono uno  0  più  stati  determinati  dell^  altra. 

Due  grandezze  astratte  si  dicono  dipendenti  unt* 
vocamente,  se  ad  ogni  stato  d^una  di  esse  corrisponde 
uno  stato  ed  uno  solo  dell^ altra;  e  reciprocamente. 

488.  1^.  Due  grandezze  astratte  dipendenti  uni- 
vocamente si  dicono  proporzionali^  se  gli  stati  del- 
Funa  sono  proporzionali  [471]  agli  stati  dell^  altra. 

2^.  Due  grandezze  astratte  dipendenti  univoca- 
mente si  dicono  inversamente  proporzionaii,  se  gli  stati 
delPuna  sono  inversamente  proporzionali  [485]  agli 
stati  deir  altra. 

489.  Una  grandezza  astratta  può  essere  dipen- 
dente da  parecchie  grandezze  astratte. 

Una  grandezza  astratta,  che  dipenda  da  più  gran- 
dezze astratte,  si  dice  proporzionale  ad  una  di  queste, 
se,  mantenendo  immutati  gli  stati  delle  altre,  gli  stati 
della  prima  sono  proporzionali  agli  stati  della  seconda. 

Una  grandezza  astratta,  che  dipenda  da  più  gran- 
dezze astratte,  si  dice  inversamente  proporzionale  ad 
una  di  queste,  se,  mantenendo  immutati  gli  stati 
delle  altrC;  gli  stati  della  prima  sono  inversamente 
proporzionali  agli  stati  della  seconda. 


i 
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CAPITOLO  XI 
SEGMENTI  PROPORZIONALI 


500.  Teorema  di  Talete.  I  segmenti  di  due  tras^ 
versali  di  un  fascio  di  parallele  sono  proporzionali. 

Blm.  Siai  un  fascio  di  parallele  AE,BF,  CS, . . , 
e  due  trasversali  qualunque  AD,  EK.  Dico  che  i  seg- 
.              V  menti  delle  trasver- 

■^ -^^ sali   sono  proporzio- 

nali, che  cioè   [471] 

^ ^,  d^«  ««g°xenti  qualun- 

que  d'una  trasversale 

^1 ^- —  stanno  tra  loro  come  i 

corrispondenti  (^)  del- 
-  l'altra.  Proveremo,  ad 
es.,  che: 
AB  :  CD  —  EF  :  SK. 
Diviso  CD  in  un  numero  arbitrario  n  di  parti 
eguali,  con  una  di  queste  si  misuri  il  segmento  AB\ 
sia  m  il  quoziente,  e  ci  sia  resto.  Ed  ora,  per  i  punti 
di  divisione  dei  due  segmenti  AB,  CD,  si  conducano 
delle  rette  parallele  a  quelle  del  fascio  dato.  In  tal 
modo  il  segmento  SK  viene  diviso  [321]  in  n  parti 
eguali,  ed  il  segmento  EF  in  (m  4"  1)  parti;  m  di 
queste  sono  eguali  tra  loro  e  alle  parti  di  SK,  ed 
una,  quella  corrispondente  al  resto  déua  prima  divi- 

(})  Le  grandezze,  di  cai  si  deve  provare  la  proporziona- 
lità, sono  in  questo  caso  distinte  in  due  gruppi  manifestamente^ 
ed  è  pur  manifesta  la  corrispondenza  tra  gli  elementi  dei  due 
gruppi;  epperò  sarebbe  superfluo  volerla  indicare  nell'enun- 
ciato della  proposizione. 
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sìone,  è  minore  delle  paxti  stesse.  [321].  Cosi  è  reso 
manifesto  che,  misurando  EF  con  una  n.esima  parte 
di  JH.  K,  si  trova  m  per  quoziente,  appunto  come  mi- 
surando AB  con  una  n,e8Ìma  parte  di  CD. 

Resta  dunque  provato  che  ecc. 

501.  Cor.  Una  retta  parallela  ad  un  lato  di  un 
triangolo  tagliagli  altri  due  proporzionalmente. 

Infatti,  se  la  retta  SK  è  parallela  al  lato  BG 
del  triangolo  ABC,  e  &i  tira  per  A  la  parallela  a,  BC^ 
si  riconosce  che  AB  ed  AC  si  pos- 
sono riguardare  come  due  trasver- 
sali di  un  fascio  di  parallele,  e  che 
ai  segmenti  AH,  SB  della  trasver- 
sale AB  corrispondono  i  segmenti 
AK,  KC  dell'altra.  Per  il  teorema 
precedente  è  dunque  : 

AS:  SB  =  AK  :  KC. 

503.  Oss.  Il  teorema  precedente  ha  luogo  anche 
se  una  retta  parallela  ad  un  lato  di  un  triangolo  tagli, 
invece  degli  altri  due  lati,  i  prolungamenti  di  questi. 
Non  occorre  far 

cenno  nell'enun-     J[         5J[  ^  ^ 

ciato    di    questa 

diversità,  quando  si  stabilisca  di  dire  |7unto  di  divisione 
di  un  ^e^men^oanche  un  punto  segnato  su  di  un  prolun- 
gamento ;  e  di  chiamare^  in  tal  caso,  parti  del  segmento 
ì  segmenti,  ciascuno  dei  quali  ha  una  estremità  in  una 
estremità  del  segmento  e  l'altra  nel  punto  di  divisione. 
Cosi,  nella  nostra  figura,  il  segmento  AB  è  diviso  (in- 
ternamente) dal  punto  M  e  anche  (esternamente)  dal 
punto  N.  Nel  primo  caso  le  parti  sono  A  Me  BM  ;  nel 
secondo  le  parti  del  segmento  AB  sono  AN  e  BN. 

Ed  ora,  riferendoci  alla  precedente  figura,  se  nel 
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triangolo  AHKnnh  retta  parallela  al  lato  SK  taglia 
gli  altri  due  (sMntende  le  rette  degli  altri  due)  nei 
punti  By  Cj  ha  luogo  [500]  la  proporzione  : 

AB  :  SB  =  AC  :  KC. 
50S.  Teor.  8e  una  retta  divide  proporzionalmente 
diie  segmenti  compresi  tra  due  parallele^  essa  è  parallèla 
a  queste  rette. 

Bim.  I  segmenti  A  J3,  CD,  compresi  dalle  parallele 

ACy  BDj  siano  segati  pro- 
porzionalmente nei  punti  E 
ed  JP;  in  modo  adunque  che: 
AE  \  EB  =  CF  :  FD. 
Proveremo  che  la  retta  EF 
è  parallela  alle  AC,  BD. 

A  tal  fine  si  tiri  per  P 
la  SK  [277]  parallela  ad 
AB,  e  poi  si  osservi  che,  essendo  CD  ed  HK  due 
trasversali  di  un  fascio  di  parallele,  al  quale  apparten- 
gono le  CJBT,  KD  e  il  punto  F,  per  il  teorema  di 
Talete  egli  è  : 

CF  :  FD  =  HF  :  FK. 
Dalle  due  proporzioni,  poiché  hanno  un  rapporto 
comune,  abbiamo  [455]  la  proporzione: 

AE  :  EB  =  SF  :  FK, 
e  da  questa,  componendo  [453],  risulta  che  : 

AB  :  EB  =  SK  :  FK. 
In  questa  proporzione  gli  antecedenti  sono  eguali,  come 
lati  opposti  [305]  del  rombo  ASKB-,  quindi  [468] 
è  anche  EB  =  FK.  E  perchè  codesti  segmenti,  oltre 
che  uguali,  sono  paralleli,  EF  è  parallela  a  ^K.  [312]. 
Analoga  è  la  dimostrazione  nel  caso  che  i  segmenti 
compresi  tra  le  parallele  siano  divisi  esternamente,  pro- 
porzionalmente; Se,  ad  es.,  siano  AC  ed  EF  le  parai- 
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lele,  ed  i  segmenti  AE  e  CF  siano  divisi  esternamente 
dalla  retta  BD  in  modo  che  sia  : 

AB  :  EB  =  CD  :  FD, 
in  tal  caso  bisogna  tirare  per  JD  la  parallela  ad  AB, 
e,  detti  Se  Ki  punti  dMncontro  con  le  parallele  A  Cy 
EFj  porre  la  proporzione  : 

CD  :  FD  =  SD  :  KD, 
la  quale,  confrontata  con  la  data,  dà  la  proporzione  : 

AB  :  EB  —  SD  i  KD. 
Da  questa,  dividendo  [454],  si  ha; 

AE  :  EB  =  SK  :  KD. 

E  perchè  [305]  è  AE=SK,  è  [468]  anche  EB  =  KD^ 
opperò  [312]  la  retta  BD  è  parallela  ad  EF,  come  d,  d* 

50#«  Cor.  Una  retta,  che  divida  proporzionalmente 
due  lati  di  un  triangolo,  è  parallela  al  terzo  lato. 

505.  Teor.  Jja  bisettrice  di  un  angolo  di  un  trian- 
golo  taglia  il  Udo  opposto  in  parti  che  stanno  tra  loro 
come  gli  altri  due  lati. 

]>lm.  Sia  un  triangolo  ABC, 
e  sia  JLjD  la  bisettrice  dell^  angolo 
CA  B.  Proveremo  che  : 
BD  :  DO  =  AB  :  AC. 

A  tal  fine  si  tiri  per  C  la  CE, 
parallela  a  D^,  e  sia  J^  il  punto 
dove  essa  incontra  [277]  la  retta  BA.  Poi  si  osservi  che 
i  due  angoli  JjCJ&'y  CE  A,  perchè  uguali  rispettivamente 
1278,  279]  ai  due  CAD,  DA  B,  che  sono  eguaU  per 
ipotesi,  sono  eguali  tra  loro.  Quindi  è  [161]  AE=.  A  C. 

Ed  ora,  poiché  nel  triangolo  BEC  la  retta  AD 
k  parallela  a  CE,  abbiamo  [501]  che: 

BD  :  DC  =  AB  :  AE^ 
opperò:  BD  :  DC  =  AB  :  ACj  e.  d.  d. 
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K06.  Teor.  Se  un  lato  di  un  triangjolo  è  diviso  in 
parti  che  stiano  tra  loro  come  gli  altri  due  lati,  la  retta^ 
che  passa  per  U  punto  di  divisione  del  lato  e  per  U  ver- 
tice  deW  angolo  opposto,  dimezza  quesf  angolo. 

Bim.  'Sei  triangolo  ABC  i\  lato  BC  sia  diviso 
in  D  in  modo  che: 

BD  i  DG  —  AB  \  AC. 

Si  vuol  provare  che  l'angolo  CAB  è  diviso  per  metà 
dal  raggio  AD, 

A  tal  fine  sul  prolungamento  di  ^  J.  si  faccia 
AE ^  AC,  e  si  tiri  CJE.  Allora,  essendo  per  dato,  : 

BD  :  DC  =  AB  :  AC, 
è  anche  : 

BD  :  DC  —  AB  :  AE. 

Ma  poiché  nel  triangolo  B  CE  la  retta  AD  taglia  pro- 
porzionalmente i  lati  BC,  BE,  essa  è  [504]  parallela 
al  terzo  lato  CE.  Per  conseguenza  è  [278,  279]  : 

C{A)D  =  A(C)E 
e  dÌa)B  =  C(E)A. 

Ma  gli  angoli  AC  E,  CE  A,  perchè  [157]  opposti  ai 
lati  eguali  A  E,  AC  del  triangolo  A  CE,  sono  eguali. 
Quindi  è  anche: 

C(A)D  =  D{A)B,  c,d.d. 

507.  Teor.  Se  la  bisettrice  di  un  angolo  esterno  di 
un  triangolo  taglia  U  prolungamento  del  lato  opposto, 
le  distanze  del  punto  d^  intersezione  dai  termini  del 
lato  stanno  tra  loro  come  gli  altri  due  lati.  (^). 

]>lm.  Sei  triangolo  ABC,  prolungato  un  lato, 
ad  es.  il  lato  BA  in  D,  si  divida  per  metà  F  angolo 

0)  Od  anche:  il  iato  opposto  resta  diviso  {estemamende)  in 
parii  che  stanno  tra  loro  come  gU  altri  due  lati. 
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esterno  DAC.  Qaando  fosse  AB  =  AG^  allora,  es- 
sendo : 

B(C)A  =  A(B)C, 

e  D(A)C^  B(C)A  +  A(B)G, 

la  metà  deir angolo  estemo,  cioè  F  angolo  DAE,  sa- 
rebbe nguale  ad  A(B)C\  epperò 
[270]  la  bisettrice  AE  non  in- 
contrerebbe la  retta  J3C  In  que- 
sto caso  il  teorema,  che  conside- 
riamo, non  trova  applicazione. 

Ma  quando  AB  ed  AC  sono 
disuguali,  tali  sono  anche  gli  an- 
goli opposti,  epperò  in  questo  caso,  essendo  disuguali 
anche  D(A)JE,  A{B)Cj  la  bisettrice  dell'angolo  esterno 
incontra  [275]  la  retta  del  lato  opposto.  Sia  E  il  punto 
d'incontro.  Ora  si  tratta  di  provare  che  : 

EB  :  JEC  =  AB  :  AG. 

A  tal  fine  si  tiri  per  G  la  GF  parallela  ad  EAj 
e  sia  F  il  punto  dove  essa  incontra  [277]  la  AB.  Poi 
si  osservi  che  i  due  angoli  AFG^  FGAj  perchè  uguali 
[279,  278]  rispettivamente  ai  due  DAE,  E  AG,  che 
sono  eguali  per  ipotesi,  sono  eguali  tra  loro.  Quindi 
è[161]  AG=AF. 

Ora;  rammentando  che  GF  è  parallela  ad  A  E, 
ed  imaginando  tirata  per  B  la  parallela  a  queste  rette, 
troviamo  di  poter  applicare  il  teorema  di  Talete  alle 
trasversali  BE,  BA.  Abbiamo  adunque  : 

EB  :  EG  =  AB  :  AF, 

ossia  :  EB  :  EG  =  AB  :  AG,  e.  d.  d. 

508.  Teor.  8e  le  distanze  di  un  punto  di  un  prólun^ 
gamento  di  un  lato  di  un  triangolo  dai  termini  del  lato 
stanno  tra  loro  come  gli  altri  dtse  lati,  la  retta,  che  unisce 


4 
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quél  punto  col  vertice  opposto,  dimezza  Vangelo  esterno 
opposto.  (^). 

nim.  Sia  un  triangolo  ABC,  e  sopra  un  prolnn- 
^gamento  del  lato  BC  xin  punto  E,  così  posto  che: 

EB  :  UC  =  AB  :  AC. 
Sì  vuol  dimostrare  che  il  raggio  AE  dimezza  T  angolo 
•estemo  DAC. 

A  tal  fine  si  tiri  GF  [277]  parallelamente  ad  AE. 
Ed  ora,  riguardando  le  rette  BE  e  BD  come  due 
trasversali  del  fascio  di  parallele  a  cui  appartengono 
le  rette  AE,  CF  e  il  punto  B,  ed  applicando  il  teo- 
rema di  Talete,  abbiamo  la  proporzione: 

EB  :  EC  =  AB  :  AF. 
Oonfrontando  questa  proporzione  con  la  data,  con- 
•chiudiamo  [456]  che  è    AC  =  AF. 

Ora,  dacché  gli  angoli  AFC,  FCA  sono  eguali, 
perchè  opposti  ai  lati  eguali  AC,  AF,  e  sono  eguali 
rispettivamente  [279,  278]  agli  angoli  DAE,  E  A  C, 
enche  questi  sono  eguali  tra  loro,  e.  d.  d. 

509.  Teor.  Due  triangoli,  se  hanno  gli  angoli  ri- 
spettivamente uguali,  hanno 
i  lati  proporzionali. 

]»lm.Nei  triangoli  J.  B  G, 
DEF  sia: 

G{A)B  =  F{D)E 
ed       A(B)C=D(E)F. 
^  ^  Si  vuol  provare  [471, 478] 

che    AB  :  DE  =  AC  :  DF  =  BC  :  EF. 

A  tale  intento,  fatto  AS=  DE,  si  tiri  SK  [277] 
parallelamente  a  BC.  Allora,  essendo  [279]  : 
A{H)K  =  A(B)C,e  per  dato  A(B)C  =  D(E)F, 

(^)  Od  anche  :  Se  un  lato  di  tm  triangolo  è  diviso,  esterna^ 
mKtUe,  in  patii  die  stiano  tra  loro  ecc. 
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è  anche  A(S)K  ^  D{E)F.  Cosi,  se  confrontiama 
i  triangoli  AHK^  DEF,  troviamo  che  hanno  un  lata 
e  due  angoli  ordinatamente  ugnali.  Per  conseguenza 
[nb]hAK=DF, 

Ora,  per  il  teorema  di  Talete,  abbiamo: 
AB  :  AH=  AC  :  AK. 
Quindi  è  anche: 

AB  :  DE  =  AC  :  DF. 
Nello  stesso  modo  si  proverebbe  che  : 
AB  :  DE  =  BC  :  EF. 
Epperciò  resta  dimostrato  che  eoe. 

510.  Te#r.  Due  triangoli^  se  hanno  i  lati  proporr 
zionalij  hanno  gli  angoli  ordinatamente  uguali. 

nim.  I  triangoli  ABC^  DEF  abbiano  i  lati  pro- 
porzionali^ e  per  T appunto  sia: 

AB  i  DE  =  AC  :  DF  =  BC  :  EF. 
Dico  che  gli  angoli  opposti  a  lati  corrispondenti  sona 
eguali. 

A  tal  fine  sul  raggio  AB  sì  faccia  AS—  DE,  e- 
poi  si  tiri  HK [277 [  parallela  a,  BC.  Per  il  teoi^na  di 
Taletb  egli  è  : 

AB:AS=AC:AK. 
E  poi  per  ipotesi  : 

AB  :  DE  =  AC  :  DF. 
Confrontando  le  due  proporzioni,  troviamo  che  hanna 
i  primi  tre  termini  ordinatamente  uguaU.  Per  conse- 
guenza [456]  è  anche  AK  =  DF. 

Dai  triangoli  ABC,  AHK,  perchè  hanno  gli  an-- 
goli  rispettivamente  uguali,  abbiamo  [509]  che  : 

AB  :  AE  =  BC  :  SK. 
E  poi  per  ipotesi  : 

AB  :  DE  =  BC  :  EF. 
Quindi  [456]  k  EK=  EF. 
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Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  AHK^  DEFj 
troviamo  che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali  ;  per 
conseguenza  [172]  è  K(A)S=:  F(D)JSJed  A(S)K 
=  D{E)F.  Ed  essendo  [279]  A{B)C  =  A(B)K,  è 
anche  A(B)G=D(JS)F,  e.  d.  d. 

511.  Teor.  8e  due  triangoli  hanno  un  angolo 
-eguale  ad  un  angolo  e  i  lati  che  comprendono  gli  angoli 
-eguali  sono  in  proporzione^  anche  gli  altri  angoli  sono 
ordinatamente  uguali. 

»lm.  Nei  triangoli  ABC,  DEF  sia  : 
C{A)B  =  F{D)E  ed  AB  :  DE  =  AC  :  DF. 
Si  tratta  di  provare  che  gli  angoli  J.-BC,  DEF,  oppo- 
sti ai  lati  corrispondenti  AC,  DF,  sono  eguali. 

A  tale  intento,  fatto  AH  =  DE,  si  tiri  SK  pa- 
rallelamente di,  BC.  [277].  Allora,  per  il  teorema  di 
Talete,  abbiamo  che  : 

AB  :  AE=  AC  :  AK. 
Se  confrontiamo  questa  proporzione  con  la  data,  tro- 
viamo che  le  due  proporzioni 
hanno  tre  termini  ordinatamente 
uguali.  Per  conseguenza  [456] 
kAK=DF. 

Ora,   se  si  confrontano   i 
triangoli  ASK,  DEF,  si  con- 
chiude che  è [170] : 
A(S)K=  D(E)F. 
Ma  poiché  SKè  parallela  a  BC,  egli  è  [279]  : 

A(S)K=  A{B)C. 
Quindi  è  anche   A{B)C  =  D{E)F,  e.  d.  d. 

519*  Teor.  8e  quattro  segmenti  sono  in  propor- 
zione, U  rettangolo  degli  estremi  è  equivalente  al  rettan- 
golo dei  medi. 

niMft.  Siano  a,  fi,  y,  6  quattro  segmenti  che  for- 
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mino  proporzione.  Tirate  due  rette,  che  siano  normali 
tra  loro,  su  queste,  partendo  dal  punto  comune  Oy 
si  prendano  quattro  segmenti  OJ.,  OjB,  OC,  OD^ 
che  siano  rispettivamente  uguali  ai  quattro  segmenti 
^>  ?ì7ì  ^\  dimodoché  anche  : 

OA  :  OB  =  OC  :  OD. 
Ed  ora  per  A  e  per  B  si  tirino  le  parallele  a  CD,  e 
per  C  e  per  D  le  parallele  ad 
AB.  Queste  rette,  incontrandosi, 
formano  i  due  rettangoli  AD  e 
CBj  che  sono  appunto  il  rettan- 
golo degli  estremi  e  queUo  dei 
medi,  e  che  proveremo  essere 
equivalenti. 

Perciò  si  unisca  il  punto  0 
con  S  e  con  K,  e  si  osservi  che, 
poiché  è  [305]  : 

KC  =  OA,  DE  =  OB, 
ed     OA  :  OB  =  OC  :  OD, 
è  anche  KC  :  DS  =  OC 

Inoltre  sono  eguali  gli  angoli  KCO,  RDO,  perche 
alterni  fatti  dalle  parallele  [276]  E  E,  KF  con  la  DC^ 
I  due  triangoli  0  CK,  ODE  hanno  adunque  un  an- 
golo eguale  ad  un  angolo,  e  in  proporzione  i  lati  che- 
comprendono  i  due  angoli  eguali.  Per  conseguenza 
[511]  è  (7(0)^=jD(0)  J.Cosi,perchèilatiOO,  OD^ 
di  questi  angoli  sono  opposti,  sono  opposti  [89]  an^ 
che  gli  altri  lati  OZ'ed  OE.  La  linea  KOEh  dun- 
que una  diagonale  del  rombo  EEFK,  epperò  [415) 
i  rettangoli  AD,  CB  sono  equivalenti,  e.  d.  d. 

513.  Cor.  8e  tre  segmenti  sono  in  proporzione  con-- 
tinua,  U  quadrato  del  medio  è  equivalente  al  rettangola 
degli  estremi. 


OD. 
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514.  Teor.  In  ogni  triangolo  rettangolo  V  altezza 
relativa  aW  ipotenusa  è  media  proporzionale  tra  le 
proiezioni  dei  cateti  svdV  ipotenusa  ;  e  ciascun  cateto  è 
medio  proporzionale  tra  la  sica  proiezione  stMipote- 
nusa  e  V  ipotenvtsa, 

Htm.  Il  triangolo  ABC  sia,  rettangolo  in  C,  e  CD 
sia  normale  all^potenusa. 

Si  osservino  anzitutto  i  due  triangoli  AD  (7,  CDB, 
Questi  hanno  gli  angoli  in  D  eguali,  ed  hanno  eguali 
gli  angoli  DCA,  DBC,  perchè  ambidue  complemen- 
tari dell'  angolo  BCD.  I  lati  dei 
triangoli  sono  quindi  [609]  pro- 
porzionali, e  in  particolare  : 
AD  :  CD  =  CD  :  DB. 
Ora  si  considerino  i  trian- 

r 

goli  ABCj  A  CD.  Questi  sono 
rettangoli  rispettivamente  in  C  e  in  D,  e  poi  hanno 
rangole  in  -4.  in  comune.  Per  conseguenza  [609]  : 

AB  :  AC  =  AC  :  AD. 
Nello  stesso  modo,  confrontando  i  triangoli  ABC, 
CBDj  si  trova  che  : 

I,  AB  :  BC  =  BC  :  DB. 

515.  Oss.  Dalle  precedenti  proporzioni  si  ricava 
[513]  che  è  (i)  : 

(CDy  =  AD  .  DB, 

{ACy  =  AB  .  AD, 

>  {BCy  =  AB  .  DB. 

Codeste  relazioni  si  dicono  che  ....  [420,  419]. 

,  0)  Bappresenteremo,  ad  es.,  con  la  scrittura  (^B)^  (che 

si  leggerà  il  quadrato  di  AB)  il  quadrato  del  segmento  AB\ 
e  con  la  scrittura  AB  •  CD  (che  si  leggerà:  il  rettangolo  dei 
segmenti  ^JB,  GD)  il  rettangolo  dei  segmenti  AB^  CD, 
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Dalle  due  ultime,  sommando  ordinatamente,  si  ha  : 
(ACy  +  (BCy  =  AB(AD  +  DB) 
»  =  (AB)K 

Così  si  trova  dimostrato  di  nuovo,  e  per  via  com- 
piutamente diversa,  il  teorema  di  Pitagora. 

516.  Teor.  Se  due  corde  di  un  cerchio  si  tagliano^ 
i  loro  segmenti  sono  in  proporzione  inversa. 

nini.  Consideriamo  le  due  corde  AB^  CD,  che  si 
segano  ;  chiamiamo  E  il  punto 
d^ntersezione. 

Si  conducano  le  corde  AG, 
DB  e  si  considerino  i  triangoli 
AEC,  DEB.  In  questi  gli  an- 
goli in  E  sono  eguali,  perchè 
opposti  al  vertice  ;  e  sono  eguali 
gli  angoli  BACj  BDC,  perchè 
iscritti  [348]  nello  stesso  arco  CADB.  Perciò  i  lati  dei 
triangoli  sono  [609]  proporzionali,  ed  in  particolare  : 

E  A  :  ED  =  EO  :  EB,  e.  d.  d. 

511.  Cor.  8e  due  corde  di  un  cerchio  si  tagliano, 
il  rettangolo  dei  segmenti  di  una  corda  è  equivalente  al 
rettangolo  dei  segmenti  dèlT altra,  [512]. 

516.  Teor.  Dice  secanti  di  un  cerchio j  uscenti  da  uno 
stesso  punto,  e  le  loro  parti  ester- 
ne sono  in  proporzione  inversa. 

nini.  Siano  le  due  secanti 
AB,  AC. Condotte  le  corde D C, 
EB,  si  considerino  i  triangoli 
AB  E,  A  CD.  Questi  hanno  l' an- 
golo  in  A  in  comune  ed  eguali 
gU  angoli  EBD,  ECD,  perchè  [348]  isoritti  nello 
stesso  arco  DB  CE.  Ne  segue  [509]  che: 

AB  :  AC  =  AE  :  AD,  e,  d.d. 
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St.1à.  Cor.  Se  da  uno  stesso  punto  sono  tirate  ad 
un  cerchio  due  secanti,  il  rettangolo  di  una  secante  e 
della  sua  parte  esterna  è  equivalente  al  rettàngolo  détr 
V  altra  secante  e  della  sua  parte  esterna.  [612]. 

5dO.  Teor.  Se  da  uno  stesso  punto  sono  condotte 
ad  un  cerchio  una  tangente  e  una  secante,  la  tangente  è 
media  proporzionale  tra  la  secante  e  la  su>a  parte  esterna. 
nlm.  Dal  punto  A,  esterno  ad  un  cerchio,  siano 
condotte  al  cerchio  una  tangente  AB  e  una  secante 
A  C  qualunque. 

Tirate  le  corde  JBD,  BC,  considero  i  triangoli 

ABC,  ADB.  Questi  hanno 
r  angolo  in  A  in  comune,  ed 
eguali  gli  angoli 23 CJ5,  DBA, 
perchè  [348]  angoli  al  cerchio 
che  comprendono  lo  stesso  ar- 
co DB.  Perciò  i  lati  dei  trian- 
goli sono  proporzionali,  ed  in 
particolare     AC  :  AB  =i  AB  :  AD,  e.  d.  d. 

531.  Cor.  Se  da  uno  stesso  punto  sono  condotte 
ud  un  cerchio  una  tangente  e  una  secante,  il  quadrato 
della  tangente  è  equivalente  al  rettangolo  della  secante 
e  della  sua  parte  esterna.  [513]. 

59S^.  Teorema  di  Tolomeo.  Se  un  quadrangola 
è  iscritto  in  un  cerchio,  il  rettangolo  delle  diagonali  è 
equivalente  alla  somma  dei  rettangoli  dei  lati  opposti. 

Bini.  Sia  il  quadrangolo  AB  CD  iscritto  in  un 
cerchio;  si  tirino  le  diagonali  AC,  BD.  Dico  essere: 
AC  '  BD  =  AB  '  CD  4-  AD  ^  BC. 
Si  faccia  E{A)B=.D(A)C,  e  si  considerino  i 
triangoli  E  AB,  DAC.  Poiché  in  questi  gli  angoli 
E  AB,  DAC  sono  eguali  per  costruzione,  e  gli  angoli 
AB  E,  ACD  sono  eguali,  perchè  iscritti  nello  stesso 

18 
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arco  DCBAj  i  lati  [509]  sono  proporzionali,  ed  iu 
particolare  : 

AG  :  AB  =  CD  :  BE, 
epperò  [512]  è: 

AB  '  CD=:  AG  >  BE.  (1) 

Se  ora  confrontiamo  i  triangoli  A  ED,  ABG^  tro- 
viamo che  sono  eguali  gli  an- 
goli DAEj  GABj  come  quelli 
che  si  ottengono  aggiungendo 
r  angolo  GAE  ai  due  angoli  e- 
guali  DAG,  E  AB  ;  sono  poi 
eguali  gli  angoli  EDAj  BGA, 
perchè  iscritti  nel  medesimo  arco 
AD  GB.  Pertanto  i  lati  dei  trian- 
goli sono  proporzionali  [509],  e  in  particolare: 

AG  :  AD  =  BG  :  ED, 
e  per  conseguenza  [512]  è  : 

AD  *  BG  =  AG  '  ED.  (2) 

Dalle  uguaglianze  (1),  (2),  sommando  ordina- 
tamente, abbiamo  che  : 

AB  ^  GD  +  AD  '  BG  =  AGBE+AGED. 
Ma  la  somma  dei  rettangoli  A  G  •  BE  ed  J.  C  •  ED, 
poiché  hanno  medesima  altezza  AG,  è  equivalente  a  un 
rettangolo  che  ha  altezza  eguale  Ad  AG,  e  per  base 
la  somma  delle  basi  BE,  ED,  cioè  la  diagonale  BD. 
Resta  dunque  provato  che,  ecc.  (}). 

Problemi. 

533.  Probi.  Gostruire  il  segmento,  che  è  quarto 
proporzionale  dopo  tre  segmenti  dati. 

Risol.  Sopra  un  lato  di  un  angolo  qualunque,  par- 

(})  Se  il  quadrangolo  iscritto  è  un  rettangolo,  il  teorema 
presente  ricade  in  quello  di  Fitagoba. 
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tendo  dal  vertice,  si  prendano  due  segmenti  OAj  OB^ 
rispettivamente  uguali  al  primo  e  al  secondo  dei  seg- 
menti dati,  poi  sull'altro  lato,  pa- 
rimente partendo  dal  vertice,  si 
faccia  0  G  eguale  al  terzo  dei  seg- 
menti. Si  tiri  J.C,  e  poi  per  B  la 
BB  [277]  parallela  ad  AC.  Il 
segmento  OD  è  il  [467]  quarto 
proporàionale  domandato. 

nini.  Infatti,  per  il  teorema 
di  Talete,  egli  è  : 

OAiOB=  OC  :  OD. 
594.  Probi.  Costruire  un  segmento  che  sia  medio 
proporzionale  tra  due  segmenti  dati. 

Rlsol.  Descritto  mezzo  cerchio  su  AB^  che  è 

il  maggiore  dei  due  seg- 
menti dati,  e  portato  in  AC 
r  altro  segmento^  si  tiri  la 
CD   normale  ad  AB.  La 
corda  AD  è  il  segmento 
domandato. 
nim.  E  ciò  perchè  l'angolo  BDA,  come  iscritto 
in  mezzo  cerchio,  è  [349]  retto,  e  perchè  [614]  un  ca- 
teto è  medio  proporzionale  tra  l'ipotenusa  e  la  sua 
proiezione  sull'ipotenusa.  (^). 

5^5.  Probi.  Dividere  un  dato  segmento  in  parti 
che  siano  proporzionali  ad  altri  segmenti  dati. 

Rlsol.  Per  un'estremità  del  segmento  AB,  che 
si  deve  dividere,  si  tiri  un  raggio  AC  ^d  arbitrio.  Su 
questo  raggio,  partendo  da,  A  e  consecutivamente,  si 


(})  Fondandosi  snl  teoremi  466,  451,  si  può  provare  che  il 
problema  ammette  una  sola  soluzione. 
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trasportino  gli  altri  segmenti  dati  in  AD,  DE .  .  •  • 
Se  Jff  è  l'estremità  dell'ultimo,  si  tiri  HB^  e  poi 
per  i  punti  U,  J&,  .  .  .  lelparal- 
lele  ad  BB.  Da  queste  il  seg- 
mento AB  vien  diviso   [277] 
nel  modo  richiesto. 

Bini.  Infatti,  poiché  AB 
eà  AG  sono  due  trasversali  di 
un  fascio  di  parallele,  i  segmen- 
ti dell'una  sono  proporzionali 
[500]  ai  segmenti  dell'altra. 

5^6.  Probi.  Dati  due  punti,  trovare  suUa  loro 
retta  un  altro  punto,  le  cui^distame  dai  punti  dati 
stiano  tra  loro  come  due  dati 
segmenti. 

Risol.  Siano  A,  B  ì  punti 
dati;  chiamiamo  m,  n  i  seg- 
menti dati.  Si  vuol  trovare  sulla 
retta  AB  un.  punto,  che  abbia 
da,  A  e  B  distanze  che  stiano 
tra  loro  come  i  segmenti  m,  n. 

Condotta  per  A  una  retta  qualunque,  si  faccia 
in  essa  J.Jf  =  m,  e  poi,  partendo  da  Jf  e  da  bande 
opposte  di  Jf,  si  prendano  due  segmenti  MN,  MN\ 
che  siano  eguali  al  segmento  n.  Infine,  unito  B  con 
N  e  con  N',  si  tirino  per  M  due  rette  rispettiva- 
mente parallele  a  BN  e  BN'  ;  e  siano  X  ed  Y  i 
punti  in  cui  esse  incontrano  [277]  la  retta  AB.  Dico 
che  ciascuno  -dei  punti  X  ed  Z  ha  dai  punti  Aq  B 
distanze  che  stanno  come  m  ad  n.  (^). 


{})  Lo  studioso  farà  la  fìgara  anche  per  il  caso  che  sia 
t»  >  n. 
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niitt.  Infatti,  per  il  teorema  di  Talete  egli  è  : 
AX  :  JBX  =  AM  :  MN    =  m  :  n, 
ed         AT  :  BY  =  AM  :  MN'  =  m  :  n. 

5ST.  Oss.  1^.  Nessun  altro  punto  della  retta  AB 
sodisfa  il  problema. 

Infatti,  detto  X'  un  punto  del  segmento  AB,  tale 
elle  sia: 

AX'  :  BX'  z=  m  :  fij 
essendo  per  conseguenza  [456]: 

AX'  :  BX'  —,  AX  :  BX, 
abbiamo,  componendo  [453],  che: 

AB  :  BX'  =  AB  :  BX. 
Da  questa  proporzione  si  conchiude  [468]  che  è: 

BX'  =  BX, 
e  per  conseguenza  che  X'  coincide  con  X. 

Detto  y  un  punto  del  raggio  A  Y,  tale  che  sia: 
AY'  :  BT'  z=  m  :  n, 
essendo  per  conseguenza  [455,  452]  : 

BY'  :  AY'  =  BY  :  AY, 
abbiamo,  dividendo  [454],  che  : 

AB  :  AY'  =  AB  :  AY. 
Da  questa  proporzione  si  conchiude  [468]  che  è: 

AY'  =  AY, 
epperò  che  Y'  coincide  con  Y. 

Non  potrebbe  poi  sodisfare  il  problema  un  punto 
Z,  preso  sull'altro  pr'olungam.ento  di  AB,  perchè, 
avendo  codesto  punto  da  B  distanza  minore  che  da 
A,  ed  essendo  nel  nostro  caso  m  <  w,  la  proporzione: 

AZ  :  BZ  =2  m  :  n 
è  assurda.  [468]. 

538.  Oss.  3*.  Nel  caso  che  sia  m  =  n,  il  punto 
X  è  il  punto  di  mezzo  [324]  Ai  AB,  ^  il  punto  Y 
manca,  perchè,  cadendo  N'  in  -4,  la  retta  BN'  coin- 
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cide  con  la  ^^,  e  così  la  parallela  a  BN\  tirata  per 
Mj  è  parallela  alla  retta  AB. 

539.  Osa.  3\  Quando  un  segmento  AB  è  diviso, 
internamente  in  X,  ed  esternamente  in  F,  in  modo  che 
le  distanze  del  punto  X  dagli  estremi  del  segmento 
stiano  come  le  distanze  del  punto  T  dagli  estremi 
stessi,  si  dice  che  il  segmento  AB  è  diviso  armoni'- 
camente  in  X  ed  T. 

Segnato  ad  arbitrio  uno  dei  due  punti  X,  Y,  la 
posizione  dell'altro  restsi.  [457]  determinata. 

Dalla  proporzione  [455]  : 

AX  :  BX  =  AT  :  BT, 
permutando,  si  ottiene  la  proporzione: 

XA  :  YA  =  XB  :  TB, 
dalla  quale  risulta  che,  se  due  punti  X,  T  dividono 
armonicamente  un  segmento  AB,  reciprocamente  i 
punti  A,  B  dividono  armonicamente  il  segmento  XY. 

Si  suol  dire  che  i  quattro  punti  Aj  5,  X,  F,  sono 
armonici]  i  punti  A,  B  si  dicono  coniugati  armonici] 
cosi  i  due  X,  Y. 

530.  Probi.  Trovare  il  luogo  dei  punti,  le  cui  di- 
stanze da  due  punti  dati  stanno  tra  loro  come  due 
dati  segmenti. 

Risei.  Siano  A  e  B  i  due  punti  dati;  diciamo  m 
ed  n  i  dati  segmenti.  Si  tratta  di  trovare  il  luogo  dei 
punti,  le  cui  distanze  da,  A  e  B  stanno  tra  loro  come 
m  sta  ad  n. 

Intanto,  se  determiniamo  [526]  quei  due  punti  C 
e  D  della  retta  AB,  le  cui  distanze  da  J.  e  J?  stanno 
nel  rapporto  dato,  cioè  quei  punti  C  e  D  per  i  quali: 

CA  :  CB  =  m  :  n,  (1) 

e  DA  :  DB  =  m  :  n,  (2) 

otteniamo  due  punti  del  luogo  domandato. 
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Ed  ora  sia  M  un  altro  punto  qualunque  del  luogo 
{fuori  della  retta  AB  [527]);  tal  punto  adunque  per 
cui  sia:  MA  :  MB  =  w  :  w.  (3) 

Tiriamo  MG  ed  MD. 

Confrontando  la  proporzione  (3)  con  le  (1)  e  (2), 
conchiudiamo  [445]  che: 

MA:  MB  —  GA:  GB.  (4) 

e  che  MA  :  MB  =  DA  :  DB.  (5) 

Perciò  [606,  508]  MG  è  la  bisettrice  deU' angolo  BMA 

del  triangolo  BMA, 
ed  MD  è  la  biset- 
trice dell^  angolo 
estemo  EMB.  Per 
conseguenza  [  140  ] 
rangole  DMG  ò 
retto,  epperò  [349, 
357]  il  punto  M  ap- 
partiene al  cerchio,  di  cui  GD  è  un  diametro. 

Ora  poi  proveremo  che  qualunque  punto  di  code- 
sto cerchio  ha  dai  punti  AeB  distanze  che  stanno 
come  m  ad  n.  Posto  che  M  sia  un  punto  del  cerchiOi 
si  tiri  per  G  la  parallela  ad  MD,  e  siano  i^  ed  JET  i 
punti  nei  quali  essa  incontra  [277]  MA  ed  MB.  Poi- 
ché i  triangoli  AFG,  AMD,  come  i  due  GBS, 
DBM,  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali,  ab- 
biamo [509]  le  proporzioni: 

FG  :  MD  =  AG  :  AD, 
SG  :  MD  =  BG  :  BD. 

Ma  per  costruzione: 

AG  :  BC  =  AD  :  BD, 
epperò  anche  [467]  : 

AG  :  AD  =  BG  :  BD. 
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Conseguentemente  [455]  egli  è  : 

FC  :  MB  =  SO  :  MB] 
donde  risulta  [468]  essere  FC  =  HC. 

A  tal  punto  si  osservi  che  l'angolo  DMC,  per- 
chè iscritto  in  mezzo  cerchio,  è  [849]  retto.  Tale  è 
perciò  [278]  anche  l'angolo  FCM.  Quindi,  conside- 
rando i  triangoli  MFC,  MHC,  si  conchiude  [170]  che 
MC  e  Is,  bisettrice  dell'angolo  BMA]  epperò  [505] 
MA  :  MB  =  CA  :  CB  —  m  :  n. 

In  conchiusione  tutti  ed  unicamente  i  punti  del 
cerchio  di  diametro  CD  hanno  da  J.  e  j8  tali  distanze 
che  stanno  come  m  ad  n.  Codesto  cerchio  è  dunque  il 
luogo  ricercato.  (*). 

531*  ProbL  Trovare  due  segmenti  che  stiano  tra 
loro  come  due  poligoni  dati. 

Rlsol*  Si  trasformino  i  due  poligoni  in  due  trian- 
goli d'uguale  altezza.  [406,  404].  Le  basidi  questi  so- 
disfanno la  condizione  voluta. 

Bini.  Infatti  i  poligoni  dati  stanno  tra  loro  come 
i  triangoli,  e  questi  come  le  loro  basi.  [444]. 

Esercizi* 

601.  Se  più  rette,  passanti  per  un  medesimo  punto,  sono  tagliate 
da  due  parallele,  i  segmenti  di  una  di  queste  sono  propor- 
zionali ai  segmenti  delP  altra.  [509,  455]. 

602.  Se  due  rette  sono  parallele,  e  due  segmenti  AB^  BC  della 
prima  sono  in  proporzione  con  due  segmenti  A'B'^  B'C 
della  seconda,  le  rette  A  A',  BB',  CC  concorrono  in  uno 
stesso  punto.  [511]. 

60 3.  Descritto  mezzo  cerchio  che  abbia  per  diametro  un  lato 
uiJ?  di  un  triangolo  equilatero  ABC  e  che  sia  fuori   del 


(*)  Se  i  dati  segmenti  m,  n  sono   eguali  in  tal  caso    il 
luogo  è  una  retta.  [184]. 
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triangolo,  si  divìda  il  mezzo  cerchio  in  tre  parti  eguali 
nei  punti  D  ed  E,  Si  dimostri  che  le  rette  CD,  CE  divi- 
dono in  tre  parti  eguali  il  lato  AB,  (Si  prolunghino  CA^ 
CB  fìno  ad  incontrare  DE.  [601]). 

604.  Se  per  un  punto  di  una  diagonale  di  un  rombo  si  tirano 
due  rette  rispettivamente  parallele  ai  lati,  le  diagonali  di 
quei  tra  i  rombi  risultanti,  che  sono  attraversati  dalla  dia- 
gonale, sono  rispettivamente  parallele  alle  diagonali  del 
rombo  dato. 

605.  Se  due  triangoli  hanno  gli  angoli  rispettivamente  uguali, 
e  dai  vertici  di  due  angoli  eguaU  si  tirano  ai  lati  opposti 
due  segmenti  in  modo  che  facciano  coi  lati  stessi  angoli 
eguali,  i  due  segmenti  stanno  tra  loro,  come  i  lati  ai  quali 
sono  condotti,  e  tagliano  i  lati  stessi  in  parti  che  sono 
in  proporzione. 

606.  Se  in  un  triangolo  rettangolo  è  iscritto  un  quadrato,  e  un 
lato  di  questo  sia  sull'ipotenusa,  questa  rimane  divisa  in 
parti  che  sono  in  proporzione  continua.  [509]. 

607.  Se  un'altezza  di  un  triangolo  ha  il  piede  sul  lato  al  quale 
è  tirata  ed  è  media  proporzionale  tra  i  segmenti  in  cui  essa 
taglia  il  lato  stesso,  il  triangolo  è  rettangolo.  [511]. 

608.  Se  in  due  triangoli  d' eguale  altezza  si  conducono  due 
corde  parallele  alle  basi  ed  egualmente  distanti  da  queste, 
le  due  corde  stanno  tra  loro  come  le  basi.  [509,  500]. 

609. Se  per  il  punto  d'incontro  delle  diagonali  di  un  trapezio  si 
tira  la  parallela  alle  basi,  il  segmento  di  questa,  compreso 
tra  i  lati  concorrenti,  è  dimezzato  dalle  diagonali. 

610.  In  qualunque  triangolo,  il  rettangolo  dei  segmenti  com- 
presi tra  il  punto  delle  altezze  e  le  estremità  di  un'  altezza 
è  costante.  [509,512]. 

611.11  raggio  del  cerchio,  che  passa  per  i  punti  di  mezzo  dei 
lati  di  un  triangolo,  è  metà  di  quello  del  cerchio  circo- 
scritto al  triangolo. 

61 2.  La  parte  di  una  tangente  a  un  cerchio,  compresa  tra  due 
altre  tangenti  parallele  tra  loro,  è  divisa  dal  punto  di  con- 
tatto in  modo  che  il  raggio  è  medio  proporzionale  tra  i 
due  segmenti.  [514]. 

613.  Se  due  cerchi  si  tagliano^  le  tangenti,  condotte  ai  cerchi 
da  qualsivoglia  punto  preso  sui  prolungamenti  della  corda 
comune,  sono  eguali.  [520,  513]. 
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614.  Se  due  cerchi  8i  toccano  estemamente,  la  parte  di  una  tan- 
gente comune  (s'intenda  di  una  di  quelle  che  non  sono 
normali  alla  retta  dei  centri)  compresa  tra  i  pnnti  di  con- 
tatto è  media  proporzionale  tra  i  diametri 

615.  Se  dae  tangenti  condotte  a  dne  cerchi,  estemi  l'nno  all'altro, 
dai  centri  dei  cerchi  stessi,  si  tagliano,  il  rettangolo  dei  seg- 
menti in  cni  è  divisa  la  parte  estema  di  una  tangente,  è 
equivalente  al  rettangolo  dei  segmenti  dell'altra.  [509, 512]. 

61 6.  Se  si  circoscrive  un  rombo  a  un  trapezio,  quella  diagonale 
del  rombo,  che  taglia  le  basi  del  trapezio,  passa  per  il  punto 
d'incontro  delle  diagonali  di  quest'ultimo. 

617.  Se  da  un  punto  di  un  cerchio  si  tirano  i  segmenti  normali 
a  due  tangenti  che  si  tagliano,  e  poi  il  segmento  normale 
alla  retta  che  passa  per  i  punti  di  contatto,  questo  terzo 
segmento  è  medio  proporzionale  tra  gli  altri  due. 

61 8.  In  un  triangolo  qualunque  il  rettangolo  di  due  lati  è  equi- 
valente al  rettangolo  del  diametro  del  cerchio  circoscritto 
e  dell'altezza  relativa  al  terzo  lato. 

619. Se  per  il  centro  di  un  cerchio  si  conduce  il  diametro  AB 
normale  a  una  retta  data,  e  poi  per  uno  degli  estremi  del 
diametro,  ad  es.  per  A,  si  conduce  una  retta  che  incon- 
tri in  M  il  cerchio  e  in  JV  la  retta,  il  rettangolo  dei  seg- 
menti AM  eà  AN  è  costante.  Proposizione  più  generale. 

620.  Luogo  dei  punti  ne'  quali  i  segmenti,  tirati  a  una  retta 
data  da  un  punto  dato,  sono  divisi  in  rapporto  dato. 

621.  Luogo  dei  punti  che  dividono  in  rapporto  dato  le  corde  di 
un  angolo  che  sono  parallele  a  una  retta  data.  [458,  511]. 

622.  Luogo  dei  punti  le  cui  distanze  da  due  parallele  date  stanno 
in  rapporto  dato.  (Si  divide  secondo  quel  rapporto  [526]  un 
segmento  terminato  alle  parallele.  Ecc.). 

623.  Luogo  dei  punti  le  cui  distanze  da  due  rette,  che  si  ta- 
gliano, stanno  in  rapporto  dato.  (Si  costruisca  intanto  un 
punto,  le  cui  distanze  dalle  rette  date  siano  eguali  ai  seg« 
menti  che  indicano  il  rapporto  dato.  E  si  unisca  questo 
punto  con  quello  d' intersezione  delle  rette . . .). 

6 24.  Luogo  dei  punti,  dai  quali  due  segmenti  consecutivi  ed 
allineati  sono  veduti  sotto  angoli  eguali.  [505,  530]. 

6 25. Dividere  un  segmento  dato  in  n  parti  continuamente  pro- 
porzionali e  in  modo  che  due  parti  consecutive  stiano  tra 
loro  come  due  dati  segmenti. 
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^26.Dìvìdere  un  dato  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  la 
prima  stia  alla  seconda  come  due  dati  segmenti,  e  la  se- 
conda alla  terza  come  due  altri  segmenti  dati. 

'627.  Dividere  un  rombo,  od  un  triangolo,  in  parti  che  siano 
tra  loro  come  dati  segmenti. 

^28.  Dividere  un  rombo  in  due  parti  che  stiano  in  rapporto  dato,  e 
ciò  con  una  retta  che  passi  per  un  punto  dato  sopra  un  lato. 

'629. In  un  cerchio  sono  condotti  due  raggi;  si  tiri  tal  corda 
che  sia  divisa  dai  raggi  in  tre  parti  eguali. 

630.  Trovare  due  segmenti,  data  la  loro  somma  e  dato  il  seg- 
mento medio  proporzionale  tra  i  segmenti  stessi.  [514]. 

^31.  Trovare  due  segmenti,  dei  quali  è  data  la  differenza  e  il 
rapporto.  [454]. 

<632.  Trovare  due  segmenti,  data  la  loro  differenza  e  data  la 
media  proporzionale  tra  essi.  (Si  considera  il  cerchio  che 
ha  la  differenza  per  diametro.  Ecc.  [520]). 

^33.  Trovare  un  punto,  che  abbia  data  distanza  da  una  retta  o 
da  un  punto  dato,  e  che  abbia  da  due  altre  rette  date  tali 
distanze,  che  stiano  tra  loro  in  rapporto  dato.  [623]. 

>634.  Trovare  un  punto,  le  cui  distanze  da  tre  rette  date  stiano 
come  tre  dati  segmenti.  [623]. 

"635.  Tirare  per  un  punto,  dato  fra  i  lati  di  un  angolo,  una 
corda  in  modo  che  dal  punto  stesso  essa  sia  divisa  in 
un  rapporto  dato.  (Si  unisce  il  vertice  col  punto,  e  po- 
sto sul  prolungamento  un  segmento  quarto  proporziona- 
le, ecc. . . . ,  si  conduce  la  parallela  ad  uno  dei  lati  dell'an- 
golo, ecc.). 

636. Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  le 
distanze  della  retta  da  due  altri  punti  dati  stiano  in  rap* 
porto  dato.  [526], 

€37.  Per  il  punto  d*  intersezione  di  due  cerchi  condurre  una  se- 
cante in  modo  che  le  corde  comprese  nei  cerchi  stiano  in 
rapporto  dato.  (  Bisogna  dividere  secondo  questo  rapporto 
il  segmento  che  unisce  i  centri.  [211,  458]). 

638.  Per  un  punto  dato  tirare  una  retta  in  modo  che  i  seg- 
menti dei  lati  di  un  angolo  dato,  compresi  tra  questa  retta 
ed  il  vertice,  stiano  in  rapporto  dato.  [509]. 

639.  Per  un  punto  dato  condurre  tal  retta,  che  tagli  due  rette 
date  in  punti,  le  cui  distanze  dal  punto  dato  stiano  in  rap* 
porto  dato.  [620]). 
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640.Per  rm  punto  dato  condarre  una  retta,  che  tagli  tre  rette* 

uscenti  da  uno  stesso  punto,  e  in  modo  che  i  segmenti  della. 

prima,  compresi  tra  le  altre  rette,  stiano  in  rapporto  dato. 

(Si  risolva  dapprima  il  problema  ponendo  il  punto  sopra 

una  delle  rette  date.  [639]). 
641.  Costruire  un  triangolo,  dato  il  perimetro  e  i  rapporti  a  :  b- 

e  6  :  e. 
642. Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l'angolo  opposto,  ed. 

il  rapporto  del  lato  dato  ad  uno  degli  altri  due  lati. 
643. Costruire  un  triangolo,  dati  A^  ha  e  b  :  e,  [511,  244]. 

644.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  mediana  (o  l'altezza)^ 
che  gli  corrisponde,  e  il  rapporto  degli  altri  due  lati.  [530]^ 

645.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  bisettrice  corri- 
spondente, e  il  rapporto  degli  altri  due  lati.  [505,  529]. 

646.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  il  rapporto  degli  al- 
tri due,  e  l'altezza  relativa  ad  uno  di  questi  ultimi. 

647.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  l' angolo  opposto,  ed. 
il  rapporto  degli  altri  due  lati. 

648.  Costruire  un  triangolo,  dati  due  lati  e  la  bisettrice,  del- 
l' angolo  compreso.  Si  osservi  la  figura  del  §  505.  Coi  dati 
si  può  costruire  [523]  il  segmento  CJS,  opperò  anche  il 
triangolo  ACE^  e  in  seguito  il  triangolo  domandato). 

649.  Se  A  ^  B  sono  i  centri  di  due  cerchi  disuguali,  ed  AP^ 
BQ  una  coppia  di  raggi  paralleli,  la  retta  PQ  incontra, 
la  retta  dei  centri  in  un  punto  fisso.  Dedurre  un  metodo- 
per  condurre  le  tangenti  a  due  cerchi. 

650. Le  secanti  comuni  ad  un  cerchio  fisso  e  a  tutti  i  cerchi,  che- 
passano  per  due  punti,  passano  per  uno  stesso  punto.  [518]. 

651.  Se  ciascuno  di  tre  cerchi  taglia  gli  altri  due,  le  secanti 
comuni  passano  per  uno  stesso  punto.  [516]. 

652.  Se  sopra  un  segmento,  divìso  in  sezione  aurea,  si  costrui- 
sce un  triangolo  rettangolo,  in  modo  che  il  punto  di  di- 
visione sia  il  piede  della  normale  tirata  dal  vertice  dell'an- 
golo retto,  i  lati  del  triangolo  sono  in  proporzione  conti^ 
nua.  [514,  466]. 

653.  Se  da  un  punto  di  un  lato  di  un  angolo  acuto  si  tira  la. 
normale  all'altro  lato,  e  dal  piede  di  questa  la  normale- 
al  primo  lato,  e  così  via,  le  distanze  dei  piedi  delle  nor- 
mali dal  vertice  dell'angolo  sono  in  proporzione  conti- 
nua. [500]. 
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654.  Se  una  retta  è  tangente  a  nn  cerchio,  e  si  tira  dal  punto 
'                    di  contatto  il  segmento  normale  ad  un  diametro  qualsi- 
voglia, e  dalle  estremità  di  questo  diametro  e  dal  centro 
si  conducono  i  segmenti  normali  al  diametro  stesso  fìno 

^  all'incontro  con  la  tangente,  i  quattro  segmenti  normali 

sono  in  proporzione  continua. 

655.  Le  corde,  uscenti  dal  punto  di  contatto  di  una  tangente 
ad  un  cerchio,  sono  tagliate  da  una  corda  qualunque  pa- 

.  rallela  alla  tangente  in  modo  che  il  rettangolo,  contenuto 
da  una  corda  e  dal  suo  segmento  compreso  tra  le  due  pa- 
rallele, è  costante,  [347,  512]. 

656.  Se  da  un  punto  dell'  ipotenusa  si  tirano  le  normali  ai  ca- 
teti, il  rettangolo  dei  segmenti  dell'ipotenusa  è  equiva- 
lente alla  somma  dei  rettangoli  contenuti  dai  segmenti  dei 
cateti.  (Sia  jBO  l'ipotenusa;  JE  il  punto  della  stessa; 
JSD  eà  EF  le  normali  tirate  rispettivamente  ad  AB, 
AC.  Si  tiri  da  D  la  normale  DH  all'ipotenusa.  Si  con- 
frontino i  triangoli  DEH,  ECF,  e  poi  i  due  BDH, 
CEF), 

€57. AB  è  una  corda  di  un  cerchio  di  centro  0,  e  Oun  punto 
qualunque  del  cerchio.  D  eà  E  sono  i  punti  nei  quali  la 
normale  2A  AB  nel  punto  medio  è  incontrata  dalle  rette 
AC,  BC,  Si  provi  che  il  quadrato  del  raggio  è  equi- 
valente al  rettangolo  dei  segmenti  OD,  OE.  (Si  proverà 
che  i  triangoli  OCD,  OEC  hanno  gli  angoli  rispettiva- 
mente uguali;  il  che  vien  fatto  osservando  che  C{E)D 

^  e  D{C)0  sono  complementi  di  A(B)C). 

'  658.  In  un  triangolo  qualunque  il  rettangolo  di  due  lati  è  equi- 

valente alla  somma  del  quadrato  deUa  bisettrice  dell'  angolo 
compreso  e  del  rettangolo  del  segmenti  in  cui  resta  diviso 
il  terzo  lato.  (Si  circoscrive  il  cerchio  al  triangolo  e,  pro- 
lungata la  bisettrice  AD  fino  ad  incontrarlo  in  E,  si  con- 
frontano [509]  i  triangoli  ABD,  AEC), 

*  659.  Se  -4.-B0  è  un  triangolo  rettangolo  iscritto  in  un  cer- 

chio, e  da  un  punto  D  qualsivoglia  del  diametro  AB 
si  tira  la  normale  al  diametro  stesso,  la  quale  incontri  in 
E  il  cerchio,  ed  in  JP  ed  if  le  rette  AC,  BC,  in  tal  caso 
D^  è  media  proporzionale  tra  DFe  DE,  [514,  509,  466 1. 
660. Da  un  punto  A  sono  tirate  le  tangenti  AB,  ^C  ad  un 
cerchio  di  centro  0  e  poi  c^udotto  il  segmento  BE  nor- 
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male  al  diametro  CD;  dimostrare  che  BE  e  dimezzato^ 
da  AD  in  F.  (I  triangoli  DEFy  DCA  hanno  gli  angoli 
rispettivamente  ngaali,  e  cosi  i  dae  DEB^  OCA,  Si  per- 
viene [466]  alla  proporzione  EF  :  EB  =  OC  :  DC). 
661. Se  per  il  punto  d'incontro  delle  mediane  di  un  triangolo 
si  tira  una  retta  qualunque,  e  si  tirano  alla  stessa  i  seg- 
menti normali  dai  vertici,  la  somma  dei  due  segmenti,, 
che  sono  da  una  stessa  banda  della  traversale,  è  uguale^ 
al  terzo. 

662.  Una  corda  di  un  trapezio,  parallela  alle  basi,  taglia  i  lati 
concorrenti  nel  rapporto  di  m  ad  n.  Si  domanda  il  rap- 
porto delia  corda  alla  somma  delle  basi. 

663.  Se  i  lati  di  un  triangolo  sono  divisi  nel  rapporto  di  m  ad  n,. 
e  dai  punti  di  divisione  e  dai  vertici  del  triangolo  si  tirano- 
altrettante  parallele  fìno  ad  incontrare  una  retta  estema 
al  triangolo,  la  somma  dei  tre  segmenti  tirati  dai  vertici 
è  uguale  alla  somma  degli  altri  tre,  tirati  dai  punti  di  di- 
visione dei  lati. 

664.  Se  un  angolo  ruota  intomo  al  suo  vertice,  e,  presi  6ull& 
posizioni  del  primo  lato  dei  punti  allineati,  si  prendono 
sulle  posizioni  delP  altro  lato,  partendo  dal  vertice  co- 
mune 0,  dei  segmenti  proporzionali  ordinatamente  a. 
quelli  che  sono  sugli  altri  lati,  anche  i  termini  dei  nuovi 
segmenti  sono  allineati.  (  Siano  A,  B,  C ,  .  .  i  primi  pun- 
ti, ed  A\  i?',  C  . . .  i  secondi.  Si  unisca  JB'  con  A'  e  con  C\ 
e  si  confrontino  [509]  i  triangoli  AOB,  AOC  rispettiva- 
mente con  A'OB',  A' OC.  [86]). 

665.  Se  dai  vertici  di  un  triangolo  si  conducono  ai  lati  oppo-» 
sti  (prolungati  se  occorre)  tre  segmenti  eguali,  e  da  un 
punto  qualsivoglia,  intemo  al  triangolo,  si  tirano  tr& 
segmenti  rispettivamente  paralleli  ai  precedenti,  e  questi 
pure  fìno  all' incontro  dei  tre  lati,  la  somma  di  questi  ul- 
timi è  uguale  ad  uno  dei  primi.  (Bisogna  unire  il  punto 
interno  0  con  ciascuno  dei  vertici  A,  JB,  C,  e  prolungare- 
ciascuno  di  questi  segmenti  fi.no  al  lato  opposto.  Poi  si 
prova  [444,  509]  che  il  triangolo  ABC  sta  a  ciascuno  dei 
tre  OABf  OBC,  OAC,  rispettivamente,  come  uno  dei  tre- 
segmenti  sta  al  parallelo.  Quindi .  . .  [479,  468]). 

666.  Se  sopra  una  retta,  partendo  da  un  punto  A  e  dalla  stessa; 
banda,  si  prendono  tre  segmenti  AB^  AC,  AD  che  for-- 
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mino  una  proporzione  continua,  e  poi  si  tira  da  A  un 
segmento  AE^AC^  l'angolo  DEB  è  dimezzato  da 
EC.  (Anzitutto  8i  applichi  alla  proporzione  data  il  teo- 
rema 454,  e  poi  il  467.  Poi  ai  triangoli  A  ED,  AEB  H 
teorema  511). 

667.  Se  da  un  punto  P  estemo  ad  un  cerchio  si  tirano  le  tan- 
genti PO,  PDj  e  la  retta  CD  (*),  che  passa  per  i  punti 
di  contatto,  tagli  in  Q  il  diametro  AOB,  che  passa  per  P, 
le  distanze  dei  punti  A  e  B  dal  punto  P  stanno  come 
quelle  degli  stessi  A  e  B  dal  punto  Q.  (Si  osservi  che  CB 
dimezza  [347]  l'angolo  PCQ,  e  che  la  CA^  perchè  nor- 
male a  CJ?,  dimezza  l'angolo  estemo  adiacente  all'angolo 
PCQ.  [505,607]).- 

668.  Se  per  il  vertice  di  un  triangolo  si  conduce  il  diametro 
del  cerchio  iscritto,  e  dal  punto,  nel  quale  esso  taglia  il 
lato  opposto,  si  tirano  le  normali  agli  altri  due  lati,  e  si 
uniscono  i  piedi  delle  due  normali,  si  ottiene  una  retta 
parallela  al  primo  lato. 

669.  In  ogni  triangolo  il  centro  del  cerchio  iscritto,  il  punto  di 
concorso  delle  mediane  e  il  centro  del  cerchio  iscritto  in 
quel  triangolo,  che  ha  i  vertici  ne'  punti  di  mezzo  dei  lati 
del  triangolo  dato,  sono  aUineati.  E  la  distanza  del  due 
primi  punti  è  doppia  della  distanza  dei  due  ultimi. 

670.  In  un  triangolo  qualunque  il  centro  del  cerchio  circoscrit* 
to,  il  punto  di  concorso  delle  mediane  e  il  punto  delle  al- 
tezze sono  allineati,  e  la  distanza  dei  due  primi  punti  è 
metà  della  distanza  tra  i  due  ultimi. 

671. In  ogni  triangolo  rettangolo  la  somma  dell'ipotenusa  e 
dell'altezza  corrispondente  è  maggiore  della  somma  dei 
cateti.  (Si  dimostri  [509,  478,  468]  dapprima  che  la  diffe- 
renza tra  l'ipotenusa  ed  un  cateto  è  maggiore  della  dif- 
ferenza tra  l'altro  cateto  e  l'altezza). 

672. In  ogni  triangolo  la  semidifferenza  di  due  lati  è  media 
proporzionale  tra  ]e  distanze  del  punto  di  mezzo  del  terzo 
lato  dai  punti  nei  quali  questo  lato  è  diviso  dall'altezza 
e  dalla  hisettrice  corrispondenti.  (Sia  ABC  H  triangolo; 
AB  >  AC;  D  il  punto  medio  di  BC;  £  ed  J*  le  estremità 

(*)  n  plinto  P  è  detto  polo  della  retta   CQD;  6  CQD  è  detta  polare 
del  punto  P,  rispetto  al  cerchia 

I  punti  P  e  Q  ai  dicono  coniugati  turmonici  rispetto  al  cerchio. 
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della  bisettrice  e  dell'  altezza  uscenti  daJ  vertice  A.  Ti- 
rando da  C  la  CJ7  nonnaie  alla  bisettrice  A  E,  si  ha  [357] 
in  DH  la  semidifferenza  tra  AB  ed  AC.  Bisogna  con- 
frontare [509]  i  triangoli  E  ED  ed  FHD,  Per  provare 
che  è  E{H)D  =  D{F)H,  gioverà  osservare  che  il  qua- 
drangolo AHFC  è  iscrittibile). 

673.  Luogo  dei  punti  nei  quali  sono  divisi  secondo  un  rapporto 
dato  ì  segmenti  tirati  da  un  punto  dato  a  dato  cerchio. 

674. Due  segmenti  AB,  AC  sono  divisi  proporzionalmente  in 
D  ed  in  E,  e  le  normali  ai  segmenti  stessi,  tirate  per 
D  e  per  E,  s'incontrano  in  F.  Dimostrare  che  il  luogo 
del  punto  F  è  una  retta,  che  passa  per  A.  [500,  509,  511]. 

675.  Per  un  punto  P,  preso  sopra  un  cerchio,  si  tiri  una  corda 
PjB  e  su  questa  si  prenda  un  segmento  Pf  in  guisa  che 
il  rettangolo  di  PB  e  PB'  sia  equivalente  a  un  quadrato 
dato.  Si  domanda  il  luogo  dei  punti  B\  (Si  tiri  anche  il 
diametro  PA,  e  trovato  il  punto  A',  ai  confrontino  [511] 
i  triangoli  PBA,  PA' B\  [357]). 

676.  Luogo  dei  punti  dai  quali  due  cerchi  dati  sono  veduti  sono 
il  medesimo  angolo.  (  Se  if  è  un  punto  del  luogo,  AeBi 
centri,  C  q  D  due  punti  di  contatto,  dal  confronto  di  due 
triangoli  si  trova  che  il  rapporto  di  MA  ad  MB  è  uguale 
a  quello  dei  raggi.  Ecc.). 

677.  Trovare,  fuori  di  un  cerchio  dato,  tal  punto,  che  la  somma 
delle  tangenti  condotte  da  esso  al  cerchio  sia  eguale  alla 
secante  che  passa  per  il  centro. 

678.  Per  uq  punto  dato  tirare  una  retta  che  passi  per  il  punto  di 
concorso  di  due  date,  e  ciò  senza  usare  di  questo  punto.  (Per 
il  punto  dato  A  si  conduca  una  retta,  che  tagli  le  date  in  2?  e 
in 0. Poi  una  parallela,  che  le  tagli  in  De  in  E,  [525,  602]). 

679.  In  un  cerchio  è  dato  un  punto  A  e  unaK^orda  BG,  Si  vuol 
condurre  una  corda  AD,  che  tagli  BC  in  E  in  guisa  che 
DE  e  DC  stiano  in  rapporto  dato.  (Del  triangolo  DEC 
sì  possono  [511]  determinare  gli  angoli). 

680. Trovare  un  punto  da  cui  tre  segmenti  AB,  BC,  CD,  di 
una  stessa  retta,  si  vedano  sotto  angoli  eguali.  [505,  529]. 

681.  Condurre  una  tangente  a  un  cerchio  da  un  punto  dato, 
e  ciò  senza  usare  del  centro  del  .cerchio.  [520]. 

682.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati,  e  toc- 
chi ima  retta  data.  (Si  tira  la  retta,  che  passa  per  i  due 
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ponti,  fino  all'incontro  della  retta  data.  Sa  questa  si  può 
quindi  [520,  524]  determinare  il  punto  di  contatto). 
683.Dato  un  angolo  e  un  punto,  trovare  sopra  un  lato  un  puntu 
che  sia  egaahnente  distante  d«l  punto  dato  e  dall'  altro  lato 
dell'angolo.  (Costruendo  il  punto,  che  è  simmetrioo  del  dato 
rispetto  al  primo  Iato,  il  problema  è  ridotto  al  precedente). 

684.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date,  e  passi 
per  un  punto  dato.  (Il  problema  si  riduce  subito  al  prece- 
dente. [132]). 

685.  Descrivere  un  cerchio,  che  tocchi  due  rette  date  e  un  cer- 
chio dato.  (Considerando  il  cerchio,  che  è  concentrico  col 
richiesto,  e  che  passa  per  il  centro  del  dato,  si  riduce  la 
questione  al  precedente). 

686.  Descrivere  un  cerchio,  che  passi  per  due  punti  dati  e  toc- 
chi un  cerchio  dato.  (Si  descriva  un  cerchio,  che  passi 
per  i  punti  A  e  B  e  tagli  il  cerchio  dato.  Il  punto  d'incon- 
tro della  retta  A  B  con  la  secante  comune  è  un  punto  della 
tangente  comune  al  cerchio  dato  ed  al  cerchio  richiesto). 

687.  Sopra  una  retta  data  trovare  un  punto,  le  cui  distanze  da 
due  punti  dati  abbiano  differenza  data.  (Si  riduce  il  pro- 
blema al  precedente,  considerando  il  punto,  che  è  simme- 
trico di  uno  dei  dati,  rispetto  alla  retta  data). 

688.  Dati  due  punti  ^,jB  e  una  retta  passante  per  J?,  si  vuol 
determinare  su  questa  retta  due  punti  X,  F  in  modo  che 
siano  equidistanti  da  B^  e  che  X{A)Y  sia  egaale  a  un 
angolo  dato.  (Si  prendano  due  punti  suUa  retta  data 
equidistanti  da  B'^  poi  [357]...). 

689.  Trasformare  un  quadrato  in  un  rettangolo,  nel  quale  le 
dimensioni  abbiano  un  rapporto  dato.  (Sulla  somma  del 
due  segmenti  AB^  BCj  che  indicano  il  rapporto,  si  de- 
scriva mezzo  cerchio.  Condotta  per  B,  la  normale  ad  A  C, 
che  incontri  il  cerchio  in  X>,  su  questa  si  prenda  BE  uguale 
al  lato  del  quadrato  dato.  Infine  si  condurranno  per  E  le 
parallele  alle  DA,  DC). 

690.  Trasformare  un  quadrato  in  un  triangolo  equilatero.  (Poi- 
ché un  triangolo  equilatero  è  equivalente  ad  un  rettangolo, 
che  ha  un  lato  eguale  all'altezza  ed  uno  alla  metà  del  lato  del 
triangolo  equilatero,  il  lato  del  quadrato  è  medio...  ecc.). 

691.  Dato  un  cerchio  e  due  punti  di  un  diametro,  trovare  sul 

cerchio  tal  punto  che  i  segmenti,  che  lo  uniscono  co' punti 

19 
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dati,  formino  con  la  tangente  al  cerchio  in  quel  ponto  an« 
goli  eguali.  [505,  529]. 

€92.  Dato  nn  quadrangolo,  trovare  nn  punto,  le  cui  distanza 
da  due  lati  opposti  stiano  in  rapporto  dato,  e  le  cui  di- 
stanze dagli  altri  due  lati  diano  somma  eguale  a  dato  seg- 
mento. [349]. 

693.  Tirare  da  un  vertice  di  un  triangolo  al  lato  opposto  tale 
segmento,  che  sia  medio  proporzionale  tra  le  parti  in  cui 
esso  taglia  il  lato.  (Si  supponga  prolungato  il  segmento 
di  una  parte  uguale  ad  esso). 

€94.  Tirare  in  un  triangolo  una  corda,  che  sia  parallela  a  un 
lato,  e  che  stia  in  dato  rapporto  con  quel  segmento  di 
uno  degli  altri  lati  che  è  compreso  tra  le  parallele.  (Si 
prolunga  uno  dei  due  lati  di  un  segmento  che  stia  al  primo 
lato  nel  dato  rapporto.  Ecc.). 

€95.  Tirare  in  un  triangolo  una  corda  che  sia  parallela  ad  un. 
lato,  e  media  proporzionale  tra  i  segmenti  in  cui  essa 
taglia  uno  degli  altri  latL  (Si  cerchi  dapprima  la  terza 
proporzionale  dopo  questo  lato  ed  il  primo.  Ecc.)- 

€96. Costruire  un  triangolo,  date  ma ,  ha  ed  a  :  b.  [688]. 

697.  Costruire  un  triangolo,  dato  un  lato,  la  differenza  ed  il 
rapporto  degli  altri  due.  [672J. 

€98. Se  per  un  punto  E  di  una  mediana  AD  ài  un  triangolc^ 
ABC  si  tirano  due  rette  BE,  CE,  che  incontrino  rispet- 
tivamente in  J2"  ed  in  i^  i  lati  AC,  AB,  la  retta  J^'J? è  pa- 
rallela a  BC.  (Si  tiri  per  F  le  parallela  a,  BC,  fino  ad  in- 
contrare AC  in.  K,  e  poi  si  unisca  K  con  E.  Sia  M  il  punto 
dove  FK  incontra  AB,  e  si  considerino  i  triangoli  FMF?^ 
CDE,  Quindi  i  due  MKE,  BDE). 

€99.  Mediante  la  sola  riga,  date  due  parallele  ad  un  punto  M^, 
condurre  per  M  la  parallela  alle  rette  date.  (Per  M  si  ti- 
rino due  rette,  che  seghino  una  delle  date  in  A  e  B,  V  al- 
tra in  C  e  D.  Per  il  punto  d'incontro  delle  AD,  BC  si 
tiri  una  retta,  che  seghi  le  date  in  ^  ed  i^.  Le  rette  CE 
ed  FB  s'incontrano  in  un  punto  della  retta  richiesta).    ' 

700. Con  l'uso  della  sola  riga,  essendo  dato  un  rombo  ed  una 
retta,  condurre  una  parallela  alla  retta  data.  (Si  tirino  due 
rette  per  i  punti  dove  due  lati  contigui  del  rombo  incontrana 
la  retta  data;  e  per  un  punto  di  una  diagonale...  Ecc.).  ' 
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CAPITOLO  XII 
FIGURE      SIMILI 


540.  Quando  si  sia  stabilita  una  corrispondenza 
univoca  tra  i  punti  di  due  figure,  il  segmento  che 
unisce  due  punti  d'una  figura  e  quello  che  unisce  i 
punti  corrispondenti  dell'altra  si  diranno  segmenti 
corrispondenti.  Si  diranno  angoli  corrispondenti  slu." 
goU  compresi  da  segmenti  corrispondenti;  ecc.  Indi- 
cheremo punti  corrispondenti  con  la  medesima  let- 
tera  ed  apici  diversi. 

541.  Teor.  Se  esiste  una  corrispondenza  univoca 
tra  i  punti  di  due  figure,  e  i  segmenti  che  uniscono  un 
punto  d^una  figura  con  tutti  gli  altri  sono  proporzionali 
ai  segmenti  corrispondenti,  e  gli  angoli  compresi  dai 
primi  segmenti  sono  rispettivamente  uguali  agli  angoli 
corrispondenti,  allora  le  distanze  tra  i  punti  d^una 
figura  sono  proporzionali  alle  distanze  corrispondenti. 

Dlm.  Ai  punti  A,  B,  C,  D d'una  figura  cor- 
rispondano ordinatamente  i  punti  A',B',C\D', , . . . 
d'un' altra  figura;  i  segmenti  che  uniscono  il  punto  A 
della  prima  agli  altri  punti  della  figura  stessa  siano 
proporzionali  [481,  476,  478]  ai  segmenti  corrispon-: 
denti;  e  gU  angoU  compresi  dai  segmenti  AB,  AC, 
AD ... .  siano  rispettivamente  uguali  agli  angoli  cor- 
rispondenti. (^).  Dico  che  le  distanze  tra  i  punti  d'una 

{})  E  manifesto  che  esistono  figure  in  cui  sono  sodisfatte 
tutte  le  condizioni  espresse  nell'enunciato  del  teorema.  Infatti, 
se  da  due  punti  A,  A*  si  tirano  dei  raggi  che  abbiano  rispetti- 
vamente le  stesse  direzioni  e  poi,  segnati  sui  primi  raggi,  ad 
arbitrio,  dei  punti  i?,  C,  X> . . .  e,  ad  arbitrio,  un  punto  B*  sul 
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figura  sono  proporzionali  [471]  alle  distanze  corri- 
spondenti. 

Per  conto  delle  distanze  del  punto  A  dagli  altri 
punti  della  prima  figura  e  delle  distanze  corrispon- 
denti, la  proporzionalità  ha  luogo  per  ipotesi.  Ba- 


sterà [474]  quindi  provare  che  due  altre  distanze  cor- 
rispondenti qualunque  stanno  tra  loro  come  due  cor- 
rispondenti delle  prime. 

1**.  Consideriamo  dapprima  due  punti^  come  i  due 
C,  D,  che  non  sono  allineati  con  A.  In  tal  caso  l'an- 
golo CAD  non  è  né  nullo  ne  biretto.  Per  l'ipotesi,  nò 
nullo  ne  biretto  non  è  neanche  T  angolo  corrispondente 
A'C'D']  epperò  neanche  i  punti  C,  D'  non  sono  al- 
lineati con  A'.  Ed  ora,  considerando  i  triangoli  -4.(7i), 
A'  C'D\  troviamo  che  gli  angoli  in  A,  A'  sono  eguali, 
6  che  i  lati  che  contengono  questi  angoli  sono,  per 
ipotesi,  in  proporzione.  Abbiamo  perciò  [611]  che: 

CD  :  CD'  :=^  AG  :  A'C\ 

raggio  corrispondente  ad  AB,  si  trovano  i  punti  C\  D\.,  co- 
struendo il  segmento  A'C,  quarto  proporzionale  dopo  AB,  A*B\ 
^C;  il  segmento  A'  D'  quarto  ecc.  [467,  471];  e  si  muove  in- 
fine comunque  una  delle  due  figure,  la  figura  dei  punti  A^  B^  C... 
e  quella  dei  punti  A',B',C\,»  hanno  le  particolarità  aocen- 
nate  nel  teorema. 
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2^.  Passiamo  a  considerare  il  caso  di  due  punti 
allineati  con  A  e  posti  da  una  stessa  banda  di  J.,  come 
sono,  ad  es.,  i  punti  B  ed  JET.  Poiché  T  angolo  BAHh 
nullo,  tale,  per  T  ipotesi,  è  anche  F  angolo  corrispon* 
dente;  epperò  i  punti  B'  ed  H'  sono  allineati  con  A'  e 
cadono  da  una  stessa  banda  di  J.  ^  E  perchè  eAB>AHy 
è  [468]  anche  A'B^  >  A'H'.  Ora,  riguardando  il  seg- 
mento ^Jfcome  differenza  tra  AB  ed  AS,  ed  il  seg- 
mento B'H'  come  differenza  tra  A'B^  ed  A'S'j 
abbiamo  [482]  la  proporzione  : 

BS  :  B'E'  —  AB  :  A'D\ 

3^.  Dobbiamo  infine  considerare  il  caso  di  due 
punti,  come  i  due  JT,  iT,  che  sono  allineati  con  A  e  che 
cadono  da  bande  opposte  di  A,  In  questo  caso  Tangolo 
HA  K  è  biretto.  Tale  essendo,  per  Y  ipotesi,  l' angolo 
S'A'K\  anche  i punti  S\  K*  sono  allineati  con  A^ 
e  cadono  da  bande  opposte  di  A\  Riguardando  il 
segmento  SK  come  somma  dei  segmenti  AHj  AEj 
ed  n  segmento  H'X'  come  somma  dei  segmenti  A'E% 
A^K\  abbiamo  [480]  la  proporzione: 

SK:  H'K'  —  AG  :  A'0\ 

Cosi  resta  ptovato  che,  se  eoe. 

5#ji&«  Teor*  Se  esiste  una  corrispondenza  univoca 
tra  i  punti  di  due  "figure^  tale  che  le  distanze  tra  i  punti 
d^  una  iigur a  siano  proporzionali  alle  distanze  corrispon^ 
dentij  allora  un  angolo  qualunque  (^)  d^una  figura  è 
ugvfdle  al  corrispondente.  [540]. 

0)  Avvertiamo  che  per  angoli  corriipondenti  non  s'in- 
tendono soltanto  quelli  che  si  vedono  nelle  due  figure  (le 
quali  potrebbero  anche  non  presentare  nessun  angolo  1.550J), 
ma  anche,  ad  es.,  due  angoli  che  si  possono  far  comparire 
unendo  un  punto  qualunque  d' una  figura  con  due  altri  punti 
qualunque  della  figura  stessa,  e  tirando  poi  nell'altra  i  due 
segmenti  corrispondentL 
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nini.  Fra  i  punti  di  due  figure  F^  F'  esista  una 
corrispondenza  univoca  tale  che  il  rapporto  tra  due  di- 
stanze corrispondenti  sia  costante.  Si  vuol  provare 
che  due  angoli  corrispondenti  qualunque  sono  eguali 
tra  loro. 

Preso  un  punto  M  qualunque  della  prima  figura, 
uniamolo  con  due  altri  punti  qualunque  P,  Q  della 
figura  stessa.  Proveremo  che  l'angolo  PMQ  è  uguale 
aU' angolo  P'Jlf'Q'. 

l^  Supponiamo  dapprima  che  i  tre  punti  M,  P,  Q, 
siano  allineati,  e  che  M  sia  compreso  tra  gli  altri  due, 
talché  l'angolo  PMQ  è  biretto,  ed  è: 

PM  +  MQ  =  PQ. 

Poiché  [480]  .  .  .  .  ,  abbiamo  che  : 
(PM  +  MQ)  :  (P'M'  +  M'Q')  =  PQ  :  P'Q\ 
Da  questa  proporzione,  perchè  il  primo  termine  è 
uguale  al  terzo,  conchiudiamo  [468]  essere  : 

P'M'  +  M'Q'  =  P'Q\ 
Codesta  uguaglianza  prova  che  i  punti  Jf  ',  P  ',  Q' 
sono  allineati  [164]  e  che  Jf  '  è  compreso  tra  gli  altri 
due;  dimodoché  anche  l'angolo  P'M'Q'  è  biretto. 

2^.  Supponiamo  che  i  punti  J/,  P,  Q  siano  ancora 
allineati  ;  ma  che  sia  P  compreso  tra  Jlf  e  Q.  In  tal  caso, 
per  quanto  abbiamo  già  provato,  i  punti  M\P\  Q' 
sono  allineati,  e  P'  é  compreso  tra  2f  '  e  Q\  Questa 
voltai  due  angoli  PMQ^  P^M'Q'  sono  nulli  ambidue. 

3^.  Da  quanto  abbiamo  visto  finora  viene  come 
conseguenza  che,  se  i  punti  Jf  ,  P,  Q  non  sono  allineati, 
non  sono  allineati  neanche  i  punti  ilf',  P',  Q\  Ma  allo- 
ra, poiché  i  triangoli  MPQ^  M'P'  Q  'hanno,  per  ipotesi, 
ilati  proporzionali,  essi  [510]  hanno  gli  angoli  ordinata- 
mente uguali,  e  in  particolare  éP(Jlf)Q  =  P'(3f')Q'. 

Cosi  abbiamo  dimostrato  che,  se  ecc. 


—  295  — 

'  548.  T«or.  Se  esiste  una  corrispondenza  univoca 
tra  i  punti  di  due  figure,  tate  che  due  angoli  corrp- 
fondenti  qualunque  siano  eguali,  allora  le  distanze 
tra  i  punti  d^una  figura  sono  proporzionali  alle  dir 
stanze  tra  i  punti  deW  altra. 

Dilli.  In  due  figure  date  esista  una  corrispon- 
denza univoca,  tale  che  due  angoli  corrispondenti 
qualunque  siano  eguali.  Proveremo  che  le  distanze 
tra  i  punti  d^una  figura  sono  proporzionali  alle  di- 
stanze  tra  i  punti  dell'altra. 

1**.  Consideriamo  per  primo  il  caso  in  cui  due 
distanze,  prese  in  una  figura,  hanno  una  estremità 
in  comune  e  non  appartengono  ad  -una  stessa  retta. 
Tali  siano  le  distanze  AB,  A  C. 

Poiché  l'angolo  BAC  non  è  né  nullo  né  biretto, 
e  per  l'ipotesi  é  B{A)C=  B\A')C',  neanche  l'an- 
golo B\A')C^  non  è  né  nxillo  né  biretto,  epperciò  i 
segmenti  A^B%  A'C  non  cadono  sopra  una  stessa 
retta.  Possiamo  quindi  parlare  di  due  triangoli  ABC^ 
A'B'O'.  Poiché,  per  l'ipotesi,  questi  triangoli  hanno 
gli  angoli  rispettivamente  uguali,  essi  hanno  [509]  i 
lati  proporzionali,  ed  in  particolare  : 

AB  :  A'B'  =  AC  :  A'C. 

2^.  Passiamo  al  caso  in  cui  le  distanze,  che  si 
prendono  in  una  figura,  hanno  una  estremità  in  co- 
mune e  appartengono  ad  una  stessa  retta.  Siano,  ad 
es.,  i  segmenti  DE,  DF. 

Unendo  il  punto  D  con  un  punto  della  figura 
che  sia  fuori  della  retta  DE,  tale  sia  ad  es.  il  punto 
A,  per  il  caso  considerato,  abbiamo  : 

DE  :  D'E'  —  DA  :  D'A\ 
e  DF  :  D'F'  =  DA  :  D'A\ 
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Da  queste  proporzioni  lisulta  [455]  appunto  che  : 

DE  :  D'E'  =  DF  :  D'F\ 

3^.  Consideriamo  infine  il  caso  generale,  pren- 
dendo in  una  delle  figure  due  distanze  qualunque 
MN,  PQ. 

Se  uniamo  una  estremità  d^uno  dei  segmenti  con 
una  estremità  dell^  altro,  se  tiriamo,  ad  es.,  il  segmento 
JlfP,  allora  per  i  casi  considerati  abbiamo  le  proporzioni: 

MN  :  M'N'  =  MP  :  M'P', 
e  PQ  :   P'Q'  =  MP  :  M'P', 

dalle  quali  si  concbiude  che  ; 

MN:  M'Nr—  PQ  :  P'Q'. 

Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 

5##.  Sappiamo  [541,  542,  548]  che  può  darsi  che 
tra  i  punti  di  due  figure  esista  una  corrispondenza 
univoca,  tale  che  due  angoli  corrispondenti  qualun** 
que  siano  eguali,  nel  qual  caso  le  distanze  tra  i  punti 
d^una  figura  sono  proporzionali  alle  distanze  corri- 
spondenti ;  e  reciprocamente. 

Poiché  il  caso  di  due  figure,  tra  le  quali  sussi*- 
stano  le  relazioni  sopra  indicate  è  molto  importante. 
e  degno  di  studio,  è  opportuno  accennare  le  dette 
relazioni  con  una  sola  parola.  E  perchè  le  due  pro- 
prietà sono  ciascuna  conseguenza  delP  altra,  nella  de- 
finizione basta  contemplare  una  delle  due. 

E  perchè  :  per  definire  un  ente  bisogna  iLsare  della 
sua  proprietà  sufficiente  più  semplice^  nel  caso  nostro, 
dovendo  scegliere  tra  T  eguaglianza  degli  angoli  cor- 
rispondenti e  la  proporzionalità  delle  distanze,  la  ri- 
soluzione da  prendere  è  manifesta. 

5#5.  ]>«f.  Se  tra  i  punti  di  due  figure  si  può 
stabilire  una  corrispondenza  univoca  per  modo  che  due 
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angoli  corrispondenti  qualunque  (^)  siano  eguali^  le 
due  fiffure  si  dicono  simili.  (^). 

In  fignre  simili,  punti  corrispondenti  si  dioono 
anche  punti  omologhi. 

È  manifesto  che  due  figure  uguali  sono  anche 
samili. 

S#6«  Oor.  l^.  In  figure  simili  a  punti  allineati 
deJVuna  corrispondono  punti  allineati  deU*  altra  e  di* 
sposti  nello  stesso  ordine. 

]>im.  Siano  due  figure  simili  J^^,  F  ',  ed  A^  JS,  C 
siano  tre  punti  deUa  prima  figura,  che  appartengano 
ad  una  retta,  e  supponiamo  che  B  cada  tra  gli  altri 
due.  Dico  che  i  punti  A^  B^  C  sono  anch^essi  alli* 
neati,  e  che  B'  cade  tra  A'  e  C\ 

Infatti,  poiché  T angolo  ABC  %  biretto,  anche 
[645]  l'angolo  A'B'  C  è  biretto,  opperò  i  punti  A% 
B\C'  sono  allineati  e  B'  cade  tra  gli  altri  due. 

S#V.  €•]?•  9^.  8e  due  fi/gure  sono  simili^  le  di- 
stame  tra  i  punti  d^una  fi^/ura  sono  proporzionali  aUe 
distanze  corrispondenti.  [545,  548]. 

S#V.  (bis)  ]>er.  Una  fi{/ura  composta  di  punti  a2* 
lineati  si  dice  punteggiata. 

La  retta,  a  cui  appartengono  gli  elementi  d'una 
punteggiata,  si  dice  sostegno  della  punteggiata. 

5#8.  Otti.  La  dimostrazione  del  teorema  del  §  543 
suppone  (')  che  le  due  figure  non  siano  due  punteggiate. 
Se  fossero  due  punteggiate,  dell'eguaglianza  rìspet- 

i})  Vedi  nota  annessa  al  §  642. 

(?)  Se  si  volesse  fondare  la  definizione  di  figure  simili 
sulla  proporzionalità  delle  distanze,  il  seguito  non  verrebbe 
diverso  per  questo,  dacché  dalla  proporzionalità  delle  distanze 
deriva  come  conseguenza  l'eguaglianza  rispettiva  degli  angoli, 

(»)  Vedi  §  643,  caso  2». 
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tiva  degli  angoli,  i  quali  sono  in  tal  caso,  altri  nulli, 
altri  biretti,  non  si  può  trarre  altra  conseguenza  che        i 
questa^  che  i  lóro  punti,  sui  rispettivi  sostegni,  sono        ' 
schierati  nello  stesso  ordine.  Keciprocamente,   se  a 
punti  allineati  si  fanno  corrispondere  punti  allineati        i 
e  succedentesi  nello  stesso  ordine^  ne  segue  senz^  al-        ^ 
tro  r  eguaglianza  rispettiva  degli  angoli,  ma  senza 
la  proprietà  che  le  distanze  tra  i  punti  d^una  pun- 
teggiata siano  proporzionali  alle  distanze  corrispon- 
denti. Per  codesto  caso  eccezionale  (per  noi  poco  im- 
portante)  stabiliamo   che    due   punteggiate   isolate^ 
perchè  siano  simili,  debbano  aver  la  proprietà  della 
proporzionalità  delle  distanze,  come  T  hanno  due  pun- 
teggiate corrispondenti  in  figure  simili  in  cui  si  tro- 
vino punti  (uno  almeno  in  ciascuna)  esterni  alle  pun- 
teggiate. (}), 

S#9.  Teor.  Se  esiste  una  corrispondema  univoca 
tra  i  punti  di  due  figure,  e  i  segmenti  che  uniscono 
un  punto  d*una  figura  con  tutti  gli  altri  sono  propor- 
zionali  ai  segmenti  corrispondenti,  e  gli  angoli  com- 
presi dai  primi  segmenti  sono  rispettivamente  vffuali  \ 
agli  angoli  corrispondenti,  le  due  figure  sono  simili.  j 

]>iiii.  Infatti  se  due  figure  hanno  le  proprietà         i 
accennate  nelP  ipotesi,  allora  [541]  le  distanze  tra  i 
punti  d^una  figura  sono  proporzionali  alle  distanze 

(})  Eondando  la  definizione  di  figure  simili  sulla  propor- 
zionalità delle  distanze  non  si  presenta  questo  caso  d'eccezione. 
(Vedi  la  dimostrazione  del  teorema  del  §  542,  casi  1^  e  2®).  Ma 
questo  vantaggio  è  lontano  dall'essere  sufficiente  compenso 
della  vacuità  del  contenuto  di  quella  proprietà. 

Del  resto  la  stessa  teoria  della  simiglianza  delle  figure 
rimane  incompleta  fino  a  quando,  ritornando  sulla  definizione 
di  proporzione,  non  se  ne  compie  il  significato  coli' introdu- 
zione del  numero. 
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«omspoudenti,  e  per  consegaenza  [542]  due  angoli 
corrispondenti  qualunque  sono  eguali  tra  loro.  (i). 

550.  Teor.  Du^  cerchi  qualunque  sono  simili. 

]>iiii.  Siano  due  cerchi  qualunque  di  centri  0,  0*-, 
Presi,  come  corrispondenti,  anzitutto  i  centri  e  poi 
•due  punti  JL,  A'  qualunque,  stabiliamo  che  ad  un  al- 
tro punto  qualunque  M  d^un  cerchio  corrisponda  quel 

punto  Jf' dell'altro  per  il  quale  è  ii((9)2f  =  ^' (O')-M". 

E  manifesto  che  i 
segmenti  che  uniscono 
If  il  punto  0  con  i  punti 
del  primo  cerchio  sono 
proporzionali  ai  segmen- 
ti corrispondenti  e  che 
gli  angoli  compresi  dai 
primi  sono  rispettivamente  uguali  agli  angoli  corri- 
spondenti. Per  conseguenza  [549]  i  due  cerchi  sono 
«imili,  e.  d.  d.  (^). 

550.  {bis)  Oss.  E  manifesto  che^  se  in  due  figure 
«imiU  si  sopprimono  coppie  di  punti  omologhi,  ed  in 

(})  In  questo  teorema  si  trova  T  indicazione  di  un  modo 
per  dimostrare  la  simiglianza  di  due  figure,  che  siano  vera- 
mente simili. 

(^  Del  resto,  stabilita  la  corrispondenza  tra  i  punti  dei 
•due  cerchi,  per  dimostrarne  la  somiglianza,  basterebbe  ricor- 
rere al  teorema  del  §  347.  Abbiamo  proceduto  altrimenti  per  fare 
Tina  applicazione  del  teorema  del  §  549.  É  poi  facile  avve- 
dersi che  è  una  particolarità  del  cerchio  questa  di  poter  co- 
minciare considerando  come  punti  corrispondenti  un  punto 
•qualunque  d'un  cerchio  e  un  punto  qualunque  dell'altro.  In 
onerale,  non  si  potrà  far  altrettanto  per  due  altre  figure  che 
«ian  pur  simili.  Per  la  dimostrazione  si  sono  assunti,  come 
•corrispondenti  i  centri,  i  quali  sono  punti  che  non  apparten- 
gono alle  figure  che  si  devono  considerare;  ma  poi  codesti 
punti  estranei  spariscono  nella  conchiusione.  [551]. 
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generale  parti  omologhe^  le  figure  rimanenti  sono  si*^ 
mili.  Od,  altrimenti,  se  due  figure  sono  simili,  la  figura, 
composta  di  parti  dell'una  è  simile  alla  figura  com- 
posta con  le  parti  omologhe  delF  altra.  Ad  es.: 

Due  archi  di  due  cerchi  qualunque^  se  compresi  da- 
angoli  al  centro  egiudi,  sono  simìlù 

S51.  Teer.  Se  due  figure  sono  simili  e  due  distame^ 
omologhe  sono  eguali,  le  figure  sono  eguali. 

Divi.  Siano  due  figure  simili  J^,  i^'  e  in  esse  due^ 
segmenti  omologhi,  ad  es.  MN,  M'N%  siano  eguali. 

Poiché  in  due  figure  simili  le  distanze  tra  i  punti 
dVna  figura  sono  proporzionali  [547]  alle  corrispon* 
denti,  quando  due  distanze  omologhe  sono  eguali,  sona 
eguali  [468]  due  altre  distanze  omologhe  qualunque. 

Ciò  premessO;^  imaginiamo  di  unire  un  punto  qua- 
lunque A  d' una  figura  con  tutti  gli  altri  punti  della, 
figura  stessa.  Poiché  codesti  segmenti  sono  rispettiva- 
mente uguali  ai  corrispondenti,  e  gli  angoli  compresi 
dai  primi  sono  [545]  rispettivamente  uguali  ai  corri- 
spondenti, se  facciamo  che  due  dei  primi  segmenti 
(che  non  siano  allineati)  vadano  a  coincidere  con  i  cor- 
rispondenti, le  due  figure  diventano  senz'altro  coinci- 
denti, epperò  esse  sono  eguali,  e.  d.  d. 

S529.  Teer.  Due  figure  simili  ad  una  terza  sonO' 
simili  tra  loro. 

]>iiii.  Due  figure  F\  F^'  siano  simili  ad  una. 
stessa  figura  F'"\  dico  che  esse  sono  simili  tra  loro. 

Stabiliamo  anzitutto  che  siano  corrispondenti  dtie^ 
punti  -4',  A"j  delle  figure  F',  F'\  i  quali  siano  gli 
omologhi  di  uno  stesso  punto  A'"  della  figura  F'". 

Ed  ora  si  unisca  un  punto  qualunque  M'  della  fi- 
gura F'  con  due  punti  qualunque  P\  Q'  della  figurs^ 
stessa. 
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Causa  la  sìmiglianza  delle  figure  F*,  F'^',  egli  è: 

ISi  per  la  simiglianza  delle  figure  F  "\  F  '%  egli  è 

Per  conseguenza  è  : 

E  cosi  [645]  resta  provato  che  le  figure  F%  F''  sono 
tsìmili. 

553.  Teor.  In  figure  sttnili^  ad  un  segmento  d'una 
figura  corrisponde  un  segmento  neW  altra. 

]>iiii.  Siano  due  figure  simili  JP,  F'  \  ad  una  di 
^se,  sia  alla  Fy  appartenga  il  segmento  AB.  Si  vuol 
dimostrare  che  il  segmento  A^B'  appartiene  aUa 
seconda  figura  e  come  parte  corrispondente  del  seg- 
mento AB. 

Preso  sul  segmento  AB  un  punto  M^  il  punto 
corrispondente  M  '  deve  trovarsi  sul  segmento  A'B\ 
perchè  in  figure  simili  a  punti  allineati  corrispondono 
punti  allineati  e  nello  stesso  ordine.  [546]. 

E  perchè  [547,  548]  in  figure  simili  le  distanze  tra 

i  punti  d^una  figura  sono 
-^         y        Y  proporzionali  alle  distanze 

j .  tra  i  punti  deir  altra,  si 

A'  M'  B'        troverebbe  il  punto  Jf ', 

costruendo  [523]  il  [457] 
segmento  A'M  '  quarto  proporzionale  dopo  AB^A'B' 
ìAAM. 

A  punti  distinti  ài  AB  corrispondono  punti  di- 
stinti di  A'B\  dacché,  preso  un  altro  punto  N  di 
AB,  dalla  proporzione  [455]  : 

AM  :  A'M  '  =  AN  :  A'N\ 
essendo  il  primo  termine  maggiore  o  minore  del*  terzo, 
risulta  che  anche  [468]  A'M  '  ed  A'N'  sono  disuguali. 
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Ora  proveremo  che,  costmendo,  nel  modo  stesso,  i 
corrispondeÀti  di  tutti  i  punti  di  AB,  si  ottengono- 
tutti  i  punti  di  A'B\  Infatti,  preso  su  questo  seg« 
mento  un  punto  P  \  con  la  proporzione  : 

A'B'  :  AB  =  A'P'  :  AP 
ossia  AB  :  A'B^  =  AP  :  A'P\ 

si  determina  in  AB  quel  punto  P,  di  cui  P'  è  il  cor- 
rispondente. 

56#.  Cor.  Due  segmenti  qualunque  sono  figure 
simili. 

555.  Teer.  Aggiungendo,  a  due  figure  simili,  due 
segmenti,  le  cui  estremità  siano  corrispondenti,  le  fi-- 
gure  restano  simili. 

]>lm.  Siano  due  figure  simili  F,  F';  siano  A,  B 
due  punti  della  prima  ed 
A',   P'  i  corrispondenti 

dell'altra.  Si  vuol  dimo- 

strare  che,  se  si  ammette        a}  m/  b*^ 

che  i  segmenti  AB,  A^B' 

divengano  parti  delle  due  figure  F,  F',  le  due  figura 
rimangono  tuttavia  simili. 

Preso  sopra  uno  dei  segmenti,  ad  es.  sul  segmento- 
AB,  un  punto  M  qualunque,  stabiliamo  che  suo  cor- 
rispondente sia  [468]  quel  punto  Jf'  di  J.'P',  per  il 
quale  ha  luogo  la  proporzione  : 

AM  :  A'M'  z=z  AB  :  A'B'. 

Abbiamo  veduto  [558]  che  in  questo  modo  a  punti 
distinti  di  J.P  si  fanno  corrispondere  punti  distinti 
di  A'B',  e  che  si  ottengono  tutti  i  punti  di  A'B\ 

Stabilita  in  tal  maniera  una  corrispondenza  uni- 
voca tra  i  punti  dei  segmenti  ABy  A'B'j  imaginiamo- 
di  unire  il  punto  A  della  prima  figura  con  tutti  i  punti 
della  figura  stessa,  e  il  punto  A'  con  tutti  i  punti 


A  M        B 

I 1 1 
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della  seconda  figura.  I  primi  segmenti,  per  la  simi- 
glianza  delle  figure  F,  F'  [547]  e  perla  corrispon- 
denza stabilita  tra  i  punti  dei  segmenti  AB,  A'B\ 
sono  proporzionali  ai  secondi  [474];  gli  angoli  com- 
presi tra  i  primi  sono  poi  rispettivamente  uguali  agli 
angoli  compresi  dai  secondi  [545],  e  ciò  anche,  ad  es., 
per  i  segmenti  -IJf,  A'M'^  perchè  gli  angoli  che  que- 
stì  segmenti  formano  con  due  altri  omologhi  qualun- 
que  non  sono  altro  che  gli  angoli  fatti  con  questi 
segmenti  dai  segmenti  AB,  A'B'.  Conchiudiamo  [549] 
che  le  figure  dedotte  delle  due  F,  F'  aggiungendo  i 
segmenti  AB,  A'B'  sono  simili,  e.  d.  d.  (}). 

556.  Cor.  l^.  Due  figure  composte  cfegual  numero 
di  segmenti  sono  simili,  se  le  estremità  dei  segmenti 
costituiscono  due  figure  simili.  [555]. 

567.  Cor*  9^.  Due  triangoli,  i  cui  angoli  sono  ri- 
spettivamente uguali,  sono  simUL 

Infatti^  perchè  la  figura  composta  di  tre  punti, 
che  non  sono  allineati,  sia  simile  ad  un^  altra  figura 
composta  di  tre  punti  che  non  sono  allineati,  basta 
{545]  che  i  tre  angoli  che  si  possono  ottenere  unendo 
ciascun  punto  dei  primi  con  gli  altri  due  siano  eguali 
rispettivamente  ai  corrispondenti:  [556].  (^). 

568.  Cor.  3^.  Due  triangoli,  i  cui  lati  sono  prò- 
porzionali,  sonò  simili, 

(^)  Anche  sapendo  che  i  segmenti  AB  ed  A' B'  sono  fi- 
gure simili  [554],  non  si  può  tirarla  conchiusione  del  teorema, 
percl^è  non  si  può  dire,  in  generale,  che:  figure  composte  di  fi- 
gure 'simili,  sono  simili, 

(^  Veramente  cosi  non  si  comtemplano  che  i  contorni  dei 
triangoli.  Lasciamo  allo  studioso  di  constatare  che  la  simi- 
glianza  dei  triangoli  (e  in  generale  dei  poligoni)  sussiste  an- 
che relativamente  ai  loro  punti  che  non  appartengono  ai  loro 
contomi. 
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Infatti  [510]  gli  angoli  dei  due  triangoli  sono 
rispettivamente  uguali.  [557]. 

559.  Cor.  #^.  Due  triangoli^  che  hanno  un  angolo 
eguale  ad  un  angolo  ed  in  cui  i  lati  che  contengono  gli 
angoli  eguali  sono  in  proporzione^  sono  simili. 

Infatti  [511]  i  due  triangoli  hanno  in  tal  caso  gli 
angoli  rispettivamente  uguali.  [557]. 

560.  Teor.  Una  figura^  che  sia  simile  ad  una  spez- 
zata {ad  un  poligono)^  è  una  spezzata  {un  poligono). 

]>lm.  Infatti,  se  due  figure  sono  simili,  a  punti 
non  allineati  corrispondono  punti  non  allineati,  e 
ad  un  segmento  d' una  figura  corrisponde  il  seg- 
mento che  unisce  i  punti  corrispondenti  nell'  al- 
tra. [653]. 

661«  Probi.  Costruire  una  spezzata,  che  abbia  due 
vertici  in  due  punti  dati^  che  sia  simile  ad  una  spezzata 
data,  e  in  modo  che  i  due  vertici  dati  corrispondano  a 
due  vertici  indicati  della  spezzata  data. 

Rlsol.  Sia  data  la  spezzata  ABGDEF  e  due 
punti  A\  C.  Si  vuol  costruire  una  spezzata,  che  sia  si- 
mile alla  epezzata  data,  che  abbia  due  vertici  nei  punti 
A\   C,  e  in  modo 
che  i  vertici  A',  C 
siano  omologhi  dei 
vertici  A,  C. 

Si  costruiscano 
in  A'  e  C,  e  da  una 
stessa  banda  àìA'C'^ 
due  angoli  rispetti- 
vamente uguali  agli  angoli  CAB,  BCA.  Poiché  questi 
due  angoli,  perchè  appartengono  ad  uno  stesso  trian- 
golo, danno  una  somma  minore  di  diie  retti,  i  lati  di- 
stinti dei  due  angoli  costruiti  in  A'  eC*  devono  [283] 
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incontrarsi;  sia  nel  punto  B'.  In  modo  analogo  si 
costmiscano  successivamente  i  triangoli  A'C'D\ 
A'D'E',  ecc.  La  spezzata  A'B'C'D'E'F',  cosi  co- 
struita, è  simile- alla  spezzata  data* 

Infatti,  poiché i triangoli  ABC^  A'B'C  hanno  gli 
angoli  rispettivamente  uguali,  essi  hanno  i  lati  pro- 
porzionali [509],  e  in  particolare  : 

AB  :  A'B'  =  AC  :  A'C. 

Cosi  dai  triangoli  A  CD,  A' CD'  abbiamo  la  pro- 
porzione AC  \  A'C  z=.  AD  :  A'D\  e  cosi  via. 

I  segmenti  AB^  AC^  AD  .  .  ,  .  sono  dunque  pro- 
porzionali ai  segmenti  A'B',  A'C,  A'D' ...  ;  gli  an- 
goli compresi  dai  primi  sono  poi  per  costruzione  eguali 
rispettivamente  ai  corrispondenti.  Pertanto  [549]  le  fi- 
gure che  sono  composte,  una  dei  punti  J.,  J5,  C  . . . , 
l'altra  dei  punti  A\  J5',  C  . . . . ,  sono  simili,  opperò 
{556]  anche  le  due  spezzate  sono  simili. 

56J9.  Teor.  Due  spezzate  d?egual  numero  di  lati,  se 
hanno  angoli  ordinatamente  uguali  e  lati  proporzio* 
nalij  sono  simili. 

Dilli.  Le  spezzate  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F' 
abbiano  angoli  ordinatamente  uguali  e  lati  proporzio- 
nali ;  proveremo  che  esse  sono  simili. 

Si  uniscano  due  vertici  (^)  omologhi  qualunque, 
ad  es.  i  due  A,  A\  rispettivamente  con  tutti  gli  altri 
"vertici.  Consideriamo  per  primi  i  triangoli  ABCj 
A' B' C\  Poiché,  per  ipotesi,  è: 

A{B)C  =  A\B')C'. 
€d  AB  :  A'B'  =  BC  :  B'C\ 

(})  Invece  di  due  vertici  estremi,  si  potrebbero  prendere 
due  altri  vertici  omologhi  qualunque.  Però  la  dimostrazione 
•sarebbe  un  po'  meno  semplice. 

20 
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egU  è  [511J      B(C)A  =  B'{C')A' 
ed  AC:  A'C  =  AB  :  A'B'. 

Ma,  per  ipotesi,  è  : 

B{C)D  =  B'{C')D' 

ed  AB  :  A'B'  =  CD  :  CD'. 

Per  conseguenza  è  anche  : 

A{C)D  =  A'(C')D' 
ed  AC  :  A'C  =  CD  :  CD'. 

Anche  i  triangoli  A  CD^  A' CD'  hanno  pertanto  [5111 
angoli  rispettivamente  ugaaU  e  lati  proporzionali. 

Ormai  è  palese  come,  seguitando  analogamente,  si 
venga  alla  conclusione  che i  segmenti  AB^  AC^  AD.... 
sono  proporzionali  ai  segmenti  A'B'^A'C'^A'D'...^q. 
che  gU  angoU  compresi  dai  primi  sono  rispettivamente 
uguali  agli  angoli  compresi  dai  secondi  ;  e  pertanta 
[549,  556]  le  due  spezzate  sono  simili. 

56S.  Cer.  Dtie  poligoni  d^egtud  numero  di  lati^  se 
hanno  gli  angoli  ordinatamente  tAgvtali  e  i  lati  proporr 
zionali,  sono  simili. 

S6#.  Teer.  Se  due  figure  sono  simili,  la  somma  di 
quante  si  vogliano  delle  distanze  tra  i  punti  d^una 
figura  sta  alla  somma  deUe  distanze  corrispondenti,  come 
la  distanza  tra  due  punti  qualunque  della  prima  fi^ura^ 
sta  alia  distanza  corrispondente. 

]>iiii.  Sappiamo  [547]  che,  se  due  figure  sono  si- 
mili, le  distanze  tra  i  punti  d^una  figura  sono  pro- 
porzionali alle  distanze  tra  i  punti  dell^  altra.  Sap- 
piamo poi  [480]  .  . .  Quindi,  se  due  .  .  . ,  come  d.  d. 

565.  Cor.  I  perimetri  di  due  spezzate  o  di  due 
poligoni  simili  stanno  tra  loro  come  due  lati  omologhi. 

566.  PreU.  Dati  due  cerchi  ed  un  poligono  iscritto 
(jo  circoscritto)  in  uno  di  essi^  iscrivere  (o  drcoscri-^ 
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vere)  neW  altro  cerchio  un  poligono,   che  sia  simile 
al  dato. 

Riflol.  1^.  Si  nniscano  i  vertici  del  poligono 
dato  col  centro  del  cerchio  in  cui  il  poligono  è  iscrit- 
to, e  poi  si  tirino  nell^  altro  cerchio  altrettanti  raggi 
che  formino   angoli  ordinatamente  uguali  a  queUi 

compresi  dai  raggi, 
J^  tirati  nel  primo  cer- 
chio. Unendo  leestre- 
mità  dei  raggi  tirati 
nel  secondo  cerchio, 
si  ottiene  il  polìgono 
domandato. 

]>lm.  Infatti,  poiché  i  segmenti  che  uniscono  il 
punto  0  coi  punti  A,  5,  C...  sono  proporzionali  ai 
segmenti  che  uniscono  il  punto  0 '  coi  punti  A%B%C  '.., 
e  gli  angoli  compresi  dai  primi  segmenti  sono  rispet- 
tivamente uguali  agli  angoli  compresi  dai  secondi,  la 
figura  composta  dei  punti  A,  B,  C.  e  simile  a  quella 
composta  dei  punti  J.',  5',  C", . . .  [549]  e  per  conse- 
guenza [566]  anche  i  due  poligoni  AB  CD,  A'B'C'D' 
sono  simili. 

Risei.  2^.  Siano  di  nuovo  dati  due  cerchi,  e  ad 
uno  sia  circoscritto  un  poligono  AB  CD,  Per  circo- 
scrivere all'altro  cerchio  un  poligono  simile  al  dato, 
unisco  il  centro  del  primo  cerchio  coi  punti  di  con- 
tatto dei  lati  del  poligono  circoscritto;  quindi  tiro 
nell'altro  cerchio  altrettanti  raggi,  in  modo  che  for- 
mino angoli  ordinatamente  uguali  agli  angoli  com- 
presi dai  raggi  condotti  nel  primo  cerchio.  Infine, 
per  le  estremità  dei  raggi  condotti  nel  secondo  cer- 
chio, tiro  delle  tangenti.  Queste,  incontrandosi  [284], 
formano  un  poligono  circoscritto,  che  è  simile  al  dato. 
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]>lm.  Anzitutto  ì  poligoni  hanno  gli  angoli  ri- 
spettivamente nguali  ;  ad  es.,  gli  angoli  CBA,  C'B'A' 
sono  eguali,  per- 
chè supplementa- 
ri [242]  degliango- 
MEOF.E'O'F^ 
che  sono  eguali 
per  costruzione. 

Proveremo 

che  i  lati  dei  poligoni  sono  proporzionali.  Uniamo  a 
tal  fine  i  centri  con  i  vertici  dei  poligoni.  Poiché 
codesti  segmenti  dimezzano  [245]  gli  angoli  dei  po- 
ligoni^ se  noi  confrontiamo,  ad  es.,  i  triangoli  AOBj 
A'O' B\  troviamo  che  hanno  gli  angoli  rispettiva- 
mente uguali.  Per  conseguenza  [509]  i  lati  dei  due 
triangoli  sono  proporzionali,  e  in  particolare  : 

AB  :  A'B'  ==  OB  :  0'B\ 

Nello  stesso  modo  si  trova  che  : 

BC  :  B'C  =  OB  :  O'B'. 

Quindi  anche  : 

AB  :  A'B'  =  BC  :  B'C\ 

Possiamo  dunque  [568]  conchiudere  che  i  due 
poligoni  sono  simili. 

56V.    Teer.    I 
perimetri  di  due  pò- 


tigoni  simUij  iscritti  o 
circoscritti  a  due  cer- 
chi, stanno  tra  loro 
come  i  raggi  dei  cerchi, 

Bini.  1**.  Siano  due  poligoni  simili  ABCD^ 
A'  B'  CD'  iscritti  in  due  cerchi.  Unisco  i  centri  con  le 
estremità  di  due  lati  omologhi,  ad  es.  con  le  estremità 
dei  lati  CD,  C'D\  e  poi  tiro  le  diagonali  BD,  B'D\ 
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Intanto,  ^e  diiamiamo  p  ep'  i  perimetri  dei  due 
poligoni,  abbiamo  [535]  che: 

p  :  p'  =  CD  :  C'D\ 
•Ora,  per  la  simiglianza  dei  poligoni,  gli  angoli  CBD, 
C'B'D'  sono  eguali;  opperò  sono  eguali  anche  i  loro 
doppi  [847]  C(0)A  C'\0')D'.  Cosi  i  triangoli  iso^ 
sceli  OCDj  0*C'D\  avendo  eguali  gli  angoli  opposti 
alle  basi,  hanno  gli  angoli  rispettivamente  ugnali,  e 
quindi  [509]  i  lati  proporzionali;  in  particolare  è: 

CD  :  CD'  =  OC  :  O'C. 

Per  conseguenza  [466]  anche: 

p  i  p'  =  OC  \  O'C,  e.  d.  d. 

2^  Siano  AB  CD,  A'B'C'D'  due  poligoni  simili 

circoscritti  a  due  cerchi  (0)  ed  (0').  Siano  AB  Qà 

A'B'  due  lati  omo- 
loghi; E,  E'  ì  loro 
punti  di  contatto.  Si 
unisca  0  con  A,  E  e 
J9,  e  poi  0'  con  A'y 
E'  eB\ 

Intanto,  se  chia- 
miamo j?  e  j?'i  perimetri  dei  poligoni,  abbiamo  [565]  che: 

p  :  p'  =  AB  :  A'B\ 

Ora,  dappoiché  0  J.,  O'A'  dimezzano  [245]  gli  an- 
goli BADy  B'A'D\  e  questi  sono  eguali  per  ipotesi, 
è  anche  B{A)0  =  B'{AyO\  Per  la  stessa  ragione 
è  0{B)A  =  0'{B')A\  I  triangoli  OAB,  O'A'B' 
hanno  adunque  gli  angoli  rispettivamente  uguali  e 
quindi  [509]  i  lati  proporzionali,  ed  in  particolare  è: 

AB  :  A'B'  =  AO  :  A'O'. 

Anche  i  triangoli  AEO,  A'E'O'  hanno  gli  angoli 
rispettivamente  uguali,  perchè  sono  retti  [242]  gli  an- 
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goli  OEA,  O'E'A'.  Per  conseguenza  [509]: 

AO  :  A'O'  —  OE  :  O'E'. 
Quindi  [445]  infine: 

p  :  p'  =  OE  :  O'E',  e  d.  d. 

S68.  Teor.  Due  poligoni  simili  stanno  tra  loro  come 
un  lato  dd  primo  sta  al  segmento  che  è  terzo  proporr- 
zumale  dopo  detto  lato  e  V  omologo. 

]>iiii.  1^.  Dimostreremo  prima  il  teorema  per  il 
caso  di  due  triangoli. 

Siano  ABCj  DEF  due  triangoli  simili,  e  per 
l'appunto  sia: 

A{B)C  =  D(E)F  e  B(C)A  =  E(F)D. 
Cosi  BC  ed  EF  sono  due  lati  omologhi. 

Indichiamo  con  a  il  seg- 
mento, per  il  quale  è: 

BC  :  EF  =  EF  :  a. 
Proveremo  che: 
ABC  :  DEF  =  BC  :  a. 

Perciò,  sui  prolungamenti 
dei  lati  BC,  AC,  si  faccia 
CS=EFeCK=DF;Tpoi 
si  unisca  S  con  A  e  con  K. 

Allora,  poiché  H{C)K  è  uguale  a  B{C)Ae  quin- 
di anche  ad  E(F)D,  i  triangoli  KHC  e  DEF  sono 
eguali.  [170]. 

Ed  ora  dobbiamo  considerare  i  triangoli: 
ABC,    ACE,    DEF 
e  i  segmenti       B  C,       EF,         a. 
Proveremo  che  ciascun  triangolo  sta  al  seguente  come 
stanno  fra  loro  i  segmenti  corrispondenti. 

Intanto,  poiché  i  triangoli  ABC,  ACH,  rispetto 
ai  Iati  BC,  CS,  hanno  eguale  altezza,  abbiamo  [444]: 

ABC  :  ACH=  BC  :  CE, 
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epperò  anche: 

ABC  :  AGH  =  BG  :  EF. 
Poi  abbiamo: 

ACR  :  DEF  =  AGR  :  CSK. 
£  perchè  i  triangoli  ACSj  CSKj  rispetto  ai  lati 
A  C^  GKj  lianno  egnale  altezza,  egli  è  [444]: 

AGS  :  CSK  =  AC  :  CE. 
Ma  AC  :  CK  =  AC  :  DF, 

ed  AC  :  DF  =  BC  :  EF. 

E  per  ipotesi      BC  :  EF  =  EF  :  a. 
Quindi  [455]  anche: 

AGS  :  DEF  —  EF  :  a. 
Cosi  infine  [475]: 

ABC  :  DEF  —  BC  :  a. 

2^.  Siano  ora  due 
poligoni  simili  qnali  si 
vogliano  AB  CDEF, 
A'B'C'D'E'F\ 

Da  due  vertici 
omologhi,  ad  es.  da  A 
ed  J.',  si  conducano 
nei  due  poligoni  tutte 
le  diagonali  possibili.  I  triangoli,  in  cui  restano  divisi 
i  poligoni,  avendo  per  ipotesi  [545]  angoli  rispettiva- 
mente uguali,  sono  rispettivamente  simili  [557];  pro- 
veremo che  sono  proporzionali. 

Infatti,  ad  es.,  poiché  le  diagonali  AD^  A'D'  sono 
lati  omologhi,  tanto  dei  triangoli  simili  A  CD^  A'C'D\ 
quanto  dei  triangoli  simili  ADE,  A'D'E'j  detto  fi  il 
segmento  terzo  proporzionale  dopo  AD,  A'D',  ab- 
biamo le  proporzioni: 

ACD  :  A'C'D'  =  AD  i  fi, 
ADE  :  A'D'E'  =  AD  :  fi, 
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opperò  [455]  anche: 

ACD  :  A'C'D'  =  ADE  :  A'D'W. 

Ma  poiché  due  triangoli  consecutivi  d'un  poligona 
stanno  tra  loro  come  i  corrispondenti,  i  triangoli  sona 
proporzionali.  [475].  Per  conseguenza  [480],  chiamati 
P,  P'  i  due  poligoni,  abbiamo  la  proporzione: 

P  \  F'  =^  ABC  :  A'B'C\ 
Infine,  detto  a  il  segmento  terzo  proporzionale  dopo 
AB  e  A^B'j  essendo: 

ABC  :  A'B'C  =  AB  :  a, 

abbiamo  [455]: 

P  :  P'  =  AB  \  a,  e.  d,  d- 

560.  Cor.  Due  poligoni  simili,  stanno  tra  loro  come 
%  quadrati  di  due  lati  omologhi. 

nini.  Siano  AB  ed  A'B'  lati  omologhi  di  due 
poUgoni  simiU  P%P'.  Dico  che: 

P  :  P'  =  {ASy  :  {A'B'y. 

Infatti,  chiamando  a  il  segmento  terzo  proporzio- 
nale dopo  AB  eà  A'B\  abbiamo  intanto  [568]  che: 

P  :  P'  =:  AB  i  a. 

Ma  anche         {ABy  :  {A'B'Y  =  AB  :  a, 

perchè  anche  i  due  quadrati  sono  due  poligoni  simili^ 
ed  AB  ed  A'B'  sono  loro  lati  omologhi.  Per  conse- 
guenza [455]  : 

P  :  P'  =  {ABy  :  (A'B'y,      e.  d.  d. 

570.  Teor*  Se  i  lati  di  un  triangolo  rettangolo 
sono  lati  omologhi  di  tre  poligoni  simUij  U  poligono 
delV  ipotenusa  è  equivalente  alla  somma  degli  altri  due. 

nini*  Sia  ABC  un  triangolo,  rettangolo  in  C; 
e  Z,  X,  Y  siano  tre  poligoni  cimili  di  cui  AB, 
ACj  BC  siano  lati  omologhi.  Si  vuol  dimostrare 


i 
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che  il  poligono  Z  è  equivalente  alla  somma  degli 

altri  due. 

Poiché  due  poligoni  simili  stanno  tra  loro  come 

i  quadrati  di  due  loro  lati 
omologhi  [569],  due  qualun- 
que dei  poligoni  X,  F,  Z 
stanno  tra  loro  come  i  qua* 
drati  dei  corrispondenti  lati 
AC,  BC.AB. 

I  poligoni  X,  r,  Z  sono 
dunque  [471]  proporzionali 

ai  quadrati  dei  lati  AC,  BC,  AB.   Epperò  [480]: 

(X  +  Y)  :  {(Acy  +  (Bcy\  =  Z  :  (Asy. 

"Db,  questa  proporzione,  poiché  è  [418]  : 

(ACy  +  (BCy  =  (AB)\ 
si  ha  [468]  infine: 

X  +  r  =  Z,  e.  d.  d. 

S  Yl«  Teor*  8e  quattro  segmenti  sono  in  proporzio- 
ne,  e  i  due  primi  sono  lati  omologhi  di  due  poligoni  ^- 
miti,  e  i  dus  ultimi  sono  lati  omologhi  di  altri  due  poli*- 
goni  simili,  i  quattro  poligoni  sono  in  proporzione. 

nini.  Siano  a,  fi,  y,  ò  quattro  segmenti  in  propor- 
zione; a  e  fi  siano  lati  omologhi  di  due  poligoni  simili 
M,  N;  ed  i  segmenti  y  e  i  siano  lati  omologhi  di  due 
altri  poligoni  simili  P,  Q.  Si  deve  dimostrare  che: 

M  :  N  —  P  :  Q. 

Intanto,  chiamati  q  e  a  i  segmenti  per  i  quali 
hanno  luogo  le  proporzioni  : 


a  :  fi  =  fi  i  Q 

e                                  y  :   ó  =:   rf  :  or. 

abbiamo  [568]  che  : 

M  :  N  —  ce  :  Q, 

(l) 

e                              jP  :   Q  —  y  :  a. 

(2) 
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E  poiché,  per  ipotesi,  è  : 

a  :  /?  =  y  :  4, 

egli  è  anche  [445]  : 

fi  :  Q  =  6  :  a. 

I  segmenti  a,  fi,  q  sono  [475]  dunque  proporzionali 
ai  segmenti  y,  d,  a;  e  quindi: 

a  :  (>  =  y  :  or, 

epperò  (per  le  (1)  e  (2))  infine  conchiudiamo  che: 

M  :  N=:  F  :  Qj  e.  d.  d. 

5Y9.  Frolli.  Costruire  un  poligono  che  sia  simile 
a  un  poligono  dato  ed  equivalente  ad  un  altro  poli- 
gono dato. 

Rlsol.  Indichiamo  con  M  edN  due  poligoni  dati. 
Si  vuol  costruire  un  poligono  che  sia  simile  al  poli- 
gono M  ed  equivalente  al  poligono  N. 

Si  costruiscano  [426]  due  quadrati  M',  iV',  che 
siano  equivalenti  rispettivamente  ai  poligoni  Jf,  N; 
indichiamo  con  m'jn'  i  lati  dei  quadrati.  Quindi,  preso 
un  lato  qualunque  m  del  poligono  Jf,  si  costruisca 
[523]  il  segmento  x  che  è  quarto  proporzionale  dopo  i 
segmenti  m'j  n'  edm.  Infine  si  costruisca  [561]  un  po- 
ligono X,  che  sia  simile  al  poligono  M  e  che  abbia  il 
segmento  x  per  lato;  in  modo  poi  che  x  ed  m  siano 
lati  omologhi  di  codesti  poligoni  simili  X,  Jf.  Il  po- 
ligono X  è  il  poligono  domandato. 

Bim.  Infatti,  poiché  i  quattro  segmenti  m',  n\ 
m  ed  X  sono  in  proporzione,  e  i  due  primi  sono  lati 
omologhi  dei  polìgoni  simili  M  ',  N^  e  i  due  ultimi 
sono  lati  omologi  dei  poligoni  simili  ilf  ed  X,  i  quattro 
poligoni  sono  in  proporzione  [571].  Abbiamo  adunque: 

M'  :  N'  =  M  :  X. 
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Ma  per  costruzione  i  poligoni  M^  ed  M  sono  equiva- 
lenti; sono  quindi  [468]  equivalenti  anche  i  poligoni 
JV'  ed  X  E  per  conseguenza  il  poligono  X  è  anche 
equivalente  al  poligono  N.  E  poiché  è  simile  al  poli- 
\gono  Jf,  esso  è  infine  il  poligono  domandato. 

Esercizi. 

701.  Due  poligoni  sono  simili,  se  hanno  i  lati  ordinatamente 
proporzionali  ed  eguali  gli  angoli  compresi  da  lati  cor- 
rispondenti, eccetto  gli  elementi  che  seguono,  sui  quali 
non  si  fa  nessuna  ipotesi,:  1^  o  due  lati  consecutivi  e 
l'angolo  compreso;  2^.  o  due  angoli  consecutivi  e  il  lato 
ad  essi  comune;  3^.  oppure  tre  angoli  consecutivi. 

702.  Due  rombi,  se  hanno  un  angolo  eguale  compreso  da  lati 
proporzionali,  sono  simili. 

703.  Se  in  due  triangoli  un  lato  e  il  raggio  del  cerchio  circo- 
scritto sono  in  proporzione,  ed  un  angolo  adiacente  al  lato 
è  uguale,  i  triangoli  sono  simili. 

704.  Se  due  triangoli  hanno  un  angolo  eguale  ad  un  angolo,  e 
le  altezze  relative  ai  lati  che  comprendono  gli  angoli 
eguali  sono  in  proporzione,  i  triangoli  sono  simili. 

705.  In  due  poligoni  simili  le  somme  delle  distanze  di  due 
punti  omologhi  dai  lati  stanno  come  due  lati  omologhi. 

706.  Le  normali  tirate  dai  vertici  di  due  poligoni  simili  a 
due  diagonali  omologhe,  dividono  le  diagonali  propor- 
zionalmente. 

707.  Se,  divisi  ad  arbitrio  i  lati  di  un  poligono,  ciascun  lato  di 
un  poligono  simile  si  divide  nello  stesso  rapporto  nel 
quale  è  diviso  il  lato  omologo,  e  si  uniscono  ordinata- 
mente i  punti  di  divisione,  si  ottengono  due  poligoni 
simili. 

708.  Se  alquanti  segmenti,  uscenti  da  uno  stesso  punto,  ven- 
gono divisi  secondo  uno  stesso  rapporto  qualunque,  e  si 
uniscono  una  volta  le  estremità  dei  segmenti,  un'altra  i 
punti  di  divisione,  si  ottengono  due  poligoni  simili  (che 
si  dicono  omotetici  direttamente), 

709.  Se   alquanti  segmenti,  uscenti  da   uno   stesso  punto,  si 
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prolungano,  di  là  dal  ponto  cornane,  di  segmenti  propor- 
zionali ai  dati,  e  si  uniscono  tanto  le  estremità  dei  seg- 
menti dati,  quanto  quelle  dei  prolungamenti,  si  otten- 
gono due  poligoni  simili  (che  si  dicono  omotetici  inver^ 
$amente). 

710.  Se  due  poligoni  simili  hanno  due  lati  omologhi  paralleli, 
tutte  le  rette  che  passano  per  due  vertici  omologhi,  pas- 
sano per  uno  stesso  punto  (centro  di  omotetìa), 

711.  Ogni  figura  simile  a  una  data  si  può  disporre  in  modo> 
che  riesca  omotetica  alla  seconda,  sia  direttamente,  sia. 
inversamente,  e  ciò  anche  quando  sia  assegnato  il  centro 
di  omotetia. 

71 2. Due  figure  omotetiche  a  una  terza  sono  omotetiche  fra  loro;. 
i  centri  di  omotetia  delle  tre  coppie  di  figure  sono  allineati. 

71 3.  Costruire  un  poligono,  che  abbia  perimetro  eguale  a  quello» 
di  un  poligono  dato,  e  che  sia  simile  ad  un  altro  poligono. 

71 4.  Dati  due  segmenti,  trovare  un  punto  che  sia  vertice  co- 
mune di  due  triangoli  simili,  dei  quali  i  segmenti  datL 
siano  lati  omologhi. 

71 5.  Iscrivere  in  un  triangolo  un  rombo  simile  ad  un  rombo» 
dato.  {Talvolta  riesce  più  facile  costruire,  invece  di  una  fi- 
gura domandata,  una  figura  ausiliare  simile  alla  richiestay. 
scegliendo  due  punti  di  questa  figura  ausiliare  come  omo-- 
loghi  a  d'oc  punti,  noti  o  no,  della  figura  che  si  ricerca.  Co- 
struita la  figura  ausiliare,  è  poi  facile  dedurne  la  figura- 
domandata.  Ad  es.y  nel  presente  problema  giova  circo- 
scrivere al  rombo  dato  un  triangolo  simile  al  dato;  si 
ottiene  cosi  una  figura,  che  è  simile  a  quella  che  si  vuoL 
costruire). 

71 6.  Costruire  un  quadrangolo,  data  una  diagonale  e  gli  an- 
goli che  l'altra  diagonale  forma  co' lati. 

71 7. Iscrivere  in  mezzo  circolo  un  quadrangolo,  che  sia  simile^ 
a  un  dato,  che  abbia  due  vertici  sul  semicerchio,  e  gli. 
altri  due  sul  diametro. 

71 8. Iscrivere  in  un  dato  segmento  di  circolo  (cosi  si  chiama, 
la  parte  d'un  circolo  compresa  tra  una  corda  e  l'arco  che 
la  sottende)  un  rettangolo  simile  a  uno  dato. 

719. Costr aire  un  triangolo  conoscendo  un'altezza,  il  rapporto 
in  cui  essa  taglia  il  lato  corispondente,  e  l'angolo  oppo- 
sto a  questo  lato. 
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720.  Dato  un  cerchio  e  un  angolo  al  centro,  condurre  una  tan« 
gente  in  modo  che  i  segmenti  compresi  tra  il  punto  di 
contatto  e  i  lati  dell^  angolo  abhìano  rapx>orto  dato. 

721.  Iscrivere  in  un  triangolo  un  triangolo,  i  cui  lati  siano  pa- 
ralleli rispettivamente  a  tre  rette  date.  (Si  descriva  in- 
tanto un  triangolo,  che  abbia  due  vertici  sui  lati  del  dato). 

722.  Costruire  un  triangolo  date  le  tre  altezze.  (Da  uno  stesso 
punto  si  tirino  tre  segmenti  in  direzioni  diverse  ed  arbi- 
trarie, che  siano  eguali  alle  altezze  date.  Poi  si  faccia  pas- 
sare un  cerchio  per  le  estremità  dei  segmenti.  Cosi  si  tro- 
vano tre  segmenti  inversamente  proporzionali  ai  dati;  ed 
il  triangolo  di  questi  segmenti  è  simile  al  domandato). 

723.  Sopra  un  dato  segmento,  preso  per  base,  costruire  due 
rettangoli  simili  e  tali  che  l'altezza  dell'uno  sia  doppia 
deir altezza  dell'altro. 

724.  Dividere  un  dato  segmento  in  modo  che  il  quadrato  di 
una  parte  sia  triplo  del  quadrato  dell'altra.  (Si  costruirà 
dapprima  un  quadrato  che  sia  triplo  di  un  altro). 

725. Costruire  un  triangolo  simile  anno  dato,  e  i  cui  vertici  ca- 
dano sopra  tre  parallele  date.  (Si  supponga  risoluto  il 
problema.  Siano  a,  &,  e  le  tre  parallele,  ed  X,  Y,  Z  i  tre 
vertici.  Si  circoscriva  al  triangolo  un  cerchio,  e  posto 
che  da  questo  la  retta  a  sia  tagliata  in  2>,  si  tirino  DT, 
DZ,Si  ha: 
X(D)Y=X{D)Z  +  Z{D)Y=X(Y)Z+Z{X)Y]ecc,). 

726.  Costruire  un  triangolo  simile  a  uno  dato,  e  i  cai  vertici 
cadano  sopra  tre  cerchi  concentrici.  (Si  dica  0  il  centro 
dei  cerchi,  e  sia  XYZ  il  triangolo  domandato.  Se  so- 
pra OX  si  costruisce  un  triangolo  OXilf  simile  ad  XYZ^ 
si  può  poscia,  mediante  una  proporzione,  trovare  il  seg- 
mento MZ), 

727.  Costruire  un  triangolo,  che  abbia  un  vertice  in  un  punto 
dato,  gli  altri  due  sopra  due  rette  date,  e  che  sia  simile 
ad  un  triangolo  dato.  (Sia  AXY  ìì  triangolo  richiesto. 
Si  circoscrìva  ad  esso  un  cerchio,  e  si  tiri  la  retta  che 
passa  per  A  e  per  il  punto  d'intersezione  delle  date.  Sia  0 
il  punto  dove  questa  retta  incontra  il  cerchio,  e  si  tirino 
OX,  OY.  Gli  angoli  YOX  eà  XOA  sono  eguali  a  due 
dati,  e  cosi  si  vede  che,  preso  un  punto  0  ad  arbitrio,  si 
può  costruire  un  triangolo  omotetico  al  domandato). 
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728.  Per  tm  punto  dato  far  passare  un  cerchio  che  tocchi 
una  retta  data  e  un  cerchio  dato.  (Sia  A  il  punto  dato, 
0  il  centro  del  cerchio  dato,  B  il  piede  ddla  normale 
tirata  da  0  snlla  retta  data,  C  e  D  i  punti  dove  questa, 
normale  incontra  il  cerchio  dato,  E  il  punto  in  cui  il 
cerchio  domandato  tocca  la  retta  data,  ed  F  il  punto 
di  contatto  dei  due  cerchi.  Facilmente  si  riconosce  che» 
FÉ  ed  FC  sono  per  diritto.  Allora  sono  simili  i  triangoli 
rettangoli  CFD  e  CBE;  da  ciò  si  ricava: 

CB  :  CE=^  CF  :  CD, 

Se  ora  uniamo  C  con  A,  e  diciamo  X  il  punto  in  cui  que- 
sta retta  incontra  il  cerchio  richiesto,  abbiamo: 

CA  :  CE  =  CF  :  CX. 

Epperò  anche  CB  :  CA  =  CX  :  CD,  Ora  si  vede  che  si 
può  determinare  il  punto  X;  e  con  ciò  il  problema  è  ri^ 
dotto  a  quello  già  risoluto  di  descrivere  un  cerchio  che 
passi  per  due  punti  e  tocchi  una  retta  data). 

729.  Trasformare  un  triangolo  in  un  altro,  che  abbia  col  data 
un  angolo  in  comune,  e  nel  quale  il  lato  opposto  all^  angolo 
comune  sia  parallelo  a  una  retta  data.  (Sia  AjBC  il  trian- 
golo, e  A  l'angolo,  che  dev'essere  comune  col  triangolo 
domandato.  Per  B  e  per  C  si  tirino  BD^  CE  parallela- 
mente alla  retta  data.  Si  osservi  che  il  triangolo  ABC 
(epperò  anche  il  cercato)  è  medio  proporzionale  tra  i  duo 
triangoli  ABD,  A  CE), 

730.  Trasformare  un  triangolo  in  uno,  che  sia  simile  a  un  altro 
triangolo  dato.  (Intanto  si  trasforma  il  triangolo  in  uno 
che  abbia  un  angolo  egaale  a  uno  del  dato.  Cosi  il  pro- 
blema è  ricondotto  al  precedente). 

731.  Tagliare  da  un  angolo  dato,  con  una  retta  parallela  a  una 
retta  data,  un  triangolo,  che  sia  equivalente  ad  un  poli- 
gono dato. 

732.  Dividere  un  triangolo,  con  una  corda  parallela  a  un  lato, 
in  parti  che  stiano  in  un  rapporto  dato.  (Diviso  un  lato 
secondo  un  rapporto  dato,  e  unito  il  punto  di  divisione  col 
vertice  opposto,  si  trova  ricondotto  il  problema  a  quello 
dell'esercizio  729). 

733.  Dividere  un  triangolo  in  parti  che  stiano  come  segmenti 
dati,  e  ciò  con  rette  parallele  a  una  retta  data.  (Bisogna. 


—  319  — 

tirare  per  ano  dei  vertici  la  parallela  alla  data,  fino  al 
lato  opposto;  dividere  questo  lato  in  parti  proporzionali 
ai  dati  segmenti;  ecc.). 

734.  Dividere  on  trapezio  con  una  corda  parallela  alle  basi  in 
parti  che  stiano  come  due  dati  segmenti 

735.  Se  due  vertici  opposti  di  un  quadrangolo  iscritto  in  un 
cerchio  sono  allineati  col  punto  di  concorso  delle  tan- 
genti negli  altri  due,  i  rettangoli  dei  lati  opposti  sono 
equivalenti. 

736. 1  lati  del  pentagono,  dell'  esagono  e  del  decagono  rego- 
lari, iscritti  in  uno  stesso  cerchio,  sono  lati  di  un  trian- 
golo rettangolo. 

737.  Supposto  che  i  tre  poligoni  accennati  nel  teorema  570  siano 
tre  triangoli  simili,  si  divida  il  maggiore  in  parti  rispet- 
tivamente equivalenti  agli  altri  due. 

738.  In  un  quadrangolo  iscritto  in  un  cerchio,  le  diagonali 
stanno  tra  loro  come  le  somme  dei  rettangoli  dei  lati  che 
concorrono  in  ciascuna  estremità  della  diagonale  con- 
siderata. 

•         739.  Due  poligoni  qualunque  si  possono  dividere  in  egual  nu- 
mero di  triangoli  rispettivamente  simili. 
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CAPITOLO  xm 

AREE    DEI    POLIGONI 


Ricerca  di  una  comune  misura  di  due  grandezze. 

578.  Teor*  Se  una  grandezza  è  una  misura  co^ 
mune  di  parecchie  altre,  essa  è  una  misura  anche  détta 
loro  somma. 

!Diin.  Infatti^  se  una  grandezza  M  è  una  misura 
delle  grandezze  -^,  jB,  C  .  .  ,  poiché  queste  si  possono 
considerare  come  composte  di  parti  eguali  ad  M^  al- 
trettanto si  può  pensare  della  loro  somma. 

579.  Cor.  1*^.  Se  una  grandezza  è  misura  d^ un*  al- 
tra, essa  è  misura  agogni  multiplo  di  questa  grandezza. 

580.  Cor.  2^.  Se  una  grandezza  è  misura  d^  un^  al- 
tra,  ogni  parte  aliquota  della  prima  è  una  misura  détta 
seconda. 

581.  Cor.  3^.  Se  due  grandezze  hanno  una  co- 
mune misura,  esse  hanno  innumerevoli  misure  communi. 

Infatti,  se  Jlf  è  una  misura  comune  di  due  gran- 
dezze A,  -B,  ogni  parte  aliquota  della  M  è  una  co- 
mune misura  [580]  delle  grandezze  A,  B. 

583.  Teor.  Se  una  grandezza  è  una  misura  di  due 
altre,  essa  è  anche  una  misura  del  resto  della  divi- 
sione della  maggiore  per  la  minore. 

Bini.  Siano  due  grandezze  omogenee  A  e  B,  e 
sia  A  la  maggiore  ;  e  misurando  [442]  A  con  -B,  si 
trovi  un  resto  jB.  Si  vuol  provare  che,  se  J.  e  J5  hanno 
una  misura  comune  M,  questa  grandezza  è  anche  una 
misura  del  resto  i2. 
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Infatti,  poiché  la  grandezza  A  si  può  riguardare 
quale  somma  di  alquante  grandezze  uguali  alla  B  e 
di  una  eguale  ad  jR,  e  la  Jf  è  una  misura  deUa  B,  se, 
misurando  li  con  Jf,  si  trovasse  un  resto  JRi ,  la  gran- 
dezza A  sarebbe  anche  somma  di  parti  eguali  ad  Jf, 
e  di  una  Bi  minore  di  M.  Ma  in  tal  caso  M  non  sa- 
rebbe una  misura  della  J.,  e  ciò  contro  V  ipotesi.  La 
divisione  di  B  per  M  non  può  dunque  lasciare  residuo. 

588.  Teor.  8e  una  grandezza  è  misura  del  di- 
visare e  del  resto  di  una  divisione,  essa  è  anche  una 
misura  del  dividendo. 

Bim*  Siano  A,  B  eàB  rispettivamente  dividendo, 
divisore  e  resto  di  una  divisione,  e  le  grandezze  B  ed 
JS  abbiano  una  misura  comune  M.  Dico  che  M  è  anche 
una  misura  del  dividendo  A, 

Infatti,  poiché  la  grandezza  A  si  può  riguardare 
come  somma  di  parti  eguaU  ^  e  di  una  eguale  ad  JS,  e 
la  grandezza  M  è  una  misura  di  tutte  le  parti,  essa  è 
a.nche  una  misura  [578]  della  somma  A. 

584.  Teor.  Il  resto  di  una  divisione  è  minore  della 
Tnetà  del  dividendo. 

Bini.  Sia  B  il  resto  della  divisione  di  una  gran- 
dezza A  per  una  grandezza  minore  B.  Dico  che  B  è 
minore  della  metà  di  A, 

Posto  che  sia  m  il  quoziente  della  divisione,  noi 
possiamo  riguardare  la  grandezza  A  come  composta 
di  m  grandezze  uguali  a  ^,  e  di  una  B  minore 
di  B,  Ora  è  chiaro  che,  volendo  rendere  uguali  tutte 
queste  (m  -\-  1)  parti  di  A,  bisogna  aumentare  il  re- 
sto B  a  scapito  delle  altre  parti.  Il  resto  è  dunque  mi- 
nore di  ^  ,  ^  parte  di  A.  Ma  poiché  è  B  <ZA,ìl  quo- 
ziente m  è  almeno  eguale  ad  uno  ;  epperciò  il  resto  e 
in  ogni  caso  minore  della  metà  di  A. 

21 
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585.  Def*  Delle  grandezze  omogenee  costituiscono 
una  serie,  quando,  rispetto  ad  una  qualunque,  che  non 
possa  dirsi  ne  prima  ne  ultima,  c^è  una  grandezza  che 
può  dirsi  precedente  ed  una  che  può  dirsi  stisseguente^ 

Una  serie  è  illimitata  se,  per  qualunque  suo  fer- 
mine, c'è  un  termine  susseguente. 

Una  serie  si  dice  decrescente  quando  qualunque 
termine,  che  non  sia  il  primo,  è  minore  del  precedente^ 
•  Una  serie  illimitata,  decrescente,  si  dice  indefini- 
tamente decrescente,  se,  data  una  grandezza  della  stessa 
specie  di  quelle  della  serie,  si  possa  trovare  in  questa 
un  termine  che  sia  minore  della  grandezza  data. 

586*  Teor.  Una  serie  illimitata  di  grandezze  omo-' 
genee,  nella  quale  nessun  termine  non  supera  la  metà,, 
del  precedente,  è  indefinitamente  decrescente, 

nini.  1^.  Consideriamo  dapprima  la  serie  delle 
parti  aliquote  di  una  grandezza  A  qualsivoglia;  la 
serie  adunque: 

A  A  A  A 


A, 


2    '         3    '         4    '         6    ' 


Dico  che  questa  serie  è  indefinitamente  decrescente. 

Infatti,  data  una  grandezza  e  qualsivoglia,  per 
quanto  piccola,  della  stessa  specie  della  A,  sappiamo 
[335]  esistere  parte  aliquota  della  A,  che  sia  minore 
della  e. 

2^.  Se  nella  serie  illimitata  : 

A,     JD)    Cf    X),    E, ... 

nessun  termine  non  supera  la  metà  del  precedente^ 
prescindendo  dai  due  primi  termini,  qualunque  termine 
è  minore  di  quello  che  gli  corrisponde  nella  serie  delle 
parti  aliquote  della  grandezza  A-,  opperò  anche  cor 
desta  nuova  serie  è  indefinitamente  decrescente. 
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587*Teor«  Se  due  date  grandezze  omogenee  hanno 
una  misura  comune,  e  si  divide  la  prima  per  la  se-^ 
condaj  poi  la  seconda  per  il  resto ,  poi  il  resto  per  il 
nuovo  resto,  e  così  via,  seguitando  abbastanza  si  perviene 
necessariamente  ad  un  resto  che  è  una  misura  del  pre* 
cedente;  e  codesto  ultimo  resto  è  la  massima  comune  mi- 
swa  deUe  due  grandezze  date. 

nini*  Siano  A^  B  due  grandezze  omogenee  date, 
le  quali  abbiano  una  misura  comune  M,  Si  divida  A 
per  B,  e  sia  i?i  il  resto  della  divisione.  Si  divida  B 
per  i2i,  e  sia  R^  il  resto.  Si  divida  Ri  per  R^,  e  cosi 
via.  Dico  che,  seguitando  abbastanza  in  codesto  pror 
cesso  di  divisioni  successive,  si  perviene  necessaria- 
mente ad  un  ultimo  resto,  che  è  una  misura  del  prece- 
dente ;  proveremo  poi  che  codesto  ultimo  resto  è  la 
massima  comune  misura  delle  due  grandezze  Aq  B. 

Consideriamo  a  tal  fine  la  serie  : 

JLy  Jj,  -"1  j  -^2j  -^S)  -lCa}  •  •  • 

composta  con  le  grandezze  date  e  i  resti  delle  divisioni 
successive. 

Notiamo  in  primo  luogo  che  una  grandezza,  la 
quale  sia  una  misura  di  due  termini  consecutivi  qua- 
lunque, e  una  misura  di  tutti  i  termini  della  serie. 

Ed  invero^  una  grandezza  N,  che  sia  misura  di 
due  termini  consecutivi,  è  una  misura  del  termine 
che  li  precede,  perchè  una  grandezza^  che  sia  una 
misura  del  divisore  e  del  resto  di  una  divisione,  è 
una  misura  del  dividendo  [583];  ed  è  una  misura 
del  termine  susseguente,  perchè  una  grandezza,  che 
sia  una  misura  del  dividendo  e  del  divisore  di  una 
divisione,  è  una  misura  del  resto.  [582]. 

Avvertiamo,  in  secondo  luogo,  che,  se  nelF  accen- 
nato processo  delle  divisioni  successive  non  si  perve- 
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nisse  mai  ad  un  resto  che  fosse  una  misura  del  prece- 
dente, seguitando  abbastanza  si  perverrebbe  necessa» 
riamente  ad  un  resto  minore  d^una  grandezza  data 
qualunque.  Infatti,  se  nella  serie  : 

il,  -O,  -^1)  -^2}  -^8}  •^4)  •  •  •  • 

si  sopprimono  i  termini  di  posto  pari,  o  quelli  di  po- 
sto dispari,  i  rimanenti  formano  una  serie  in  cui  eia* 
Bcun  termine  è  minore  della  metà  del  precedente, 
perchè  il  resto  d^  una  divisione  è  sempre  minore  della 
metà  del  dividendo  [584]  ;  e  noi  sappiamo  [586]  che 
una  serie  cosi  fatta,  se  è  illimitata,  essa  è  indefinita- 
mente decrescente.  [585]. 

Ed  ora  è  facile  provare  che  si  perviene  necessa- 
riamente ad  un  ultimo  resto,  che  è  una  misura  di 
quello  che  lo  precede. 

Infatti,  poiché  la  grandezza  M  è  una  misura  co- 
mune di  J.  e  ^,  che  sono  due  termini  consecutivi  della 
serie,  essa  è  una  misura  di  tutti  i  termini  deUa  serie.  Se 
questa  continuasse  indefinitamente,  da  un  certo  posto 
in  poi  i  termini  sarebbero  minori  di  M,  e  allora  si  ve- 
rificherebbe questo  :  che  una  grandezza  sarebbe  una 
misura  di  grandezze  minori  di  se  stessa,  il  che  è  assurdo. 

Provato  che  la  serie  ha  necessariamente  un  ultimo 
termine,  ci  resta  a  far  vedere  che  questo  ultimo  termi- 
ne, sia  esso  ^n,  è  la  massima  comune  misura  dìA^B. 

Codesto  termine  Rn  ^  intanto  una  comune  mi- 
sura di  ^  e  JB,  perchè,  essendo  una  misura  di  se  stesso 
e  per  ipotesi  anche  del  termine  precedente,  esso  è 
una  misura  comune  di  tutti  i  termini  della  serie,  e 
quindi  anche  Ai  A  e  B. 

Esso  è  poi  la  maasima  comune  misura  di  J.  e  J?, 
dacché  ogni  misura  di  J.  e  £  è  una  misura  comune 
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di  tutti  i  termini  della  serie,  epperò  è  anche  una  mi- 
sura dì  Bn^  Fj  non  può  una  grandezza  maggiore  di 
jBft  essere  una  misura  di  i2|,. 

Cosi  abbiamo  dimostrato  che,  date  ecc. 
588.  Cor.  8e^  applicando  a  due  grandezze  omoge^ 
nee  date  il  processo  delle  divisioni  siiccessivej  non  può 
darsi  che  si  giunga  ad  un  resto  che  sia  una  misura 
del  precedente,  le  due  grandezze  non  hanno  nessuna 
comune  mist>vra^  cioè  sono  incommensurabili. 

589«  Teor*  Un  segmento  e  la  sua  parte  aurea  sono 
incommensuraòili. 

Dim.  Sia  AB  un  segmento  qualunque,  ed  ABt  la 
sua  parte  aurea.  [338].  Si  vuol  provare  che  AB  ed  AB^ 
sono  incommensurabili. 

A  tal  fine  sul  segmento  Bi  B,  preso  per  base,  si 
costruisca  un  triangolo  isoscele  CB^  B,  che  abbia  i  lati 
Ci2i,  CB  eguali  ad  ABu  Sappiamo  [339]  che  l'angolo 
B  CB\  è  metà  di  ciascuno  di  quelli  alla  base. 

Ora  è  facile  riconoscere  che  in  un  triangolo  iso* 
scele  cosi  fatto^  se  si  dimezza  un  angolo  alla  base,  la 
bisettrice  divìde  il  lato  opposto  in  due  parti  disuguali^ 
di  cui  la  maggiore  è  uguale  alla  base  del  triangolo; 

e  la  minore  è  base  di  un 
nuovo  triangolo  isoscele 
nel  quale  pure  l'angolo 
opposto  alla  base  è  metà  di 
ciascuno  di  quelli  alla  base. 
Ciò  premesso,  imagi* 
niamo  di  applicare  ai  seg- 
menti AB^ABxtI  metodo 
delle  divisioni  successive,  per  trovare,  se  pur  c'èy 
una  loro  comune  misura. 

La  prima  divisione  è  già  fatta,  BBi  è  il  resto. 
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Ora  bisogna  dividere  ^^i,  o  il  segmento  eguale 
B  Cy  per  5i2i.  Perciò  basta  dimezzare  l'angolo  (75i  J5;e 
se  Bi  B2  è  la  bisettrice,  BR^  è  il  resto  della  divisione. 

Ora  bisogna  dividere  BBi  per  J3  J5a.  Perciò  basta 
dimezzare  T angolo  BB2B1;  se  ^2^8  è  la  bisettrice, 
BMs  è  il  naovo  resto. 

Ormai  è  palese  che  il  processo  non  termina  mai, 
perchè,  per  quanto  si  prolunghi  la  spezzata  ^1^2^8—1 
r  estremità  del  nuovo  lato  di  essa  non  può  mai  cadere 
in  £,  ed  il  segmento  compreso  tra  B  e  T  estremità 
del  nuovo  lato  della  spezzata  è  il  resto  deUa  nuova 
divisione.  Conchiudiamo  [588]  che  il  segmento  AB  e 
la  sua  parte  aurea  ABi  sono  incommensurabili,  e.  d.  d. 

Rapporto  tra  due  grandezze  omogenee. 

501.  U  estensione  di  una  grandezza  geometricai 
finita,  sia  essa  la  lunghezza  d'una  linea,  Varea  d'una 
superficie,  il  volume  d'un  solido,  o  V  ampiezza  d'un  an- 
golo, paragonata  con  l'estensione  d'una  grandezza 
della  stessa  specie,  dà  origine  ad  un  numero,  il  quale 
esprime  la  relazione  tra  le  due  estensioni  per  modo 
che  una  riesce  cosi  determinata  mediante  quell'  altra. 
Si  ammette  per  il  rimanente  di  questo  capitolo  che 
il  lettore  abbia  conoscenza  dell'Aritmetica  e  dell'Al- 
gebra elementare. 

S99.  Teor*  8e  due  grandezze  sono  commensurabili^ 
la  frazione^  i  cui  termini  esprimono  come  le  due  gran" 
dezze  sono  multiple  W  una  loro  comune  misura,  è  costante. 

Dilli..  Siano  due  grandezze  omogenee  A,  B\  e 
(7,  D  siano  due  loro  misure  comuni,  qualunque.  [581]. 
Le  grandezze  A,  B  siano  multiple  della  C  rispettiva- 
mente secondo  i  numeri  m,  n  ;  e  siano  multiple  della  D 
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rispettivamente  secondo  i  numeri  p,  q.  Dico  che  le  fra« 
zioni  -^ ,  -j-  sono  eguali. 

Infatti,  essendo,  per  ipotesi,  : 
A  =  mC,    B  =  nCj    A  =  pD,    B  ==  qD, 
egli  è:       mC  =2  pD      ed      nC  =:  qD^ 
epperò  anche: 

mnC  =  pnD        ed        mnC  =  mqDj 
e  per  conseguenza  : 

pnD  =  mqD. 
Da  questa  eguaglianza  si  conchiude  che  è  : 

pn  =  wig, 

epperò  anche  -^  = ,  e.  d.  d. 

'^'^  q  n   ^ 

593.  Teor.  8e  i  termini  di  una  frazione  ^  esprit 
mono  come  due  grandezze  A,  B  sono  multiple  d'una 
loro  comune  misura  0,  ed  una  frazione  -^  è  uguale 


q 


md  —,  anche  i  numeri  p  e  q  indicano  come  le  gran-- 

dezze  A,  B  soru>  multiple  d'una  loro  misura  comune* 
Dilli.  Infatti,  essendo,  per  ipotesi,  : 
A  =  wC,       B  =  nC      ed      mq  =  np, 

indicando  con  D  la  q.esima  parte  di  C,  abbiamo  : 

A  =  mqDj      B  =  nqDy 

epperò  A  =  npD,       B  =  nqD, 

ed  anche  A  =  p{nD)  e  5  =  q{nD).  Codeste 
relazioni  mostrano  appunto  che  le  grandezze  A%  B 
sono  multiple  rispettive  secondo  i  numeri  jp  e  ;  della 
loro  comune  misura  nD. 

594.  Osa.  Se  Jf  è  la  massima  comune  misura  di 
due  grandezze  J[,  B,  e  queste  sono  multiple  di  M  se- 
condo i  numeri  m  ed  n,  e  la  frazione  -^  è  uguale 
ad  -^,  gF  interi  p  e  q  sono  equimultipli  rispettivi 
di  m,  n,  perche  la  misura  comune  [693]  delle  grandezze 
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Aj  B,  corrispondente  ai  numeri  p^  g,  è  nna  parte  ali- 
quota  della  massima  comune  misura  M.  [587]. 

595.  Ber.  Se  due  grandezze  sano  cùmmensurahUi^ 
qtMiunque  frazione^  i  cui  termini  esprimano  come  le 
due  grandezze  sono  rispettivamente  multiple  d'una  hro^ 
comune  misura^  si  dice  rapporto  della  prima  grandezze^ 
aUa  seconda. 

Cosi,  se  A,  B  sono  due  grandezze  commensura- 
bili, se  C  è  una  loro  comune  misura,  ed  esse  sono 
multiple  della  C  secondo  i  numeri  m,  n,  la  frazione  -^ 
è  il  [692,  693]  rapporto  della  A  alla  B. 

La  frazione  ^  è  U  rapporto  deUa  B  aUa  A. 

596.  088.  Data  una  grandezza  B  ed  un  numero 
razionale  qualunque,  si  può  comporre  una  grandezza 
A,  il  cui  rapporto  alla  data  sia  appunto  il  numero  dato. 

Se  il  numero  dato  è  un  intero  m,  codesta  gran- 
dezza j1  è  il  multiplo  della  B  secondo  il  numero  m. 

Se  il  numero  dato  è  la  frazione  a  termini  in- 
teri -^ ,  si  prende  un  n.esimo  della  -B,  e  poi  se  ne  forma 
il  multiplo  secondo  il  numero  m. 

Ma  si  otterrebbe  la  stessa  grandezza  A  (s'intende 
uguale  od  equivalente  ad  A\  prendendo,  in  luogo 
della  frazione  -^,  una  frazione  equivalente,  ed  ope- 
rando sulla  B  come  indica  la  nuova  frazione.  [593]. 

597*  Consideriamo  infine  il  caso  di  due  gran- 
dezze A^  B  incommensurabili. 

Prendendo  un  numero  razionale  qualunque  r,  e 
costruendo  quella  grandezza  il  cui  rapporto  alla  B  è 
il  numero  r,  ci  risulterà  una  grandezza  maggiore  o 
minore  della  A. 

Imaginiamo  di  spartire  tutti  i  numeri  razionali 
in  due  classi,  mettendo  in  una  tutti  quelli  con  cui  si 
ottengono  grandezze  maggiori  della  A^  e  nell'altra 
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classe  tutti  quei  numeri  con  eui  si  ottengono  gran- 
dezze minori  della  A. 

E  facile  riconoscere  che  i  numeri  della  prima 
elasse  sono  tutti  maggiori  di  quelli  della  seconda,  e 
che  si  possono  trovare  due  numeri^  uno  della  prima 
classe,  r  altro  della  seconda,  la  cui  differenza  sia  mi- 
nore di  un  numero  dato  qualsivoglia. 

Ed  invero,  se  -^  è  un  numero  della  prima  classe,; 
e  -j-  uno  della  seconda,  poiché  la  grandezza  che  si 
ottiene  dalla  B  operando  secondo  la  frazione  ~~,  è 
maggiore  di  quella  che  si  ottiene  operando  secondo  la 
frazione  -^,  è  certamente  mg  >  njp,  e  per  conse- 
guenza è  anche  -^  >  -—• 

E  dividendo  la  B  in  un  numero  arbitrario  n  di 
parti  uguali,  e  formando  d'una  di  queste  i  multipli 
successivi,  si  troveranno  due  consecutivi  di  questi 
multipli  tra  i  quali  si  stia  la  grandezza  A.  Se  il  mi- 
nore dei  duo  multipli  è  composto  con  m  n.esimi  della 
B,  la  frazione  **  ^  ^  appartiene  alla  prima  classe,  e  la 
frazione  ^  alla  seconda.  Poiché  la  differenza  tra  i 
due  numeri  è  —,  prendendo  n,  che  è  arbitrario, 
grande  abbastanza,  si  può  ottenere  che  codesta  dif- 
ferenza sia  minore  di  un  numero  dato,  qualunque. 

Ad  una  grandezza  0,  pur  essa  incommensurabile 
con  la  j5,  e  maggiore  o  minore  della  Ay  corrisponde 
una  separazione  dei  numeri  in  due  classi,  che  è  di- 
versa da  quella  che  abbiamo  ottenuta. 

Infatti,  posto  che  sia  C  >  A^  e  che  il  multiplo 
secondo  il  numero  p  di  un  q.eaimo  della  B  sia  com- 
preso [440]  tra  le  grandezze  C  ed  -4,  il  numero  -—  ap- 
partiene alla  maggiore  delle  due  classi  di  numeri  con- 
siderate, laddove  apparterrebbe  alla  classe  minore,  se 
si  spartissero  i  numeri  rispetto  alla  grandezza  C. 
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Le  due  classi  di  nninerì,  che  abbiamo  considerato, 
determinano  nn  numero  irrazionale^  che  si  dice  rap^ 
porto  della  A  alla  B.  Dunque  : 

508.  I^f.  Se  due  grandezze  A,  B  sono  incornmen-^ 
surabUij  si  dice  rapporto  della  A  alla  B  quel  numero  ir- 
razionale^  che  è  minore  dei  numeri^  che  sono  i  rapporti 
(Ma  B  delle  Q)  grandezze  maggiori  della  A  e  commensu^ 
r abili  con  la'B^edè  maggiore  dei  numeri^  che  sono  irap^ 
porti  alla  B  delle  grandezze  minori  della  A  e  commen" 
suraìnli  con  la  B. 

599.  La  parola  rapporto^  alla  quale  abbiamo  ora 
attribuito  un  significato  numerico,  fu  adottata  al- 
trove [445]  per  comporre  una  locuzione  con  cui  esprì- 
mere che  quattro  grandezze  sono  in  proporzione.  Ora 
vedremo  che  è  lecito  attribuire  in  quella  locuzione 
alla  parola  rapporto  il  suo  nuovo  significato  nume- 
rico (^)  ;  proveremo  cioè  che  : 

600.  Teor.  Se  quattro  grandezze  sono  tali  che, 
equisummultipli  qualisivogliano  della  seconda  e  della 
quarta  sono  contenuti  rispettivamente  lo  stesso  numero 
di  volte  nella  prima  e  nella  terza,  allora  il  rapporto 
numerico  della  prima  alla  seconda  è  ugtude  al  rapporto 
numerico  della  terza  aUa  quarta  ;  e  reciprocamente. 

Bim.  Sia  la  proporzione  [446]  : 

A  :  B  =  C  :  D. 
1^.  Notiamo  anzitutto  che,  secondo  che  i  due  primi 
termini  di  una  proporzione  sono  commensurabili  o  no, 

(^)  E  manifesto  che,  costmendo  per  ogni  numero  razio- 
nale r  la  grandezza  il  cui  rapporto  alla  jB  è  il  numero  r,  si 
ottengono  tutte  le  grandezze  commensurabili  con  la  B. 

(^)  Dimodoché  resta  cosi  giustificata  la  scelta  della  parola 
rapporto,  invece  di  qualunque  altra,  per  usarne  in  quella  defi- 
nizione [445],  benché  allora  fosse  inteso  che  alfa  parola  rapporto 
non  si  doveva  attribuire  nessun  significato. 


{. 
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«ono  commensurabili  o  no  i  due  ultimi.  [449].  Per 
conseguenza  il  rapporto  tra  le  due  prime  grandezze 
•d^una  proporzione  e  quello  tra  le  altre  due  sono  am- 
bidue  razionali,  od  ambidue  irrazionali. 

Ed  ora,  se  le  grandezze  A  e  B  sono  commen- 
surabili, se  —  è  una  loro  comune  misura  e  questa  è 
•èontenuta  m  volte  in  A,  il  rapporto  di  J.  a  jB  è  [595] 
il  numero  — .  Ma  in  tal  caso  —  è  contenuto  [445] 
-m  volte  in  C,  senza  resto  [449],  e  per  conseguenza 
1595]  il  numero  -^  è  anche  il  rapporto  di  C  a  D. 

Se  le  grandezze  A  q  B  sono  incommensurabili 
•G  —  è  contenuto  m  volte  in  A  (con  resto),  per 
l'ipotesi  [445]  -^  è  contenuto  m  volte  in  C,  con  resto. 
(449].  In  questo  caso,  per  definizione  [598],  il  rap- 
porto di  J.  a  5  e  quello  di  (7  a  D  sono  contenuti 
ambidue  tra  le  frazioni  -^  ed  "*  J"  ^,  ed  hanno  perciò 
Tina  differenza  minore  di  — .  Ma  poiché,  prendendo 
•n,  che  è  arbitrario,  grande  abbastanza,  si  può  otte- 
nere che  la  frazione  —  sia  minore  di  qualunque  nu- 
mero dato  (diverso  da  zero),  la  differenza  accennata 
•è  nulla;  il  che  vuol  dire  che  i  due  rapporti  sono 
'eguali,  e.  d.  d. 

2**.  Passiamo  a  provare  che,  reciprocamente,  se 
il  rapporto  numerico  dì  A  a,  B  è  uguale  al  rapporto 
numerico  di  G  a  D,  le  quattro  grandezze  sono  in 
proporzione. 

Supponiamo  dapprima  che  il  rapporto  sia  razio- 
nale. Se,  ad  es,,  esso  è  il  numero  -^,ciò  vuol  dire 
1595]  che  è  J.  =  m—  e  C  =  ^v* 

In  questo  caso,  partendo  dalla  proporzione: 

B  :  B  =  D  :  D 

«  sostituendo  [462]  agli  antecedenti  i  multipli  secondo 
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il  numero  m  dei  loro  summaltipli  secondo  il  numero 
n,  si  ottiene  appunto  la  proporzione  : 

A  :  B  =   C  :  D. 

Supponiamo,  in  secondo  luogo,  che  il  rapporto 
sia  irrazionale  e  che,  confrontato  con  la  serie  dei 
multipli  della  frazione  —,  si  trovi  che  è  compreso 
tra  le  frazioni  ^  ed  ^^.  Per  definizione  [695]  si  può 
asserire,  in  tal  caso,  che  la  grandezza  A  è  compresa 
tra  le  due  wi -f-  ed  (tn  -f~  1)  v  ®  ^^®  ^*  grandezza  (7 
è  compresa  tra  le  due  m  —  ed  (m  -}-  1)  —,  talché,, 
misurando  A  e  C  rispettivamente  con  —  e  —,  si 
trova  in  tutte  e  due  le  operazioni  il  quoziente  m. 
Poiché  il  numero  n  é  un  intero  qualunque,  conchiu- 
diamo di  nuovo  [445]  che  le  quattro  grandezze  A^ 
B,  C,  D  sono  in  proporzione. 

In  conchiusione,  stabilendo  di  indicare  col  sim- 
bolo -^  il  rapporto  della  grandezza  A  alla  gran- 
dezza £  (^),  si  è  provato  che  delle  due  relazioni: 

A  :  B  =  C  :  D, 
A    _    C 
B    ~    D' 

(che  chiameremo:  la  prima:  proporzione  geometrica^ 
e  la  seconda  :  proporzione  aritmetica)  quando  ne  sus- 
siste una,  sussiste  necessariamente  anche  V  altra. 

OOl.  Avviene  spesso  di  dover  considerare  i  rap* 
porti  di  più  grandezze  di  una  data  specie  rispetto  ad 
una  stessa  grandezza  di  quella  specie  medesima.  Al- 
lora questa  grandezza  prende  il  nome  di  unità  (di 
misura)  per  quella  data  specie  di  grandezze. 

(^)  U  simbolo  -j-  si  legge:  rapporto  ài  A  9k  B.  (Non 
avrebbe  senso  leggerlo;  A  diviso  jB,  come  se  ^  e  ^  fossero 
due  numeri). 


1 


c 
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Il  t'apporto  d^una  grandezza  a  queUa  della  sua 
specie,  che  è  stata  scelta  per  unità,  si  suol  dire  breve- 
mente il  valore  di  quella  grandezza. 

Per  unità  di  misura  dei  segmenti  si  può  scegliere 
un  segmento  arbitrario;  una  volta  scelto,  esso  si  dice 
tinità  di  lunghezza  od  unità  lineare. 

Per  unità  di  misura  delle  superficie  giova  as- 
sumere il  quadrato  che  ha  per  lato  T  unità  li- 
neare. 

Per  unità  di  misura  degli  angoli  si  suol  assumere 
1^  angolo  retto. 

Per  unità  degli  archi  di  uno  stesso  cerchio  si  suol 
prendere  il  quadrante  o  quarto  di  quel  cerchio. 

^09»  Dovendo  determinare  il  valore  di  una  gran- 
dezza, cioè  il  rapporto  della  grandezza  alF  unità  della 
sua  specie,  in  pratica  si  divide  T  unità  ih  un  numero  più 
o  meno  grande  di  parti  eguali^  e  si  considera  una  di 
queste  come  misura  comune,  con  T  intenzione  di  tras- 
curare il  resto,  se  un  resto  si  presenta  nella  divisione 
della  grandezza  data  per  quella  parte  aliquota  del- 
r  unità.  Manifestamente  in  questo  modo  si  ottiene  sol- 
tanto un  valore  approssimato  e  ciò,  in  generale,  anche 
nel  caso  in  cui  la  grandezza  sia  commensurabile  con 
r  unità. 

Ma  quando  la  grandezza,  di  cui  si  deve  deter- 
minare il  valore,  è  un  poligono,  in  questo  caso  la 
determinazione  diretta,  anche  se  approssimata,  è 
quasi  sempre  oltremodo  malagevole.  In  questo  caso 
il  valore  si  suol  determinare  indirettamente,  de- 
ducendolo col  sussidio  del  calcolo  da  valori  di 
lati  0  di  segmenti  tirati  convenientemente  nel  poli- 
gono dato. 

603.  Il  valore  di  un  poligono,  cioè  il  rapporto  del 
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poligono  al  quadrato  unità  di  nusura,  si  dovrebbe 
dire  vaiare  delTarea  del  poligono;  si  chiama  invece 
semplicemente  area  del  poligono.  (^). 

Aree  dei  poligoni. 

604.  Teor.  Il  rapporto  tra  due  rombi  o  due  trian-^ 
gali  di  eguale  altezza  è  uguale  al  rapporto  delle  ba^i. 

Bim.  Si  è  data  nel  §  444.  [600]. 

605.  Teor.  Il  rapporto  tra  due  rettangoli  è  uguale 
al  prodotto  del  rapporto  delle  basi  per  il  rapporto  delle 
altezze. 

Dilli.  Siano  due  rettangoli  a  e  /?.  Si  vuol  pro- 
vare che  il  rapporto  di  a  a  /?  è  uguale  al  rapporto  di 
AB  dk  CD,  moltiplicato 
per  il  rapporto  di  X  JET  a 
CK. 

Per  la  dimostrazione 
si  costruisca  un  rettangolo 
y,  la  cui  base  MN  sia 
eguale  alla  base  CD  del 
rettangolo  /?,  e  la  cui  altezza  MP  sia  eguale  ad  AH^^ 

Insegna  l'Aritmetica  che  il  rapporto  di  a  e  ^9  si 
può  avere  moltiplicando  il  rapporto  di  a  a  ^^  per  il 
rapporto  di  y  a  ^.  Ma  il  rapporto  di  a  a  y,  poiché 
questi  due  rettangoli  hanno  altezze  uguali,  è  [604J 
uguale  al  rapporto  di  J.jBad  MN,  cioè  al  rapporto  di 
AB  B,  CD.  E  il  rapporto  di  y  a  /?,  poiché  questi  due 
rettangoli,  quando  si  prendano  per  basi  i  Iati  MP  e 

(^)  La  parola  area  è  dunque  usata  in  due  sensi;  o  per 
accennare  V estensione  d'una  superfìcie,  o  per  indicare  U  rap- 
porto  di  questa  estensione  all'estensione  della  superfìcie  unità, 
di  misura.  (Il  linguaggio  è  zeppo  di  parole  clie  hanno  più  signi- 
ficati; ma  sempre  si  coglie  a  volo,  inconsciamente,  il  signifìcate 
in  cui  è  usata  una  parola  che  ne  abbia  parecchi). 
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GK^  hanno  altezze  aguali,  è  [604]  uguale  al  rapporto 
di  MP  a  CJE,  cioè  al  rapporto  Ai  ARd.  CK.  Dunque 
infine  il  rapporto  del  rettangolo  a  al  rettangolo  fi  è 
uguale  al  prodotto  del  rapporto  di  ^j5  a  CD  per  il 
rapporto  di  AH  a  CKj  e.  d.  d. 

606.  Teor.  Uarea  di  un  rettangolo  è  uguale  al 
prodotto  della  hase  per  V  altezza.  (^). 

Bim.   Sia  AC  xin  rettangolo  qualunque,  e  DF 

un  quadrato,  il  cui  lato  EF  sia 
eguale  air  unità  lineare.  Per  il 
teorema  precedente,  il  rapporto 
del  rettangolo  AC  ai.  quadrato 
DF  è  uguale  al  prodotto  del 
rapporto  di  5(7  ad  FF  per  il 
rapporto  di  AB  a.  DF.  Ma  il  rap- 
porto di  ACb,DF,  dacché Di^  è  l'unità  di  superficie,  è 
appunto  [603]  Varea  del  rettangolo,  senza  più;  e  i  rap- 
porti della  base  jBC  ad  FF,  e  dell'altezza  AB  a  DFj 
dacché  FF  q  DF  sono  eguali  all'unità  lineare  [600], 
sono  i  valori  della  base  e  delV  altezza  del  rettangolo 
AC]  i  quali,  nel  nostro  caso,  per  brevità,  si  dicono  la 
ba^e  e  V altezza  senz'altro.  Per  conseguenza  Varea  ecc. 

607.  Cor.  L*area  di  un  quadrato  è  uguale  alla  se- 
conda potenza  del  lato. 

Un  quadrato  infatti  è  un  rettangolo,  nel  quale 
base  ed  altezza  sono  eguali  tra  loro.  (*).  ' 

(^)  Spesso,  per  brevità,  in  luogo  di  valore  di  un  segmento 
(valore  della  lunghezza  del  segmento),  se  codesto  segmento 
ha  nn  nome,  si  adopera  qnesto  nome,  senz'altro.  Dal  conte- 
sto del  discorso  si  capisce  immediatamente  in  qual  senso  è 
usata  quella  tal  parola. 

(^  Qui  si  è  palesata  l'origine  della  locuzione:  quadrato 
di  un  numero^  che  s'incontra  in  Aritmetica,  per  accennare  la 
seconda  potenza  di  un  numero. 
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608.  Se  a,  h  8ono  i  valori  dei  cateti  e  e  è  il  va* 
lore  deir  ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo,  i  tre 
numeri  a^,b^^c^  rappresentano  le  aree  dei  quadrati 
dei  cateti  dell^  ipotenusa.  E  poiché  il  quadrato  del- 
r  ipotenusa  è  equivalente  alla  somma  dei  quadrati  dei 
cateti  [415],  e  TAddizione  aritmetica  è  Toperazione 
mediante  la  quale  dai  valori  delle  parti  si  ricava  il  va- 

lo3:e  del  tutto,  possiamo  scrivere  : 

«2  +  J2  _  cK 

In  grazia  di  questa  relazione,  che  ha  luogo  tra  i 
valori  dei  lati  di  un  triangolo  rettangolo,  quando  si 
conoscono  i  valori  di  due  lati,  si  può  calcolare  quello 
del  terzo. 

609.  088.  Abbiamo  ricavata  la  precedente  rela- 
zione tra  i  valori  dei  lati  di  un  triangolo  rettangolo 
(relazione  che  si  può  dire  il  teorema  di  Pitagora  ariU 
melico)  dal  teorema  di  Pitagora  {geometrico).  A  co- 
desto modo  di  dimostrazione,  che  farebbe  apparire  la 
detta  relazione  come  dipendente  dalla  scelta  dell^  unità 
di  superficie,  è  da  preferire  il  seguente. 

Indicando  con  m  ed  n  i  valori  delle  proiezioni 
dei  cateti  suir  ipotenusa,  abbiamo  le  seguenti  propor- 
zioni tra  numeri  [514,  600]  : 

c:a  =  a:m,        c:6  =  6:n, 
donde 

a^  =  cw,  6^  =  cn, 

ed  infine  a^  _|.  js  -—  ^^^  _j_  ^^  -_.  ^2^ 

610.  Teor*  Uarea  di  un  rombo  è  uguale  al  pro^ 
dolio  della  base  per  V  altezza. 

I^lm.  Infatti,  se  un  rombo  ed  un  rettangolo  hanno 
basi  eguali  ed  eguali  altezze,  essi  sono  equivalenti 
[407],  epperò  hanno  aree  uguali. 
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OU.  Teor.  li  area  di  un  triangolo  è  uguale  aUa 
metà  del  prodotto  ddla  base  per  V  altezza. 

Bini.  Infatti  nn  triangolo  e  la  metà  di  un  rombo, 
se  questo  ha  base  ed  altezza  rispettivamente  ugnali 
a  quelle  del  triangolo.  [610]. 

61.IS.  Teor.  L^  area  di  un  trapezio  è  uguale  oMa 
•metà  del  prodotto  della  somma  delle  basi  per  V  altezza, 

Bim.  Si  è  visto  [405]  infatti  che  un  trapezio  è 
equivalente  a  un  triangolo,  che  ha  base  uguale  aUa 
6omma  dei  lati  paralleli  del  trapezio  e  la  stessa  altezza 
del  trapezio.  [611]. 

OlS.Teor.  L'area  di  un  poligono  circoscritto  ad 
un  cerchio  è  eguale  alla  metà  del  prodotto  del  perimetro 
per  V  apotema. 

Dilli.  Infatti^  se  un  triangolo  ha  base  uguale  al 
perimetro  di  un  poligono  circoscritto  ad  un  cerchio 
•e  altezza  uguale  al  raggio,  esso  è  equivalente  [411] 
al  poligono.  [611]. 

Cenno  sull'applicazione  dell'Algebra  alla  Geometria. 

614.  Quando  di  quelle  grandezze  geometriche,  a 
cui  si  riferisce  una  questione  di  Geometria,  si  cono- 
scono i  valori  numerici,  o  si  suppongono  noti  (nel  qual 
caso  essi  sono  rappresentati  da  lettere),  allora  la 
questione  si  può  trattare  col  sussidio  dell^  Algebra. 

Quando  alcune  grandezze  d' una  questione  sono 
date  mediante  i  loro  valori  numerici,  allora  T  appli- 
cazione dell^  Algebra  è  voluta  dalla  questione  stessa. 
In  tal  caso  bisogna  cercare  di  esprimere^  fondandosi 
sulle  relazioni  geometriche  che  hanno  luogo  tra  le 
grandezze  note  e  le  incognite,  le  relazioni  numeriche 
che  hanno  luogo  tra  i  valori  delle  grandezze  stesse. 


V 
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BiBolvendo  poi  T  equazione  o  il  siàtema  d^  equazioni 
che  ne  risulta,  si  ottengono  il  valore  o  i  valori  nu- 
I^erici  domandati^ 

Qui  vogliamo  considerare  piuttosto  il  caso  in  cui 
r  applicazione  dell^  Algebra  è  fatta  deliberatamente 
neir  idea  di  conseguire  più  facilmente  V  intento,  sep- 
pure non  si  debbano  trovar  numeri,  ne  formule  per 
oalcolarli  quando  che  sia. 

0  che  si  tratti  di  dimostrare  un  teorema,  o  di  ri- 
solvere un  problema,  si  rappresentano  le  grandezze,  di 
cui  è  questione,  mediante  lettere,  intandendo  che  que- 
ste rappresentino  i  valori,  noti  o  incògniti^  delle  gran- 
dezze stesse  rispetto  ad  una  unità  di  misura,  che  si  la- 
scia ordinariamente  indeterminata.  [601].  Quindi  si 
cerca  di  esprimere  le  relazioni  algebriche  che  sussi- 
stono tra  i  detti  valori  ;  la  qua!  cosa  manifestamente 
i^on  può  riuscire,  se  non  quando  si  conoscano  oppor- 
tuni teoremi  relativi  alle  grandezze  che  si  considerano 
in  quella  tale  questione. 

Secondo  che  si  tratterà  di  dimostrare  un  teorema 
o  di  risolvere  un  problema,  le  relazioni  sopra  accen- 
nate saranno  eguaglianze  identiche,  oppure  equazioni. 

Nel  primo  caso,  operando  secondo  le  regole  del 
calcolo  letterale,  si  procurerà  di  trasformare  le  identità 
in  altre  esprimenti  il  teorema  da  dimostrare. 

Ades.,  volendo  dimostrare  che  la  differenza  di  duo 
quadrati  è  equivalente  al  rettangolo  della  somma  e 
della  differenza  dei  lati  dei  quadrati^  si  può  dire:  siano 
a  e  6  i  valori  dei  lati  dei  quadrati,  e  ó  la  differenza  delle 
aree  dei  quadrati.  Cosi,  essendo  [607]  : 

ó  =  a«  —  52, 
pW un  noto  teorema  d^  Algebra  egli  è  anche: 

«J  =  (a  +  b){a  —  6), 
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dove  appunto  si  riconosce  [606]  espresso  il  teorema 
da  dimostrare. 

Nói  secondo  caso,  quando  cioè  si  debba  risolvere 
jm  problema,  si  risolve  l'equazione,  o  il  sistema  d' e- 
quazioni  ottenuto.  Le  formule  di  risoluzione  indicano' 
veramente  con  quali  calcoli,  in  un  caso  determinato, 
dai  valori  dati  si  possono  ottenere  quelli  delle  gran- 
dezze incognite.  Ma,  studiando  le  formule  di  risolu- 
zione, si  può  spesso  ricavarne  il  processo  per  costruire 
mediante  la  riga  e  U  compasso  le  grandezze  doman- 
date (quando,  ben  s' intende,  la  questione  sia  di  tal 
natura,  che  bastino  questi  strumenti).  E  questo  è  il 
vero  scopo  a  cui  si  intende  allorquando,  come  abbiamo 
detto,  si  ricorre  all'  Algebra  per  risolvere  una  que- 
stione di  pura  Geometria,  una  questione,  cioè,  in  cui 
né  SODO  dati  numeri,  né  si  domandano  numeri. 

Qui  è  necessario,  per  via  d'esempi  opportuni,  ap- 
prendere ad  interpretare  le  formule  di  risoluzione. 
Possiamo  restringerci  al  caso,  che  è  l'ordinario,  in  cui 
le  incognite  rappresentano  segmenti;  e  consideriamo 
solamente  formule  di  risoluzione  di  equazioni  di  primo 
o  di  secondo  grado. 

615.  E  manifesto  il  significato  delle  formule  : 
a?=:a-[-6,  X  =  a  —  6. 

Consideriamo  piuttosto  la  formula  seguente  x  =  -^ . 
Mettendola  sotto  la  forma  e  :  a  =  h  :  x,  sì  rico- 
nosce che  il  segmento  incognito  è  quarto  propor- 
zionale rispetto  ai  segmenti,  i  cui  valori  sono  rap- 
presentati rispettivamente  dalle  lettere  e,  a  eb. 

616.  L' equazione  a?  =  -^  equivale  alla  propor- 
zione &{  :  a  =  a  :  Xj  la  quale  mostra  che  il  segmento 
X  è  terzo  proporzionale  rispetto  a  &  ed  a. 

617.  L'equazione:  x  =  ab  sembrerebbe  assurda, 
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dacché  esprimerebbe  che  il  segmento  x  è  equivalente 
al  rettangolo  dei  segmenti  a  e  b.  Però  basta  scriverla 
sotto  la  forma  x  •  1  =  aò,  ed  intendere  che  V  unità 
rappresenti  l' unità  lineare,  per  riconoscere  che  essa 
esprìme  che  il  segmento  domandato  è  quarto  propor- 
zionale dopo  l'unità  lineare  ed  i  segmenti  a  e  b. 

618.  Il  caso,  che  abbiamo  ora  considerato,  può 
presentarsi  quando  uno  dei  segmenti  che  si  devono 
considerare  è  Tunità  lineare.  In  questo  caso,  distri- 
buendo uno  o  più  fattori  eguali  alP  unità,  nei  nume- 
ratori o  nei  divisori,  si  fa  sparire  Tapparente  assur- 
dità nel  significato  della  formula  di  risoluzione. 

E  chiaro  che  non  occorre  questa  operazione,  ad 
es.,  per  Tequazione  x  ==  m&,  quando  si  sappia  che  la 
lettera  m  non  rappresenta  un  segmento,  ma  un  coeffi- 
ciente numerico. 


abc 


619.  L^equazione  x  =  -j— ,  messa  nella  forma 


a  be 


x=z-  .  —^  mostra  che  bisogna  cominciare  a  co- 
struire il  segmento  che  è  quarto  proporzionale  dopo 
e,b  e  e.  Detto  f  cotal  segmento^  resta  poi  a  costruire 
il  segmento  quarto  proporzionale  dopo  d,  a  ed  /*. 

6IS0.  Analogo  è  il  processo  nel  caso  che  il  nume- 
ratore e  il  denominatore  contengano  un  maggior  nu- 
mero di  fattori.  Possiamo  poi  dire  in  generale,  che  il 
numeratore  deve  contenere  un  fattore  di  più  che  il 
denominatore  (s^  intende  di  quei  fattori  che  rappre- 
sentano segmenti). 

6IS]..  L'equazione  x  =  ^  "^  ^^  ,  e  meglio  l'equi- 
valente X  =  -^ — ] — j-^  mostra  che  il  segmento  x  è 
la  somma  di  una  terza  e  di  una  quarta  proporzionale. 

99f6*  L'equazione  di  secondo  grado  x  =  yab  o 
l'equivalente  x^  =  ai,  messa  nella  forma  : 

a  :  X  =  X  :  b^ 
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mostra  che  il  segmento  x  è  medio  proporzionale  tra 
i  segmenti  a  e  6.  

693.  L'equazione  a;=Va*  +  6*  indica  che  il 
segmento  x  è  F  ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo, 
che  ha  i  cateti  eguali  ai  segmenti  a  e  i. 

6IS4.  Invece  Tequazione  x'=Y  a^  — ^6^  esprime 
che  il  segmento  a;  è  un  cateto.  L^  ipotenusa  è  il  seg- 
mento a;  Faltro  cateto  è  il  segmento  h. 

6ilS5.  Sono  facili  da  interpretare,  ad  es.,  le  equa- 
zioni X  =  Va^  -j-  ^*  4"^*  —  ^* 
ed  X  =  t^3^  +  l  +  c^ 

6»6.  Avendosi  a:  =  (/  a*  -j-  6c,  si  comincia  a 
determinare  il  segmento  d  medio  proporzionale  tra  h 
e  e.  Cosi,  essendo  e2^  =  ic,  la  nostra  equazione  di- 
venta x=:'Ka*4"^*i  ^^®  sappiamo  interpretare. 

Termineremo  con  un  esempio. 

6ISV.  Pr^U.  Dividere  un  segmento  in  due  parti 
in  modo  che  il  quadrato  d*  una  parte  sia  equivalente  al 
rettangolo  déW  intero  segmento  e  délVdUra  parte. 

Risol.  Indichiamo  con  a  il  valore  del  segmento 
dato  e  con  x  quello  della  prima  parte  ;  il  valore  del- 
l' altra  è  (a  —  x).  Tra  questi  valori  deve  sussistere 

r  equazione  : 

x^  =  a{a  —  x). 

Risolvendola,  si  ottiene  : 

La  seconda  soluzione,  perche  negativa,  non  può 
esprimere  un  modo  di  divisione  del  segmento  che  so- 
disfaccia alle  condizioni  del  problema,  e  quindi  si  tra- 
scura. L'altra  soluzione  mostra  che,  per  dividere  il 
segmento  nel  modo  voluto,  bisogna  anzitutto  costruire 
un  triangolo  rettangolo,  un  cui  cateto  sia  eguale  al 
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segmento  dato  e  T  altro  alla  metà  del  segmento  stesso. 
Poi,  sottraendo  dair  ipotenusa  del  triangolo  la  metà  del 
segmento  dato,  si  ottiene  la  parte  maggiore  di  quelle 
due  in  cui  si  deve  dividere  il  proposto  segmento*  -E 
questa  è  appunto  la  costruzione,  che  già  conosciamo, 
per  dividere  un  segmento  in  sezione  aurea. 

(La  seconda  soluzione,  insieme  con  la  prima,  ri- 
solve il  seguente  problema,  in  cui  il  proposto  è  conte- 
nuto come  caso  particolare:  trovare  sopra  una  retta, 
che  passa  per  due  dati  punti  JL  e  £,  un  punto  tale  che 
la  sua  distanza  dal  punto  A  sia  media  proporzionale 
tra  la  sua  distanza  da  ^  e  il  segmento  AB). 

Esercizi. 

739. Dati  i  cateti  di  un  triangolo  rettangolo,  calcolare  l'altezza 
relativa  all'ipotenusa. 

740. Dato  un  cateto  di  un  triangolo  rettangolo  e  l'altezza  rela- 
tiva all'ipotenusa,  calcolare  l'area  del  triangolo. 

741.  Data  l' area  di  un  triangolo  rettangolo  e  data  l'altezza  rela- 
tiva all'ipotenusa,  calcolare  le  proiezioni  dei  cateti  sull'ipo- 
tenusa ed  i  cateti. 

742.  Date  le  distanze  di  un  punto  dai  cateti  di  un  triangolo 
rettangolo  e  dati  i  cateti,  calcolare  la  distanza  di  quel 
punto  dall'ipotenusa. 

743. Data  l'altezza  e  dato  il  perimetro  di  un  triangolo  isoscele, 
se  ne  calcolino  i  lati. 

744.  Dati  i  lati  di  un  triangolo,  se  ne  calcolino  le  mediane. 
[583]. 

745.  Calcolare  i  lati  e  gli  apotelni  dei  poligoni  regolari  di  3,  4, 
5,  6,  8,  10,  12  lati,  dato  il  raggio  del  cerchio  circoscritto. 

746.  Nel  centro  di  uno  stagno  quadrato,  il  cui  lato  è  lungo  22 
piedi,  sorge  un  bambou,  e  la  parte  di  questo,  che  emei^ 
dall'acqua,  è  lunga  5  piedi.  Tirando  il  bambou  a  riva,  la 
sommità  viene  a  coincidere  col  punto  di  mezzo  di  uno  dei 
lati  della  sponda.  Si  calcoli  la  profondità  dell'acqua  nella 
vasca.  (Da  un  libro  chinese,  scritto  2000  anni  prima  dell*  era 
volgare). 
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747.  Dato  tin  cateto  di  xtn  triangolo  rettangolo  e  la  proie- 
zione di  nn  cateto  snll'  ipotennsa,  calcolare  V  area  del 
triangolo. 

748.  Calcolare  Tarea  di  un  triangolo  eqoilatero/data  la  iM>nima 
di  un  lato  e  dell'altezza. 

749.  Calcolare  V  area  di  un  triangolo  rettangolo^  data  la  sómma 
dei  cateti  e  V  altezza  relativa  all'  ipotennsa. 

750. Data  nna  delle  basi  d'un  trapezio  e  P altezza,  si  calcolino  i 
valori  degli  altri  lati,  supposto  che  siano  eguali. 

751.  Dati  i  valori  delie  distanze  di  lare  punti  da  due  rette  che 
sono  normali  tra  loro,  riconoscere  se  i  tre  punti  sono 
allineati. 

Aw.  I  segmenti  problemi  si  risolvano  col  sussidio  dell^  Al- 
gebra. 

752.  Sottrarre  da  due  dati  segmenti  due  segmenti  eguali^  In 
modo  che  la  somma  dei  resti  sia  eguale  ad  un  terzo  seg- 
mento dato. 

753.  Dividere  il  lato  maggiore  di  un  dato  rettang^o  in  Biodo 
che  la  differenza  dei  quadrati  delle  parti  sia  equivalente 
al  rettangolo. 

754.  Descrìvere  un  rettangolo  di  dato  perimetro,  e  cosi  che  abbia 
i  lati  rispettivamente  paralleli  ai  lati  di  un  rettangolo  ed 
equidistanti  da  questi  lati. 

755.  Segnare  sui  lati  di  un  rettangolo  quattro  punti  in  modo 
che  siano  equidistanti  rispettivamente  dai  vertici  del  ret- 
tangolo, e  che  siano  vertici  di  una  losanga. 

756.  Dati,  sopra  una  retta,  tre  punti  A^  B^  C,  segnare  sulla 
stessa  un  punto  X  tale  che  sia  {AX)^'=^  BX  •  CX. 

757.  Dividere  un  dato  segmento  in  tre  parti  in  modo  che  la 
prima  stia  alla  seconda  come  due  dati  segmenti,  e  la  se- 
conda alla  terza  come  due  altri  segmenti  dati. 

758. Da  due  segmenti  dati  si  taglino  via  due  parti  eguali,  in 
modo  che  i  resti  stiano  tra  loro  come  due  segmenti  dati. 

759.  Dimezzare  un  triangolo  con  una  retta  parallela  ad  un  lato. 
Oppure,  dividerlo  con  questa  parallela  in  parti  che  stiano 
tra  loro  come  due  dati  segmenti. 

760.  Dimezzare  un  triangolo  in  modo  che  una  parte  sia  un 
triangolo  isoscele. 

761. Costruire  un  triangolo  rettangolo,  dato  il  perimetro,  e  l'ai* 
tezza  relativa  all'ipotenusa. 
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762.  Dividere  xm  segmento  in  modo  che  il  rettangolo  delle  partS 
sia  equivalente  ad  nn  quadrato  dato,  oppure  in  modo  che 
il  quadrato  d^una  parte  sia  doppio  di  quello  dell^  altra. 

763.Dividere  un  segmento  tahnente  che  il  quadrato  d'una  parte 
sia  equivalente  al  rettangolo  contenuto  dall'altra  parte  e 
da  un  altro  segmento  dato. 

764.  Costruire  un  rettangolo,  che  sia  equivalente  ad  un  quadrato 
dato  ed  abbia  doppio  perimetro. 

765.  Costruire  un  rettangolo,  che  abbia  perimetro  eguale  a  quella 
di  un  rettangolo  dato,  e  che  sia  equivalente  ad  un  altro  ret- 
tangolo dato. 

766.l8crivere  in  un  quadrato  dato  un  quadrato  di  lato  dato. 

767.  Iscrivere  in  un  triangolo  equilatero  un  triangolo  equila- 
tero, che  sia  equivalente  alla  metà  del  dato. 

768.  Sottrarre  da  due  segmenti  dati  due  segmenti  eguali,  in. 
modo  che  la  somma  dei  quadrati  dei  resti  sia  equivalente 
ad  un  quadrato. 

769.1scrivere  in  un  triangolo  dato  un  rettangolo  che  sia  equi- 
valente ad  un  quadrato  dato. 

770.  Costruire  un  triangolo  rettangolo  che  abbia  dato  perimetro 
e  che  sia  equivalente  ad  un  quadrato  dato. 
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CAPITOLO  XIV 


CICLOMETBIA 


Classi  di  grandezze.  Classi  contigue. 

633.  Diremo  classe  di  grandezze  T  insieme  delle 
grandezze  che  sodisfanno  ad  una  determinata  condi- 
zione. Codeste  grandezze  si  diranno  gli  elementi  di 
quella  classe. 

Ad  es.,  i  perimetri  dei  poligoni  iscritti  in  un  cer- 
chio costituiscono  una  classe  di  segmenti. 

Indicheremo  una  classe  con  una  lettera  maiusco- 
la; con  la  stessa  lettera  minuscola  dinoteremo  T  ele- 
mento generale  della  classe.  Dovendo  significare  de- 
terminati elementi,  useremo  della  stessa  lettera  minu- 
scola con  differenti  indici. 

634.  Date  due  classi  di  grandezze  omogenee,  se 
tutti  gli  elementi  d^  una  classe  sono  maggiori  degli  ele- 
menti deir  altra,  si  dirà  che  la  prima  classe  è  maggiore 
della  seconda  o  che  questa  è  minore  della  prima. 

Non  avendo  escluso  il  caso  di  una  classe  che  con- 
tenga un  solo  elemento,  abbiamo,  come  caso  par- 
ticolare deUa  convenzione  testé  indicata,  questo  che, 
quando  tutti  gli  elementi  di  una  classe  sono  mag- 
giori d^una  data  grandezza,  si  dirà  che  quella  classe 
è  maggiore  di  quella  grandezza. 

635.  I^r.  Diremo  contigue  due  classi  di  gran- 
dezze omogenee^  quando  una  classe  sia  maggiore  deU^ al- 
tra [684]  e  si  possano  trovare  dus  elementi^  uno  della 
classe  maggiore  e  V  altro  deW  altra  classe,  tali  che  la  loro 
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differenza  sia  minore  di  una  grandezza  della  stessa  loro 
specie^  data,  qualunque. 

Ad  es.,  la  classe  dei  segmenti  maggiori  di  un  seg- 
mento dato  e  la  classe  dei  segmenti  minori  del  seg- 
mento stesso  sono  contigue  manifestamente. 

636.  Rappresenteremo  V  insieme  di  due  classi 
contigue,  scrivendo  tra  parentesi,  separate  da  una 
virgola,  le  lettere  che  significano  le  due  classi.  La 
lettera,  che  lignifica  la  classe  maggiore,  si  scriverà  a 
sinistra. 

Cosi,  ad  es.,  la  notazione  (  Jf ,  N)  rappresenta  l'in- 
sieme di  due  classi  contigue;  ilf  è  la  classe  maggiore, 
ed  j^  la  minore. 

637.  La  maggiore  di  due  classi  contigue  potrebbe 
contenere  un  elemento  minimo,  e  la  minore  di  due 
classi  contigue  potrebbe  contenere  un  elemento  mas- 
simo. Ma  non  può  darsi  che  ad  un  tempo  la  classe  mag- 
giore contenga  elemento  minimo  e  la  minore  elemento 
massimo. 

Infatti,  data  la  coppia  di  classi  contigue  {M,  N\ 
se  la  classe  M  avesse  un  elemento  minimo  ^ni,  e  la 
classe  j^  un  elemento  massimo  ni,  essendo  mi  >  nt, 
la  differenza  tra  un  elemento  della  classe  M  ed  uno 
della  idasse  N  sarebbe  necessariamente  uguale  o  mag- 
giore della  differenza  mi  —  ni,  e  ciò  contro  l'ipotesi 
ohe  le  classi  Jf,  N  siano  contigue,  che  si  possano  quindi 
trovare  due  elementi,  uno  d'una  classe  e  l'altro  dell'al- 
tra, la  cui  differenza  sia  minore  d'una  grandezza  della 
loro  specie,  data,  qualunque. 

Noi  escludiamo  dalle  nostre  consideraziom  coppie 
di  classi  contigue,  in  cui  o  la  classe  maggiore  com- 
prenda elemento  minimo  o  la  classe  minore  elemento 
massimo^ 
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69S.  P08t«lato  delia  eontlanità.  Date  due 
<iasai  di  grandezze  omogenee  (^),  se  ogni  elemento 
d*una  classe  è  maggiore  di  'ogni  elemento  déffaìUra^ 
•esiste  almeno  una  grandezza  détta  stessa  specie^  che  è 
tninore  d^ogni  elemento  d^una  classe  e  maggiore  d^^ 
^ni  demento  déW  altra.  (*). 

639.  Teor.  Data  una  coppia  di  dassicontigue^  est- 
^teunasolagrandezzaycheha  laproprietàd^  essere  minore 
-di  tutti  gli  dementi  della  classe  maggiore  e  di  essere 
•maggiore  di  tutti  gli  dementi  della  classe  minore,  (^). 

Dilli.  Sia  una  coppia  di  classi  contigue  (if,  N). 
Dico  che  esiste  una  grandezza  sola,  che  ha  la  pro- 
prietà d'essere  minore  della  classe  Jf,  e  maggiore 
della  classe  N. 

Intanto  che  esista  una  grandezza  almeno,  la  quale 
sia  minore  d'una  classe  e  maggiore  dell'altra,  lo  dice 
il  postulato  della  continuità. 

Per  provare  che  c'è  una  grandezza  sola  dotata 
di  tale  proprietà,  imaginiamo  che  sieno  X  b  X'  due 
grandezze  differenti,  ciascuna  delle  quali  sia  minore 
della  classe  Jlf,  e  maggiore  della  classe  N.  Allora  la 
differenza  tra  un  elemento  della  prima  classe  ed  uno 

(})  Linee  finite,  superfìcie  finite,  solidi  finiti,  angoli. 

(^  Codesto  postulato  ha  la  sna  ragione  in  ciò  che  non 
«*ò  linea,  saperficie,  solido,  angolo,  di  cni  non  si  possa  ima- 
ginare  linea,  superficie,  solido,  angolo  che  sia  rispettivamente 
ininore.  (Carattere  della  continuità  delle  grandezze  geometriche). 

O  Non  abbiamo  voluto  definire  la  grandezza,  che  separa 
due  classi  contigue,  in  modo  che  fosse  contemplato  anche  il 
<)aso  che  la  classe  maggiore  abbia  elemento  minimo  o  la  mi- 
nore elemento  massimo,  perchè  questo  caso  non  presenta  per 
noi  nessun  interesse,  dacché  le  classi  contigue,  che  dovremo 
considerare,  non  presentano  mai,  né  la  maggiore  elemento  mi* 
nimo,  né  la  minore  elemento  lyuissimo. 
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della  seconda  sarà  neoessarìamente  maggiore  della 
differenza  tra  X  e  X'^  e  ciò  contro  P ipotesi  che  le  due 
classi  siano  contigue. 

640.  I^r.  La  grandezza,  che  è  minore  della  mag^ 
giare  di  dtie  classi  contigtie  ed  è  maggiore  deUa  eìasffe 
minore  [689],  si  dirà  limite  comune  (^)  delle  dtie  classi. 

•41.  Cor.  Una  coppia  di  classi  contigue  si  può^ 
tesare  per  definire  il  loro  limite  comune. 

Il  limite  comune  di  due  classi  contigue  è  com^ 
preso  tra  le  classi,  separa  le  due  classi. 

Rettificazione  approssimata  del  cerchio. 

643.  Il  segmento,  che  unisce  il  punto  di  mezzo 
di  un  arco  col  punto  di  mezzo  della  corda  sottesa, 
dall^arco,  si  dice  freccia  di  quell^arco. 

Perchè  archi  eguali  sottendono  corde  uguali,  il 
punto  di  mezzo  di  un  arco  è  equidistante  dalle  estre- 
mità della  corda.  Perciò  la  retta,  a  cui  appartiene 
la  freccia  d^un  arco,  è  Tasse  della  corda  e  passa  per 
il  centro. 

644.  Teor.  8e  il  numero  dei  lati  di  un  poligono 
regolare  iscritto  in  un  cerchio  è  grande  abbastanzay, 
la  distanza  di  un  punto  qualunque  del  cerchio  dal 
contorno  dd  poligono  è  minore  di  un  segmento  dato 
qualunque. 

Blm.  Cominciamo  ad  osservare  che^  dato  un  cer-^ 
chic  ed  un  segmento  qualunque,  si  può  trovare  nel 
cerchio  un  arco,  la  cui  freccia  sia  eguale  al  dato  seg- 
mento, giacche  (^),  condotto  un  raggio  OD  e  posto  in 

(^)  Od  anche  :  grandezza  che  sepofra  le  due  classi. 
(?)  Vedi  figura  del  §  646. 
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CD  il  dato  segmento,  tirando  per  C  la  corda  AB 
normale  al  raggio,  si  ottiene  in  BDA  Parco,  la  coi 
freccia  è  ugnale  al  segmento  dato. 

E  poi  facile  riconoscere  che  qualunque  punto  di 
un  arco,  che  non  sia  il  punto  di  mezzo,  ha  dalla  corda 
•distanza  minore  della  freccia. 

Ora,  se  si  parte  dall^arco  che  sottende  un  lato 
•di  un  poligono  regolare  iscritto  e  si  va  successiva- 
mente dimezzando,  si  perviene  ad  arco  minore  del- 
Tarco  BDA.  [586].  Ma  allora,  perchè  arco  minore 
43ottende  corda  minore,  e  corda  minore  ha  dal  centro 
distanza  maggiore,  la  freccia  dell'arco  che  sottende 
un  lato  deir  ultimo  poligono  è  minore  di  CD. 

Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 

645.  Teor.  Se  il  numero  dei  lati  di  un  poligono 
-regolare  circoscritto  ad  un  cerchio  è  grande  àbbastanzay 
la  distanza  di  un  punto  qudlunqt4^  del  contorno  del 
poligono  dal  cerchio  è  minore  di  un  segmento  dato 
qualunque. 

Bim.  (^)  Sia  E  un  vertice  di  un  poligono  rego- 
lare circoscritto  al  cerchio  di  centro  0.  Se  E  A  è  tan- 
gente al  cerchio,  ed  J.  è  il  punto  di  contatto^  AE  è 
la  metà  di  un  lato  del  poligono. 

Se  si  tira  per  Dìs,  DF  tangente  del  cerchio,  AF 
è  la  meta  di  un  lato  del  poligono  regolare  circoscritto, 
nel  quale  il  numero  dei  lati  è  doppio  di  quello  dei 
lati  del  poligono  precedente. 

Ed  essendo  AF  =  FDed  FD  <  FÉ,  si  vede 
che  AF  è  minore  della  metà  di  AE.  Cosi  si  può  as- 
serire [586]  che  si  può  pervenire  ad  un  poligono  rego- 
lare circoscritto^  nel  quale  la  metà  del  lato  è  minore 
di  un  segmento  dato  e,  per  quanto  piccolo. 

(1)  Vedi  figura  del  §  646. 
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Ora  si  osservi  che  il  segmento  ED  è  minore  [249  J 
di  qualunque  altax>-  segmento  tirato  da  jS  al  oerchio  ; 
perciò  [48]  esso  è  la  distanza  di  E  dal  eercbio.  Il  seg- 
mento ED  è  poi  minore  di  AE^  perchè  esso  è  la  dif- 
ferenza tra  OJ?  ed  0  J.,  ed  in  un  triangolo  la  diffe* 
renza  tra  due  lati  è  minore  del  terzo. 

Infine,  perchè  qualunque  altro  punto  di  AE  hA. 
dal  centro  distanza  minore  di  0^  [181]  e  quindi  dal 
cerchio  distanza  minore  dì  ED,  conchiudiamo  che,  ecc^ 

646.  Teor.  La  differenza  tra  i  perimetri  di  due 
poligoni  regolari  di  2n  lati,  uno  circoscritto  ad  un  cer^ 
chiù  e  Poltro  iscritto,  è  minore  della  metà  della  diffe-- 
rema  tra  i  perimetri  di  due  poligoni  regolari  di  n 
lati,  uno  circoscritto  al  cerchio  stesso  e  r  altro  iscritto. 

Bim.  Sia  un  cerchio  di  centro  Q,  eA  AB  sia  un 
Iato  di  un  poligono  regolare  iscrìtto,  di  n  lati. 

Si  tirì  da  0  la  normale  alla  corda  AB;  e  siano  C 
e  D  i  punti  in  cui  essa  incontra  la  corda  e  Farco  BA^ 

Conducasi  la  corda  AD.  Si  tirì  per  A  la  tangente 
al  cerchio  [242],  e  sia  ^  il  punto  dove  essa  incontra 
[284]  la  retta  OC.  Si  con- 
duca, infine,  la  tangente 
al  cerchio  in  D,  e  sia  F 
il  punto  dove  essa  incon- 
tra la  retta  A  E. 

II  segmento  AC  è  metà 
[211]  del  Iato  del  poligo- 
no regolare  iscrìtto,  di  n 
lati.  4  U  è  [184;  228]  un 
lato  del  poligono  regolare 

iscrìtto,  di  2n  lati.  AF  =  FD  [246]  è  metà  del  lato  del 
poligono  regolare  circoscritto,  di  2n  lati;  ed  AE  è  metà 
del  lato  del  poligono  regolare  circoscritto,  di  n  lati. 
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Sul  segmento  AEy  che  è  maggiore  Ai  AC  perchè 
l'angolo  EGAh  retto  [163],  si  faccia  AH  =  ^C;  e 
sul  segmento  J5^-&,  che  è  maggiore  di  FD  perchè  l'an- 
golo EDFh  retto,  si  faccia  FK  =  FD.  Poiché  i  trian- 
goli isosceli  CAS,  DFK  hanno  eguali  [279]  gli  an- 
goli in  J.  e  in  J^,  i  loro  angoli  alle  basi  sono  tutti  eguali. 
Ma  poiché  è  A{E)C  =  A(K)D,  le  rette  CE,  DK 
sono  parallele.  [270]. 

Ed  ora  si  osservi  che,  poiché  il  perimetro  del  po- 
ligono circoscritto  di  n  lati  è  composto  di  2n  segmenti 
eguali  ^à  AEy  Q  il  perimetro  del  poligono  iscritto  di  n 
lati  è  composto  di  2n  segmenti  eguali  ad  A  C,  la  diffe- 
renza tra  questi  perimetri  (differenza  che  indicheremo 
con  ón)  è  composta  di  2n  segmenti  eguali  alla  diffe- 
renza tra  ^jS'ed  AC  Abbiamo  adunque: 

ò,  =  2n(AE  —  AC). 

Cosi,  poiché  il  perimetro  del  poligono  circoscritto 
di  2n  lati  è  composto  di  2n  segmenti  eguali  ad 
AF  -{-  FD,  cioè  uguali  a.d  AK,  e  il  perimetro  del  po- 
ligono iscritto  di  2n  lati  è  composto  di  2w  segmenti 
eguali  ad  AD,  la  differenza  tra  codesti  perimetri  (dif- 
ferenza che  indicheremo  con  ^sn)  è  composta  con  2n 
segmenti  eguali  alla  differenza  tra  AK  ed  AD.  Ab- 
biamo adunque: 

ó,,  =  2n{AK  —  AD). 

Ed  ora,  considerando  il  fascio  di  parallele  che  è 
composto  delle  rette  A  C,  FD  e  del  punto  E,  troviamo 
che,  essendo  AF  <  FÉ,  è  [321]  anche  CD  <  DE. 

Cosi,  considerando  il  fascio  di  parallele  che  è  com- 
posto delle  rette  CS,  DK  e  del  punto  E,  troviamo 
che,  essendo  CD  <  DE,  è  [321]  anche  SK  <  KE. 
Per  conseguenza  HK  è  minore  dalla  metà  di  SE. 
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Ora,  essendo  AC 

^ 

AB 

•,è: 

AK  —  AD 

< 

AK  —  ^(7 

» 

< 

AK  —  AH 

» 

< 

HK 

» 

< 

^KE 

» 

< 

4-  (AU  —  AC). 

Per  conseguenza 

è: 

2n(AK        AD) 

< 

2n 

•  i  (AE        AC), 

>è                      i„ 

< 

1 

8 

^M,                         c.  d. 

d. 

647.  Cor.  Dato  un  cerchio  ed  un  segmento  qualun- 
que,  si  possono  trovare  due  poligoni^  uno  circoscritto  e 
V  altro  iscritto^  nei  quali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia 
minore  del  segmento  dato. 

Infatti,  se  si  costruiscono  due  poligoni  regolari  di 
n  lati,  uno  circoscritto  al  cerchio  e  l'altro  iscritto^  e  poi 
si  vanno  successivamente  costruendo  i  poligoni  di  nu- 
mero doppio  di  lati,  la  differenza  tra  i  perimetri  dei 
poligoni  è  ciascuna  volta  minore  della  metà  della  diffe- 
renza tra  i  perimetri  dei  due  poligoni  precedenti  [646], 
e  perciò,  seguitando  abbastanza,  si  previene  necessa- 
riamente [586]  a  due  poligoni,  uno  circoscritto  e  l'al- 
tro iscritto,  nei  quaU  la  differenza  tra  i  perimetri  è 
minore  del  segmento  dato,  per  quanto  piccolo  esso  sia. 

648.  Teor.  Per  qualsivoglia  cerchio,  esiste  un  seg^ 
mento  ed  uno  solo,  U  qtiale  ha  la  proprietà  di  essere  mi- 
nore dd  perimetro  di  qualunque  poligono  circoscritto  e 
maggiore  dd  perimetro  di  qualunque  poligono  iscritto. 

Blm.  Preso  un  cerchio  qualunque,  consideriamo 
le  classi  composte,  una  coi  perimetri  dei  poligoni  cir- 
coscritti, r  altra  coi  perimetri  dei  poligoni  iscritti.  Pro- 
veremo che  codeste  due  classi  sono  contigue. 
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Intanto,  poiché  qualunque  poligono  iscritto  la 
un  cerchio  è  convesso  ed  è  parte  di  qualunque  poli- 
gono circoscritto,  il  perimetro  di  qualunque  poligona 
circoscritto  è  maggiore  [196]  del  perimetro  di  qua* 
lunque  iscritto.  La  prima  classe  è  dunque  maggiore 
della  seconda. 

Si  possono  poi  trovare  un  elemento  della  classe 
maggiore  ed  uno  dell^  altra  la  cui  differenza  sia 
minore  d' un  segmento  dato,  qualunque,  perchè,  dato 
ìin  cerchio  ed  un  segmento  qualunque,  si  possono 
trovare  [647]  due  poligoni  uno  circoscritto  ed  uno 
iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra  i  perimetri  sia 
minore  del  segmento  dato. 

Le  due  classi  sono  adunque  contigue. 

Dobbiamo  poi  osservare  che  delle  due  classi 
contigue  considerate,  ne  la  maggiore  ha  elemento 
minimo,  né  la  minore  ha  elemento  massimo. 

Infatti,  dato  un  poligono  circoscritto,  basta  tirare 
una  tangente  al  cerchio,  distinta  da  quelle  a  cui  ap* 
partengono  i  lati  del  poligono,  per  ottenere  un  poligono 
circoscritto,  che  abbia  perimetro  minore  [16é]  di  quello 
del  poligono  dato.  E,  dato  un  poligono  iscritto,  basta 
unire  le  estremità  d^  un  lato  con  un  punto  dell'  arco 
che  lo  sottende,  e  poi  sopprimere  il  lato,  per  ottenere 
un  poligono  iscritto  che  abbia  perimetro  maggiore 
{164]  di  quello  del  poligono  dato. 

Cosi  possiamo  conchiudere  che,  ecc. 

649.  088.  Imaginiamo  di  partire  da  due  poU- 
goni  regolari  d'egual  numero  di  lati,  uno  circoscritto 
ad  un  cerchio  e  T  altro  iscritto,  e  di  andar  successiva- 
mente costraendo  i  poligoni  analoghi  di  numero  dop- 
pio di  lati. 

Sappiamo  che,  seguitando  abbastanza,  possiamo 

98 
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arrivare  ad  un  poligono  circoscritto  [644]  nel  quale  la 
distanza  di  un  punto  qualunque  del  suo  contomo  dal 
cerchio  sìa  minore  d*un  segmento  dato,  qualunque;  a 
[648]  ad  un  poligono  iscrìtto  nel  quale  la  distanza  di 
qualunque  pimto  del  cerchio  dal  contomo  del  poligono 
sia  minore  del  segmento  stesso.  In  altre  parole  :  segui- 
tando  nella  éostruzione  accennata,  i  contorni  dei  due 
poligoni  tendono  a  confondersi  (in  senso  intuitivo) 
col  cerchio  dato. 

Nel  tempo  stesso  il  perìmetro  del  poligono  circc^ 
scrìtto,  decrescendo, -ed  il  perimetro  dd  poligono  iscrìt- 
to, aumentando,  si  accostano  al  segmento  che  è  minore 
del  perimetro  di  qualunque  poligono  circoscrìtto  ed  e 
maggiore  del  perimetro  di  qualunque  poligono  iscrìtto 
in  modo  da  differìme,  il  prìmo  per  eccesso,  il  secondo 
per  difetto,  di  meno  di  un  segmento  dato^  qualunque^ 

per  quanto  piccolo. 

Aggiungiamo  questo  che  i  contorni  dei  poligoni 

rimangono  sempre  distinti  dal  cerchio;  ed  i  perunetri 

dei  poligoni  rìmangono  sempre,  uno  maggiore,  l'altro 

minore  di  quel  segmento. 

Codeste  considerazioni  in  qualche  modo  giustifi.-* 

cane  il  seguente  : 

650.  Postulato  del  eereUo.  Il  segmento,  die 

è  minore  del  perimetro  di  qualunque  poligono  circa^ 

scritto  ad  un  cerchio  ed  è  maggiore  del  perimetro  di 

qualunque  poligono  iscritto,  ha  la  stessa  lunghezza. 

dd  cerchio. 

Si  accenna  codesta  proprìetà  di  cosi  fatto  segmenta 

dicendo  che  è  equivalente  al  cerchio,  od  anche  che  esso 

è  il  cerchio  rettificato.  (^). 

Q)  Ma  questa  rettificazione  del  cerchio  non  è  questione 
chiara  come  può  apparire  leggendo  e  tirando  avanti.  Medi- 
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651.  Osa.  Il  problema  che  porta  il  titolo  «  rettifi- 
cazione del  cerchio  >  il  cui  scopo  sarebbe  di  costruire  il 
segmento  equivalente  al  cerchio,  non  si  può  risolvere 
col  sussidio  di  sole  rette  e  cerchi  (cioè  mediante  riga 
e  compasso).  (^).  Perciò  bisogna  contentarsi  di  saper 
costruire  segmenti  che  siano  equivalenti  appressi* 
matamente  ad  un  cerchio  dato.  Tali  sarebbero  i  pe- 
rimetri di  poligoni  regolari  d^  un  numero  grande  di 
lati,  circoscritti  al  cerchio  od  iscritti.  Ma  in  pratica 
gli  errori  di  costruzione  impediscono  di  trovar  in 
tal  modo  un  segmento  che  abbia  un  grado  presta- 
bilito, qualunque,  di  approssimazione.  Perciò  si  è 
cercato  di  risolvere  il  problema  con  T  aiuto  del  calcolo. 
Per  questa  via,  invece  del  segmento  equivalente  al 
cerchio,  se  ne  trova  il  valore^  la  lunghezza  ;  sempre 
per  approssimazione,  ma  questa  si  può  ottenere  ad 
un  grado  prestabilito,  qualsiasi.  Se  ne  deducono 
poi  anche  regole  semplici  per  la  rettificazione  appros- 
simata. 

tando  sembrerebbe  qnasl  che  il  cerchio  e  la  retta  fossero  gran- 
dezze non  confrontabili,  eterogenee.  Già,  quando  interviene  T  in- 
finitamente grande  o  l' infinitamente  piccolo  nell'estensione  e 
l'infinito  numerico,  i  nostri  discorsi  appaiono  inappuntabili, 
chiarissimi;  ma  non  sono  egualmente  chiari  i  pensieri. 

Cosi  nel  confronto  tra  il  segmento  ed  il  cerchio,  bisogna 
confessare  che  ci  si  vede  poco  chiaro  (  per  non  dire  che  si  car- 
pisce solo  di  capir  nulla).  Il  sapiente  ci  capisce  meno  dell'i- 
gnorante. 

(Imaginando  che  un  filo  sia  composto  di  corpuscoli  sfe- 
rici succedentisi  l'un  l'altro,  non  si  saprebbe  dove  veder  la 
lunghezza  quando  il  filo  non  è  rettificato.  Certo  che,  quando 
esso  è  curvo,  per  l'elettricità  la  strada  a  percorrerlo  è  più 
breve  che  allora  che  il  filo  è  rettificato). 

(})  Questa  impossibilità  fu  dimostrata   (nel   1882)   dal 

LlNDBMANN. 
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65;9.  Teor.  Dtùe  cerchi  stanno  tra  loro  come  i 
raggi.  (^). 

Bim.  Se  indichiamo  con  C  e  C  i  segmenti,  che 
sono  rispettivamente  equivalenti  a  due  cerchi  di 
raggi  22  ed  22',  possiamo  dire  che  vogliamo  dimostrare 
la  proporzione  : 

B  :  B'  =  C  :  C\ 
Se  indichiamo  con  D  il  segmento  quarto  prò-* 
porzionale  dopo  jS,  B'  e  Cj  tale,  cioè,  che  sia  : 

B  :  B'  =  C  :  D, 
possiamo  dire  che  si  tratta  di  dimostrare  che  hC'=.D^ 
Costruiamo  perciò  [650]  due  poligoni  qualunque, 
uno  iscritto  nel  secondo  cerchio,  e  V  altro  circoscritto, 
e  indichiamo  con  p'  e  P'  i  loro  perimetri.  Costruiamo 
poi  [566]  due  altri  poligoni  rispettivamente  simili  ai 
due  considerati  e  che  siano  uno  iscritto  nel  primo 
cerchio  e  V  altro  circoscritto,  e  indichiamo  con  p  e  P  i 
loro  perimetri.  Sappiamo  che  hanno  luogo  [567]  le  pro- 
porzioni : 

p   :  p'  =  B  :  B' 
P  :  P'  —  B  :  B'. 
Confrontando  queste  proporzioni  con  la  prece- 
dente, troviamo  [455]  che: 

p   :  p'  =:  C  :  D 
e  P  :  P'  =  C  :  D. 

Da  queste  proporzioni,  essendo  p  <  C  e  C  <  P^ 
conchiudiamo  [468]  essere: 

p'  <  D  <  P\ 

{})  S'intende  di  dire  che  i  segmenti,  equivalenti  rispet* 
tivamente  a  cerchi  dati,  stanno  tra  loro  come  i  raggi.  Senza 
di  ciò  non  si  saprebbe  applicare  il  concetto  di  proporzione, 
[445].  Non  si  saprebbe  misurare  nn  cerchio  con  nn  sommol- 
tiplo  d'un  cerchio  di  raggio  diverso. 
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ossìa  che  U  segmento  D  ha  la  proprietà  di  essere  mag- 
giore del  perimetro  di  qualunque  polìgono  iscritto 
nel  cerchio  di  raggio  i2',  e  di  essere  minore  del  peri- 
metro di  qualunque  poligono  circoscritto.  Pertanto 
[648,  650]  egli  h  D^=C\%  per  conseguenza: 

B  :  B'  —  G  :  G\  e.  d.  d. 

653.  Cor.  Il  rapporto  del  cerchio  al  diametro  è 
costante.  (^). 

min.  Se  C7  e  C  indicano  i  segmenti,  che  sono 
equivalenti  rispettivamente  a  due  cerchi  di  raggi  B 
ed  B\  essendo  [652]: 

C  \  C  =  B  :  B', 

è  anche  [458]: 

G  :  C'  =  2B  :  2B' 

epperò  [468]: 

C  :  2B  =  C'  :  25',  e.  d.  d. 

Calcolo  del  numero  n. 

654.  Abbiamo  provato  [653]  che  il  rapporto  del 
cerchio  al  diametro  è  costante.  Rappresentando  questo 
numero  con  la  lettera  n  (^),  con  e  il  valore  del  seg- 
mento C,  che  è  equivalente  ad  un  cerchio  qualunque^ 
e  con  r  il  valore  del  raggio  i2,  abbiamo: 

^  -p.    =  -7j —  =  n,     donde    e  =  2nr. 
2B  2r  ' 

Questa  formula  mostra  che,  quando  fosse  noto  il  va- 

(^)  Cioè:  i  rapporti  dei  segmenti,  equivalenti  rispettiva- 
mente a  cerchi  dati,  ai  rispettivi  diametri  dei  cerchi  sono  tutti 
ugnali  tra  loro. 

(^  Poiché  si  sa  che,  mediante  riga  e  compasso,  non  si 
pnò  coBtroire  il  segmento  equivalente  a  dato  cerchio,  si  paò 
dire  che  il  numero  ^  è  irrazionale. 
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lore  di  n,  dato  il  valore  del  raggio  si  potrebbe  cal- 
colare la  lunghezza  del  cerchio. 

655.  Se  indichiamo  con  pePi  valori  dei  perimetri  I 
di  dae  poligoni  qualunque,  uno  iscritto  in  un  cerchio 
e  r  altro  circoscritto,  con  e  il  valore  del  segmento  j 
equivalente  al  cerchio,  e  con  r  quello  del  raggio,  [ 
essendo  [548]: 

p      <    €    <    F, 

egli  è  [554]        ^<   ^  <-2r- 

Questa  limitazione  fa  vedere  che,  se  i  perimetri  p 
e  P  differiscono  poco  tra  loro,  i  quozienti,  che  si  otten- 
gono dividendoli  per  il  diametro,  sono  due  valori  ap- 
prossimati di  TV,  uno  per  difetto  e  T  altro  per  eccesso. 
La  differenza  tra  i  due  quozienti  esprime  il  grado 
d'approssimazione.  Bisogna  dunque  trovar  modo  di 
calcolare,  sia  pure  per  approssimazione,  i  valori  dei 
perimetri  di  due  poligoni,  uno  circoscritto,  l'altro 
iscritto  in  un  cerchio  di  raggio  noto,  qualunque. 

656*  Probi.  Dato  U  valore  del  raggio  di  un  cerchio 
e  quello  délV  apotema  di  un  poligono  regolare  iscritto^ 
calcolare  V  apotema  del  poligono 
regolare  iscritto  che  ha  numero 
doppio  di  lati. 

Risol*  Sia  un  cerchio  qua- 
lunque, 0  il  centro  ed  AB  il 
lato  del  poligono  regolare  iscrit- 
to di  n  lati.  Se  si  tira  il  diametro 
CE  normale   alla  corda  AB^ 
questa  viene  dimezzata  in  D,  e  Parco  AB  in  Cj 
dimodoché  AC  è  il  lato  del  poligono  regolare  iscritto 
di  2n  lati.  E  se  da  0  tiriamo  OF  normale  ad  AC^ 
otteniamo  in  Oi^  T apotema  del  poligono  di  2n  lati; 
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OD  e  Tapotema  del  poligono  di  n  lati.  Indichiamo 
con  Tj  Un  ed  a^n  riispettivamente  i  valori  dei  segmenti 
OC,  OD  ed  OF. 

Ora,  condotto  AE^  si  osservi  intanto  che  il  seg- 
mento OF,  perchè  unisce  i  punti  di  meszo  [211]  di  due 
lati  del  triangolo  CAF^  è  [328,  bis]  uguale  alla  metà 
del  terzo  lato.  Pertanto  il  valore  di  AF  è  2  «2».  E  per- 
chè r  angolo  CAFy  cotne  iscritto  in  mezzo  cerchio, 
è  retto  [349],  e  AD  è  normale  ad  FC^  e  in  ogni 
triangolo  rettangolo  un  cateto  è  medio  proporzionale 
[514]  tra  la  sua  proiezione  suUMpotenusa  e  Tìpote- 
nusa,  abbiamo  la  proporzione  [600]: 

2r  :  2afi„  =  2a9»  :  (r  +  a„) 
dalla  quale  si  ricava: 

2a2«  =  V  2r(r  +  a^  ). 
Questa  è  la  formula  domandata. 

6S7*  Probi.  Doito  U  valore  del  raggio  di  un  cerchio 
e  queUo  deWapotema  di  un  poligono  regolare  iacrittOj 
calcolare  il  perimetro  dal  poligono  regolare  circoscritto 
adeguai  numero  di  lati, 

Risol*  Indichiamo  rispettivamente  con  p^  ed  a» 
i  valori  del  perìmetro  e  deU^apotema  di  un  poligono 
regolare  di  n  lati,  iscritto  in  un  cerchio  ;  e  con  r  e  Pn 
i  valori  del  raggio  e  del  perimetro  del  poligono  re- 
golare, circoscritto,  di  n  lati. 

Notiamo  anzitutto  che,  in  grazia  del  teorema  di 
Pitagora  (s'intende  il  teorema  aritmetico  [608]),  dai 
valori  del  raggio  d'un  cerchio  e  dell' apotema  di  un 
poligono  regolare,  iscrìtto,  si  può  dedurre  il  valore 
della  metà  del  lato  del  poligono  e  quindi  anche  il 
valore  del  perimetro  del  poligono.  Per  il  nostro  caso 
la  formula  per  il  calcolo  di  p^  è  la  seguente: 

p«  =  2nV  r^  —  a^K 
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Ed  ora,  poiché  manifestamente  [287;  563]  i  due 
poligoni,  che  consideriamo,  sono  simili,  e  Fapotema 
dell'iscrìtto  e  il  raggio  del  cerchio  si  possono  riguar- 
dare come  i  raggi  di  due  cerchi  a  cui  i  poligoni  stessi 
sono  circoscritti,  abbiamo  [567]: 

Pn  :  Pn  =  r  :  a« 
opperò:  P^  =  -^ 


Questa  è  la  formula  domandata* 

659.  Le  formule  trovate  nei  §§  656,  657  mo- 
strano che,  per  poter  calcolare  i  valori  dei  perimetri 
di  due  poligoni  regolari,  uno  circoscritto  e  T  altra 
iscritto  in  un  cerchio  di  raggio  dato,  e  d'un  numera 
di  lati  tanto  grande  quanto  si  voglia,  basta  cono- 
scere V  apotema  di  un  poligono  regolare,  iscritto. 
Facilmente  si  trova^  ad  es.,  essere  aé  =  ry  2  :  2 
ed  a^  =  rV d  :  2.  Cosi,  fondando  il  calcolo  sul- 
r  apotema  del  quadrato  iscrìtto,  si  possono  calcolare 
successivamente  i  valorì  degU  apotemi  dei  poligoni 
regolarì,  iscrìtti,  di  8,  di  16,  di  32  lati,  ecc.  Conoscendo 
r  apotema  di  un  poligono  regolare,  iscrìtto,  e  il  raggio 
del  cerchio,  sì  può  [657]  poi  dedurne  il  perìmetro,  e  in- 
fine anche  il  perimetro  del  poligono  regolare,  circo- 
scrìtto, di  altrettanti  lati.  [657]. 

Con  questo  metodo,  e  per  l'appunto  partendo  dal- 
l'esagono iscrìtto,  spingendo  il  calcolo  fino  ad  otte- 
nere i  perìmetrì  dei  poligoni  regolarì,  iscrìtto  e  circo- 
scrìtto, di  96  lati,  Abchimede  trovò  che  n  è  compresa 
fra  3  +  "Ir  ©  3  +  -W'  ^  secondo  valore,  ossia  -^^ 
molto  usato  in  pratica,  supera  n  di  meno  di  mezzo 
centesimo. 

Mezio  ha  trovato  per  n  il  valore    -j^,  facile  a 
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tenere  a  mente,  e  molto  approssimato,  giacche  supera 
n  di  meno  di  mezzo  milionesimo. 

LuDOLF  da  Colonia  ha  calcolato  32  cifre  deci- 
mali di  TT. 

Secentemente  Shanks  ne  ha  calcolate  530. 

Questi  due  ed  altri,  con  vari  metodi,  trovarono 
tutti: 

^  =  3, 141692663589793238462643383279 .... 
Ma  per  qualunque  uso  pratico  ha  sufficiente  appros- 
simazione il  valore  3, 1416. 

Area  del  circolo.  C). 

659.  Teor.  La  differenza  tra  due  poligoni  rego- 
lari di  ^TL  latij  uno  circoscritto  ad  un  cerchio,  e  V altro 
iscrittOj  è  minore  della  metà  della  differenza  tra  i  poli- 
goni regolari  di  n  lati^  uno  circoscritto  e  V  altro  iscritto 
nel  cerchio  stesso. 

nini.  Sia  AB  nn  lato  di  un  poligono  regolare  di 
n  lati,  iscritto  in  un  cerchio.  Tiriamo  per  il  centro  0 
la  OC  normale  alla  corda  AB  e  sia,  D  ì\  punto 

in  cui  essa  incontra  Tarco 
BA.  Si  tiri  per  A  la  tan- 
gente, e  sia  E  il  punto  in 
cui  essa  incontra  [284]  la 
retta  0  C  Infine  tiro  per 
D  la  tangente,  e  sia  F  il 
punto  dove  essa  incontra 
IfiAE. 

Poiché  il  poligono  di  n 
lati  circoscritto  è  compo- 
sto di  2  n  triangoli  eguali  al  triangolo  AOE^  ed  il  po- 
ligono di  n  lati  iscritto  è  composto  di  2n  triangoli 

(*")  Qai  s'intende  dire  valutazione  delVarea  del  circolo. 
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eguali  al  triangolo  AOG,  la  differenza  tra  i  dne  poU- 
goni  (differenza  che  indicheremo  con  i»)  è  composta 
di  2n  triangoli  eguali  al  triangolo  A  CE. 

E  perchè  il  poligono  di  2n  lati  circoscritto  è  com- 
posto di  2  n  quadrangoli  eguali  al  quadrangolo  A  ODF, 
ed  il  poligono  di  2n  lati  iscritto  è  composto  di  2n 
triangoli  eguali  al  triangolo  A  OD^  la  differenza  tra  i 
due  poligoni  (differenza  ohe  indicheremo  con  i»,)  è 
composta  di  2n  triangoli  eguali  al  triangolo  ADF. 

Cosi,  per  provare  che  ^a»  è  minore  della  metà 
di  in)  basta  provare  che  il  triangolo  ADF  è  minore 
della  metà  del  triangolo  A  CE. 

Perciò  basta  osservare  che,  essendo  FÉ  >  FD^ 
ed  FD  =  AF,  è  FÉ  >  AF^  e  che  per  conseguenza 
il  triangolo  FDE  è  maggiore  [403]  del  triangolo  AFD. 
Poiché  questi  due  triangoli  sono  parti  distinte  del 
triangolo  A  CE,  il  triangolo  AFD  è  minore  della 
metà  del  triangolo  A  CE. 

Conchiudiamo  che  è4a„<4'^«®^i^  gene- 
rale che  ecc. 

660*  Cor.  Dato  un  cerchio  ed  un  poligono  (^)  ^uo- 
lunque,  si  possono  trovare  due  poligoni,  uno  circoscritto 
al  cerchio  e  V  altro  iscritto,  la  cui  differenza  sia  min 
nore  del  poligono  dato. 

Infatti,  se  si  costruiscono  due  poligoni  regolari 
di  egual  numero  di  lati,  uno  circoscritto  al  cerchio- 
dato  e  r  altro  iscritto,  e  poi  si  va  costruendo  suc-r 
cessivamente  poligoni,  pur  regolari,  uno  circoscritto 
e  r  altro  iscritto,  in  cui  il  numero  dei  lati  sia  doppio 
di  quello  dei  precedenti,  la  differenza  tra  i  poligoni  è 

{})  Se  invece  d'un  poligono  fosse  data  ona  parte  di  piano 
qualunque,  si  prenderebbe  da  questa  una  parte  che  fosse  un 
poligono  e  si  trascurerebbe  il  rimanente. 
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ogni  volta  minore  della  metà  della  differenza  tra  i  due 
poligoni  precedenti  [659]  ;  e  perciò,  seguitando  abba- 
«itanza,  si  perviene  necessariamente  [586]  a  due  poli- 
goni, uno  circoscritto  e  T  altro  iscritto,  la  cui  diffe- 
renza è  minore  del  poligono  dato. 

661.  Teor.  Un  triangolo^  che  ahhia  la  hcbse  equiva- 
lente ad  un  cerchio  dato  e  altezza  eguale  al  raggio^  è 
^minore  di  qualunque  poligono  circoscritto  ed  è  maggiore 
di  qtudunque  poligono  iscritto. 

nliii.  Chiamiamo  T  un  triangolo,  che  abbia  la 
base  C  equivalente  ad  un  cerchio  dato  e  T  altezza 
aguale  al  raggio. 

Poiché  un  poligono  circoscritto  è  equivalente  [411] 
^d  un  triangolo,  che  ha  per  base  il  perimetro  P  del 
poligono  ed  altezza  eguale  al  raggio,  ed  è  C  <<  P  [650], 
il  triangolo  T  è  miaore  [403]  di  qualunque  poligono 
•circoscritto. 

Consideriamo  ora  un  poligono  iscritto,  qualunque  ; 
dividiamolo  in  triangoli,  unendo  il  centro  coi  vertici; 
«  prendiamo  per  altezze  dei  triangoli  i  segmenti  nor- 
mali tirati  dal  centro  ai  lati  del  poligono.  Tutte 
queste  altezze  sono  minori  del  raggio  del  cerchio. 
{211  ;  236].  Perciò^  se  questi  triangoli  si  trasformano 
in  altri  aventi  altezza  eguale  al  raggio,  le  basi  di 
questi  sono  rispettivamente  minori  delle  basi  dei 
primi.  Quindi  il  poligono  iscritto  è  minore  d^un  trian- 
golo avente  base  uguale  al  perimetro  p  ed  altezza 
•eguale  al  raggio.  (^).  £  poiché  cosi  fatto  triangolo, 
perchè  è  p  <  C,  è  minore  del  triangolo  T,  a  più 

(})  Veramente  il  ragionamento  non  contempla  qnel  poli- 
goni, per  i  quali  il  centro  del  cerchio  è  estemo.  Ma  per  qua- 
lunque di  questi  è  facile  costruire  un  poligono  col  centro  in- 
terno e  di  cui  quell'altro  è  una  parte. 
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forte  ragione  il  poligono  iscritto  è  minore  del  triai^ 
golo  T. 

Cosi  è  provato  che  ecc. 

660.  Teor.  Un  circolo  è  equivalente  ad  un  trian- 
gola  che  ha  la  base  equivalente  al  cerchio  ed  altezza- 
eguale  al  raggio. 

nini.  Dato  un  cerchio  qualunque,  consideriamo 
la  classe  composta  coi  poligoni  circoscritti  e  quell& 
composta  coi  poligoni  iscritti.  Queste  due  classi  sona 
contigue.  Infatti  qualunque  poligono  circoscrìtto  è 
maggiore  di  qualunque  poligono  iscrìtto;  e  si  possono 
trovare  [660]  due  poligoni,  uno  circoscrìtto  e  F altro 
iscrìtto,  la  cui  differenza  sia  minore  di  qualsivoglia 
superficie  data. 

Tra  le  due  classi  contigue  considerate  è  compreso 
manifestamente  il  circolo  dato.  Ma  è  compreso  tra 
queste  classi  anche  il  trìangolo,  che  ha  la  base  equi- 
valente al  cerchio  ed  altezza  eguale  al  raggio,  per- 
chè, come  si  è  dimostrato  [661],  anch'esso  è  minoro 
di  qualunque  poligono  circoscrìtto  e  maggiore  di  qua- 
lunque poligono  iscritto.  Pertanto  il  circolo  ed  il  trian- 
golo sono  equivalenti  [639],  e.  d.  d. 

668.  Cor.  L'area  di  un  circolo  è  ugtiale  al  pro^ 
dotto  di  n  per  il  quadrato  del  raggio. 

Infatti,  dacché  [662]  un  circolo  è  equivalente  ad 
un  triangolo,  che  ha  la  base  equivalente  al  cerchio  e 
altezza  eguale  al  raggio,  se  indichiamo  con  a  Tarea 
del  circolo,  con  r  il  valore  del  raggio  e  con  e  la  lun-> 
ghezza  del  cerchio,  abbiamo  [611]  intanto: 

cr 
2 
Ma  [654]  è  e  =  23ir^ 

quindi  è  a  =  nr^,  e.  d.  d. 
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664*  Teor.  Un  circolo  sta  al  quadrato  del  raggio 
^ome  U  cerchio  sta  al  diametro. 

nini.  Imaginiamo  che  il  segmento  A  B  sia  equi- 
valente ad  un  cerchio  dato,  qualunque.  Posto  il  raggio 
del  cerchio,  ad  es.  in  J.(7,  normale  ad  AB^  si  unisca 
con  G  con  B.  Sappiamo  [662]  che  il  triangolo  ABC  e 
equivalente  al  circolo.  Ed  ora,  costruito  un  quadrato 
DEHF,  di  lato  eguale  al  raggio  del  cerchio,  si  pro- 
lunghi DE  di  un  segmento  HK  =  jB2),  e  si  tiri  FK. 
H  triangolo  KDF  è  equivalente  al  quadrato  SD\  e 
DK  è  uguale  al  diametro. 

Ora,  perchè  triangoli  d'eguale  altezza  stanno  [444] 
tra  loro  come  le  basi,  abbiamo  : 

ABC  :  DKF  ==  AB  :  2>Z; 


opperò,  indicando  con  Sii  circolo,  con  R  il  raggio,  con 
i?^  il  quadrato  del  raggio,  e  con  C  il  segmento  equiva- 
lente al  cerchio,  anche  : 

8  :  B^=C  :  2B,  cd.d. 

665.  Cor*    Due  circoli  stanno  tra  loro  come  i 
quadrati  dei  raggi. 

Poiché  un  circolo  sta  al  quadrato  del  raggio  come 
il  cerchio  sta  al  diametro  [664],  e  il  rapporto  del  cer- 
chio al  diametro  è  costante  [653],  anche  il  rapporto  del 
circolo  al  quadrato  del  raggio  è  costante.  Cosi,  se  indi- 
chiamo rispettivamente  con  8  ed  8'  due  circoli  di  rag- 
gi R  ed  B'j  abbiamo  la  proporzione  : 

8  :  R^  =  8'  :  R'^ 
epperò  [468]  infine  : 

8  :  8'  =  R^  :  R'\  e.  d.  d. 
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•66.  Ilef.  La  parte  d'un  circolo,  che  è  compresa, 
tra  un  arco  ed  i  raggi  che  hanno  i  termini  nelle  estre*- 
mità  dell'arco,  si  dice  settore.  L'angolo  dei  due  raggi 
si  dice  angolo  dd  settore. 

667.  Tcor.  Dt4e  archi  d^un  cerchio^  o  due  settori 
di  un  circolo^  stanno  tra  loro  come  gli  angoli  (d  centro- 
corrispondenti. 

nini.  In  un  cerchio  qualunque  siano  due  archi 
qualunque  AB  e  CD.  Dico  che  questi  archi  stanno  tr& 
loro  come  i  corrispondenti  angoli  al  centro  AOBjCO  D^ 
E  che  anche  i  due  settori  AOB^  COD  stanno  tra  loro 
come  i  loro  angoli  AOB,  COD. 

Presa  dall'  arco  CD  una  parte  aliquota  ad  arbi- 
trio, ad  es.  una  n.esima  parte,  si  misuri  con  essa., 
l'arco  AB.  Sia  m  il  quoziente 
della  divisione,  e  supponiamo  che 
ci  sia  un  resto.  Se  ora  uniamo  col 
centro  tutti  i  punti  di  divisione 
dei  due  axchi,  troviamo  che  l'an- 
golo  COD  resta  diviso  in  n  parti 
eguali  [226],  ed  in  (wi  -|-  1)  parti 
l'angolo  AOB]  m  di  queste  sono  eguali  [225]  tra 
loro  e  alle  parti  di  C(0)D,  ed  una,  quella  corri- 
spondente al  resto,  è  minore  [226]  delle  altre  parti. 
Pertanto,  misurando  l'angolo  AOB  con  una  n.esi- 
ma  parte  dell'  angolo  COD,  si  trova  m  per  quo* 
ziente,  appunto  come  s'è  trovato  il  quoziente  fn^ 
misurando  l'arco  AB  con  una  n,esima  parte  del* 
l'arco  CD. 

Se  una  divisione  non  dà  resto,  altrettanto  av« 
viene  dell'altra. 

Cosi  resta  dimostrata  la  proporzione: 

arco  AB  :  arco  CD  =  A{0)B  :  C(0)D. 
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Nello  stesso  modo,  perchè  ad  angoli  eguali  cor- 
rispondono settori  eguali  e  ad  angolo  minore  settore 
minore,  si  prova  che: 
settore  AOB  :  settore  COD  =  A(0)B  :  C(0)D. 

668.  Cor.  Il  rapporto  di  un  arco  aìV  intero  cerchio^ 
e  quello  di  un  settore  ad  un  circolo,  sono  eguali  am" 
hidue  al  rapporto  del  corrispondente  angolo  a  quat" 
tra  retti. 

Infatti  quattro  retti  è  l'angolo  al  centro  che  cor- 
risponde all'intero  cerchio,  ed  un  circolo  si  può  riguar- 
dare quale  un  settore,  il  cui  angolo  è  di  quattro  rettL 

669*  Poiché  si  sanno  calcolare  la  lunghezza  di 
un  cerchio  di  dato  raggio,  e  l'area  d'un  circolo  di 
-dato  raggio,  si  possono  calcolare  la  lunghezza  di  un 
arco  e  l'area  di  un  settore,  purché,  oltre  del  raggio, 
sia  dato  il  valore  dell'angolo  corrispondente. 

Se  per  unità  degli  angoli  prendiamo  l'angolo  retto, 
e  dinotiamo  con  x  la  lunghezza  dell'arco,  con  y  V  area 
del  settore  e  con  a  il  valore  dato  del  corrispondente 
angolo  al  centro,  abbiamo  le  proporzioni: 

X  :  2nr  =  cr  :  4, 
ed  y  :  nr^  =  a  :  4, 

le  quali  valgono  a  determinare  i  valori  di  a:  e  di  y. 

£ser€izi, 

771. Se  ABy  BC^  CD,  ....  HK  sono  segmenti  consecutivi  e 
allineati,  la  linea,  composta  dei  semicerclii  dei  quali  detti 
segmenti  sono  diametri,  è  equivalente  al  mezzo  cerchio, 
che  ha  per  diametro  AK.  [479]. 

772.  Se  sui  lati  di  un  triangolo  rettangolo,  presi  come  dia- 
metri, si  costruiscono  tre  cerchi,  il  circolo  maggiore  è 
equivalente  alla  somma  degli  altri  due.'  [479]. 

773.  Se  un  triangolo  rettangolo  è  iscritto  in  mezzo  cerchio,  e 
sui  cateti  ed  esternamente  si  descrivono  due  mezzi  cer-. 
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chi,  da  qnesti  e  dal  primo  sono  compresi  due  menischi 
(lunule  d*  Ippoc&atb),  la  cui  somma  è  equivalente  al 
triangolo. 

775.  Se  sopra  ciascun  lato  di  nn  triangolo  equilatero,  iscritto 
in  un  cerchio,  si  descrive,  esternamente  al  cercliio,  mezzo 
cerchio,  la  somma  delle  tre  lunule  supera  il  triangolo  di 
un  ottavo  del  circolo  dato. 

776.  Se  due  poligoni  regolari  di  n  lati  sono  l'uno  iscritto  e 
l'altro  circoscritto  ad  uno  stesso  cerchio,  questo  cerchio 
è  medio  proporzionale  tra  il  cerchio  iscritto  nel  primo 
poligono  ed  il  cerchio  circoscritto  al  secondo.  E  cosi  dicasi 
dei  tre  circoli. 

777. Se  un  diametro  ABei  divide  in  n  parti  eguali  AC,  CD.,. 
MB,  e  poi  sui  segmenti  AC,  AD,,.„AM  da  ima  banda,  e 
sui  segmenti  CB,  DB,,... MB  dall'altra,  presi  per  diame- 
tri, si  descrivono  dei  semicerchi,  il  circolo  dato  resta  diviso 
in  n  parti,  che  hanno  perimetri  equivalenti  e  superficie 
equivalenti. 

778.  Se  sopra  un  raggio  OA  di  dato  cerchio  si  descrive  un  cer- 
chio, e  condotti  per  0  ed  0'  due  raggi  OB,  O'B',  da 
una  stessa  banda  di  00'  e  normali  ad  00',  poi  su  BB', 
preso  come  diametro,  e  dalla  banda  opposta  di  0,  si  de- 
scrive mezzo  cerchio,  detto  C  il  punto  dove  esso  taglia  il 
cerchio  dato,  la  somma  del  settore  OO'B'  e  della  figura 
compresa  tra  i  due  archi  BC,  è  equivalente  alla  somma 
delle  due  figure  OBB'  e  AB'C. 

779. Se  sopra  due  raggi  OA,  OB  di  uno  stesso  cerchio,  che 
siano  normali  tra  loro,  si  descrivono  due  semicerchi  dalla 
banda  del  quarto  di  cerchio  AB  (quadrante  AB),  e  sia 
C  il  punto  dove  i  semicerchi  si  tagliano,  la  figura  com- 
presa dai  due  archi  OC  h  equivalente  a  quella  compresa 
dagli  archi  CA,  CB  e  dal  quadrante  AB. 

780. La  superficie  compresa  tra  due  cerchi  concentrici  (and' 
lo),  è  equivalente  al  circolo,  che  ha  per  diametro  una 
corda  del  maggior  cerchio  che  sia  tangente  al  minore. 

781.  La  superfìcie  di  un  anello  è  equivalente  ad  un  rettan- 
golo, che  ha  base  equivalente  a  quel  cerchio  il  cui  raggio 
è  la  semisomma  dei  raggi  dei  cerchi  che  comprendono  l'a- 
nello, ed  altezza  eguale  alla  differenza  dei  raggi  stessi. 

782. Se  AB,  BC,  CD  sono  segmenti  consecutivi  di  una  stessa 
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retta  e  il  primo  ed  il  terzo  sono  eguali,  e  si  descrivoito 
da  una  stessa  banda  tre  semicerchi  sui  diametri  AB^  CD^ 
ADf  eà  uno  da  banda  opposta  con  diametro  BC^  si  ot- 
tiene una  figara  («attuo»),  la  coi  snperfiole  è  equivalente 
al  circolo,  che  ha  per  diametro  la  somma  del  raggi  del 
due  cerchi  concentrici. 

783.  Se  sul  diametro  ^  J?  di  un  cerchio  si  prendono  due  punti 
C  e  D  ad  arbitrio,  e  si  descrivono,  su  ^C  e  il D  da  una 
banda,  e  su  BJ}  e  BC  dall'altra,  quattro  semicerchi,  il 
contorno  della  figura  (peleooide)  risultante  è  equivalente 
al  cerchio  dato,  e  la  superficie  sta  al  circolo,  come  CD 
sta  a  AB. 

784. Se  si  divide  in  0  ad  arbitrio  il  diametro  AB  ài  mezzo  cer- 
chio, e  sui  segmMLti  AC,  CB  come  diametri  si  descrìvono 
due  mezzi  cerchi  dalla  stessa  banda  del  dato,  la  fig^ura  (or^ 
belo)  limitata  dai  tre  mezzi  cerchi  è  equivalente  ad  un  cir- 
colo che  ha  il  diametro  medio  proporzionale  tra  AC  e  CB. 

785.  Se  quattro  circoli  hanno  per  diametri  rispettivi  le  parti  di 
due  corde  di  un  cerchio  che  si  tagliano  ad  aagolo  retto, 
la  somma  dei  circoli  è  equivalente  al  circolo  dato. 

786.Dividere  un  circolo  in  n  parti  equivalenti,  e  ciò  con  cerchi 
concentrici  col  dato. 

787.  Dividere  un  circolo  dato  in  n  parti  equivalenti,  e  ciò  con 
cerchi  tangenti  al  cerchio  dato  in  punto  data 

788.  Due  settori  circolari,  che  siano  compresi  tra  augoli  eguali, 
hanno  perìmetri  che  stanno  come  i  raggi,  e  superficie  che 
stanno  come  i  quadrati  dei  ragg^ 

789.Se  un  cerchio  ha  per  diametro  un  raggio  di  un  altro,  i 
segmenti  dei  due  circoli,  tagliati  via  da  una  retta  ti- 
rata per  il  punto  di  oontatto,  sono  uno  quadruplo  del- 
l' altro. 

790. Se  un  cerchio  rotola  nell'interno  di  un  cerchio  di  raggio 
doppio,  ogni  punto  del  primo  cerchio  percorre  un  diame- 
tro del  secondo. 

791.  Calcolare  l'area  della  superficie  che  è  chiusa  da  tre  cerchi 
eguali,  che  si  toccano  esternamente  a  due  a  due. 

792.  Sul  lato  di  un  esagono  regolare,  iscrìtto  in  un  cerchio,  ed 
esternamente  al  cerchio  dato,  si  descrìva  mezzo  cerchio. 
Si  calcoli  l'area  della  superfìcie  compresa  da  un  sesto  del 
cerchio  dato  e  dal  semicerchio  descrìtto. 

94 
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793.  Sopra  un  lato  di  nn  triangolo  equilatero  preso  come  dia-- 
metro  e  dalla  banda  del  triangolo,  si  descriva  mezzo  cer- 
chio. Si  calcolino  le  aree  delle  parti  del  circolo  che  si 
trovano  fuori  del  triangolo,  e  quella  della  parte  del  trian- 
golo, che  è  fuori  del  cerchio. 

794*  Due  cerchi  eguali  passano  ciascuno  per  il  centro  delPiJ- 
tro.  Si  calcoli  l'area  della  superficie  compresa  dai  due  ar- 
chi intemi  dei  due  cerchi. 

795.  Un  cerchio  rotola  tutto  intomo  ad  un  triangolo.  Si  calcoli 
l'area  della  superficie  descritta  dal  cerchio,  supponenda 
che  sia  dato  il  perìmetro  del  triangolo  e  il  raggio  del  cerchio. 

796.  Calcolare  l'area  del  segmento  di  un  circolo  che  è  com- 
preso tra  due  corde  parallele  ed  eguali  rispettivamente  ai 
lati  del  quadrato  e  dell'esagono  regolare  iscrittL 

797.  A  e  B  sono  due  vertici  consecutivi  di  nn  esagono  rego- 
lare, iscritto  in  un  cerchio.  Da  A  si  tiri  la  normale  alla 
tangente  nel  punto  B.  Si  calcoli  l'area  della  superficie 
compresa  tra  la  normale,  la  tangente  e  l'arco  AB. 

79B.ABC  è  un  triangolo  rettangolo  in  C.  Sul  cateto  BC,  ester- 
namente al  triangolo,  si  descriva  mezzo  cerchio,  e  poi  si 
faccia  girare  la  figura  intomo  al  punto  A.  Si  domanda 
l'area  descrìtta  in  un  giro  dal  semicerchio,  supposti  noti 
i  valori  dei  cateti. 

799. Dato  un  rettangolo  (di  lati  a  e  ò),  determinare  il  centro- 
del  cerchio  di  diametro  a,  che  tocca  due  lati  opposti  del 
rettangolo  in  modo  che  una  delle  parti  del  rettangolo,  che 
cadono  fuori  del  circolo,  sia  equivalente  al  circolo. 

800.  Sulla  tangente  in  ^  ad  un  cerchio  di  centro  0  si  pren- 
dano consecutivamente  i  segmenti  AB  e  BC  eguali  ri- 
spettivamente  agli  -j-  e  -j-  del  raggio.  Condotti  OB^OCy 
si  prenda  sul  raggio  ^0  un  segmento  AD=OB.  Si  tiri 
infine  per  D  la  parallela  ad.  OC  fino  ad  incontrare  in  F 
la  tangente.  La  lunghezza  ài  AF  è  grandemente  appros- 
simata a  quella  del  cerchio.  (Per  un  cerchio  di  7000  Km 
di  raggio  (il  raggio  medio  della  terra  è  di  6866  Km)  la 
diffei^nza  sarebbe  minore  di  un  metro). 


STEREOMETRIA 

CAPITOLO  XV 
PIANO  E  RETTA  NORMALI  TRA  LORO 


Preliminari. 

675*  Teor*  Una  retta,  che  passi  per  un  punto  di 
un  piano  e  per  un  punto  che  non  appartenga  ai  piano, 
ha  con  questo  piano  qttel  solo  punto  comune. 

nini.  Sia  un  piano  a,  un  pnnto  il,  e  un  altro 
punto  B  non  appartenente  al  piano.  Dico  che  la  retta 
AB  ho,  in  comune  col  piano  il  solo  punto  A. 

Infatti  se,  oltre  che  A,  la  retta  avesse  in  comune 
ool  piano  un  altro  punto  C,  essa  giacerebbe  nel  piano 
[52, 1**]  ;  ma  allora  non  potrebbe  passare  per  il  punto 
B  che  è  fuori  del  piano. 

676.  Quando  una  retta  ha  in  comune  con  un 
piano  un  punto  solo,  si  dice  che  la  retta  incontra  il 
piano  in  quel  punto,  od  anche  che  il  piano  taglia  la 
retta  in  quel  punto. 

677*  Teor.  Se  una  retta  incontra  unpiano,  eun^al- 

tra  retta  situata  nel  piano  non 
passa  per  il  punto  d^  incontro, 
non  vi  è  piano  che  passi  per 
ambedue  le  rette. 

nini.  Sia  un  piano  a  e 
una  retta  AB  che  lo  incontri 
nel  punto  A.  Un'  altra  retta 
CD  giaccia  nel  piano  a,  senza  passare  per  A.  Dico  che 
non  c'è  nessun  piano  che  passi  per  ambedue  le  rette. 
Infatti,  se  ci  fosse  un  piano  che  passasse  per  am- 
bedue le  rette,  questo  piano,  passando  per  la  retta 
CD  e  per  il  punto  A,  coinciderebbe  [54]  col  piano  a  ; 
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ma  questo  piano,  per  ipotesi,  anziché  passare  per  la 
retta  AB,  la  taglia. 

6V8«  Dae  rette,  che  non  possono  appartenere  ad 
uno  stesso  piano  [677],  si  dicono  sghembe. 

679.  Teor.  Duepiani,  se  hanno  un  punto  in  comunCy 
hanno  in  comune  una  retta  passante  per  il  punto  comune. 

Dim.  Sia  A  un  punto  comune  a  due  piani  di- 
stinti a  e  /?.  Dico  che  questi  piani  hanno  in  comune 
una  retta  che  passa  per  A. 

Tirisi  per  il  punto  A  in  uno  dei  piani,  ad  es. 
nei  piano  fi,  una  retta  qualunque,  e  poi  si  prendano 
su  questa  retta  due  punti  B,  -0, 
in  modo  che  siano  da  bande  op- 
poste del  punto  A,  e  quindi  [52, 
8^]  da  bande  opposte  del  piano  a. 
Si  segni  poi  nel  piano  fi  una  li- 
nea qualunque  che  abbia  le  estre- 
mità nei  punti  B,  C.  Questa  linea 
incontrerà  il  piano  a  almeno  in  un  punto  D.  La  retta 
AD,  poiché  ha  con  ciascuno  dei  piani  in  comune  i 
punti  A  e  D,  è  comune  [52,  1^]  ad  ambidue  i  piani. 

Fuori  della  AD  i  piani  a  e  fi  non  possono  avere 
nessun  altro  punto  in  comune,  perchè  [54]  altrimenti 
coinciderebbero.  Cosi  è  provato  che  ecc. 

680.  Teor.  8e  due  piani  hanno  una  retta  in  co^ 
mune,  le  due  falde,  in  cui  ciascun  piano  è  diviso  da  co- 
tal  retta,  sono  sittuite  da  bande  opposte  ddPcMro  piano. 

Dim.  Infatti,  se  si  prendono  sopra  uno  dei  piani 
due  punti  Ae  B,  che  siano  da  bande  opposte  [52, 2^] 
rispetto  alla  retta  comune,  e  si  tira  la  retta  AB,  questa 
incontra  la  retta  comune  in  un  punto  (7,  e  i  due  raggi 
CA,  CB  [52, 8^]  e  per  conseguenza  anche  i  punti  AbB 
sono  situati  da  bande  opposte  rispetto  all'  altro  piano. 
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681..  Se  due  piani  distinti  hanno  una  retta  in  eo<* 
mune,  si  dice  che  si  segano  o  s*  incontrano  in  questa 
retta,  la  quale  si  dice  intersezione  dei  due  piani. 

Piano  e  retti  normali  tra  loro. 

689*  Teor.  8e  due  rette  sono  normali  ad  una  terza 
in  uno  stesso  punto,  questa  retta  è  normale  a  qualun^ 
que  altra  condotta  per  il  detto  punto  nel  picmo  deXLe 
due  prime. 

Bim.  Due  rette  BC,  BD  siano  normali  ad  una 
terza  AB  in  un  medesimo  punto  B.  Dico  che  \9k  AB 
è  normale  a  qualunque  altra  retta  condotta  per  il 

punto  B  nel  piano  determi- 
nato [55]  dalle  ^C,  BD. 

Condotta  per  B  e  nel 
piano  delle  JSC,  BD  una 
retta  BE  qualsivoglia,  si 
uniscano  due  punti  C  e  D^ 
presi  ad  arbitrio  sulle  BCy 
BD.  Sia  F  il  punto  d'incon- 
tro delle  rette  CD,  BE.  (^). 
Poi,  presi  sulla  AB  due  seg- 
menti eguali  BA,  BS,  si 
uniscano  i  punti  C,  F  e  D  con  A  e  con  S. 

Otb,,  perchè  le  rette  B  C,  BD  sono  assi  (})  del  seg- 

(^)  Nella  Stereometrìa  nn  segmento  ha  una  infinità  di  assi  ; 
ne  ha  uno  in  ciascmio  del  piani  che  passano  per  il  segmento. 

Avvertiamo  che,  nel  seguito,  non  si  può  dire  che  la  retta 
che  passa  per  dne  pnnti,  che  siano  equidistanti  dalle  estre- 
mità d^un  segmento,  è  un  asse  del  segmento,  se  non  quando 
si  sappia  che  i  due  punti  e  la  retta  giacciono  in  uno  stesso 
piano.  Questa  condizione  è  sodisfatta  se  uno  dei  punti  si  trova 
sulla  retta. 
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mento  AE,  abbiamo  AC  =:  HC  e  AD  =  HJD.  Se 
ora  si  considerano  i  triangoli  A  CD,  H  CD,  si  trova 
che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali  e  si  conchiude 
che  Q  A(C)D  =  D{C)S.  Ora,  confrontando  itrian- 
goMAGF,  ECF,  si  trova  [170]  che  h  AF  =  HF. 
Infine,  confrontando  i  triangoli  J.SJP,  HBF,  si  trova 
che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali.  Quindi  è 
A(B)F  =  F(B)H,  epperò  la  retta  AB  è  normale 
alla  BE. 

683.  Def.  Se  una  retta  incontra  un  piano,  ed 
è  normale  a  tutte  le  rette  del  piano  che  passano  per 
U  punto  d*  incontro,  la  retta  ed  U  piano  si  dicono  nor- 
mali tra  loro. 

11  punto  comune  ad  una  retta  ed  un  piano,  che 
siano  normali  tra  loro,  si  dice  il  piede  della  normale. 

684.  Os8.  In  virtù  del  teorema  del  §  682,  per 
poter  asserire  che  una  retta  è  normale  ad  un  piano, 
basta  sapere  che  la  retta  è  normale  a  due  rette  del 
piano  che  la  incontrano. 

685.  Teor.  Tutte  le  rette,  normali  a  una  stessa 
in  un  medesimo  punto,  giacciono  in  un  medesimo  piano. 

Blm.  Siano  una  retta  AB  e  quante  si  vogliano 
altre  rette  BC,  BD,  BE .  .  .  normali  alla  AB  nel 
punto  B.  Si  deve  provare  che 

le  rette  B  C,  BD, giacciono 

tutte  in  uno  stesso  piano.  Per- 
ciò basta  considerare  il  piano  /- 

determinato  [66]  da  due  qua-  /  ] 

lunque  delle  rette,  sia  ad  es.  il        li — Z^fiZL/ 
piano  a  delle  BC  e  BD,  e  pro- 
vare che  in  questo  piano  si  trova  un'altra  qualunque 
delle  altre  rette,  ad  es.  la  BE. 

Consideriamo  il  piano  fi  delle  rette  AB,  BE*  Que- 


—  375  — 

9to  piano  ed  il  piano  a,  poiché  hanno  in  comune 
il  punto  Bj  hanno  in  comune  [676]  una  retta  che 
passa  per  B]  sia  questa  la  BF.  Ora  la  retta  BA^ 
perchè  normale  alle  due  BC,  BD^  è  normale  [684} 
«1  piano  a,  epperò  [683]  anche  alla  BF.  E  perche 
nel  piano  fi  non  si  può  condurre  che  una  retta  sol- 
tanto che  sia  normale  ad  AB,  la  BE  e  la  BF  non 
«ono  che  una  retta  stessa.  La  BE  giace  adunque 
nel  piano  a. 

686.  Cor.  8e  un  angolo  retto  compie  un  giro 
intorno  ad  un  suo  latOy  V  altro  lato  genera  un  piano. 

Qtmndo  una  figura  ha  compiuto  un  giro  intorno  ad 
una  retta,  ogni  punto  della  figura  ha  descritto  un  cerchio. 

687.  Teor.  8e  dal  piede  di  una  retta,  normale 
ad  un  piano,  si  tira  la  normale  ad  una  retta^  qual^ 
sivoglia  situata  nel  piano  stesso,  una  terza  retta,  che 
unisca  un  punto  qualunque  déUa  prima  normale  col 
piede  della  seconda,  è  essa  pure  normale  aUa  retta  dd 
piano.  (Teorema  delle  tre  normali). 

Bim.  Siano  una  retta  AB  normale  ad  un  pia- 
no a  nel  punto  B,  e  una 
retta  CD  qualunque,  si- 
tuata nel  piano  stesso.  Da  B, 
piede  della  normale,  si  tiri 
la  BE  normale  alla  CD. 
Ora  si  tratta  di  provare  che 
qualsivoglia  retta,  che  uni- 
sca un  punto  della  prima 
n<M:male,  ad  es.  il  punto  A^ 

col  piede  E  della  seconda,  è  normale  alla  CD. 

A  tal  fine  si  prendano  sulla  retta  CD,  partendo 

da  Ej  due  segmenti  eguali  EF,  EH,  e  si  uniscano  1 

punti  F  ed  H  con  A  e  con  B. 
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Intanto,  poiché  BE  è  nn  asse  del  segmento  FHf 
«gli  è  BF  =  BBC.  I  dne  triangoli  ABF^  ABJB 
hanno  BF  =  B3,  hanno  il  lato  AB  in  comune,  e 
retti  [683]  gli  angoli  ABF,  ABS,  perdio  la  AB  è 
per  ipotesi  normale  al  piano  a;  per  consegaenzik 
^AF=:AH. 

Ora,  confrontando  i  triangoli  AEF^  AES^  si 
trova  che  hanno  i  Iati  rispettivamente  ugnali.  Quindi 
è  A(E)F  =  A{E)S,  epperò  la  AE  è  normale  aJOa 
CDj  come  d.  d. 

688.  Teor.  Per  qtMtkivogUa  punta  di  una  retta- 
si pub  far  pcLSsare  un  piano  che  mt  normale  alla. 
rettaj  ed  uno  soltanto. 

Dim«  Sia  una  retta  AB^  e  su  questa  un  punto  C» 
Dico  che  per  C  si  può  tinu:e  un  piano  normale  aliai 
retta,  ed  uno  solo. 

Intanto,  se  per  C  si  conducono  due  rette  distìnte 
CMj  CN  normali  alla  AB^  queste  determinano  [55) 
un  piano  a,  che  è  normale  [684]  alla  ABy  nel  punto  C 

Resta  da  provare  che  per  il  punto  G  ncm  si  può 
condurre  nessun  altro  piano  che  sia  normale  alla  AB. 

Supponiamo  che  un  altro  piano  p  sia  anch'  esso 
normale  alla  retta  AB  m  C.  Se  tiriamo  due  rette 
nel  piano  a,  e  due  rette  nel  piano  p,  queste  quat- 
tro rette,  perchè  normali  [683]  alla  AB  nello  stesso 
punto  (7,  giacciono  tutte  [685]  in  uno  stesso  piano 
che  diremo  /.  Ma  i  due  piani  a  e  /?,  poiché  hanno 
ciascuno  col  piano  y  due  rette  in  comune,  coincidono 
tatti  e  due  [55]  col  piano  y,  e  per  conseguenza  non 
formano  che  un  piano  solo,  e.  d.  d. 

689*  Teor.  Per  qualswo^ia  puntOj  sittusto  fuori 
di  una  retta^  si  può  condurre  un  piano  normale  alla 
retta^  ed  uno  soltanto. 


w 
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IHhi.  Sia  data  una  retta  AB,  e  fuori  di  questa  un 
ponto  G.  Proveremo  che  per  C  si  può  tirare  uu  piano 
normale  alla  retta  A  jB,  ed  un  solo. 

Intanto  si  tiri  [143]  da  0  la  CD  normale  alla  AB^ 
e  poi  per  il  piede  D  si  tiri  [136]  un^  altra  retta  DE^  che 
sia  normale  alla  AB.U  piano  a,  determinato  [55]  dalle 
due  rette  CD,  DE^  passa  per  C  ed  è  [684]  normale 
aUa  AB. 

Ci  rimane  da  provare  che  nessun  altro  piano  può 
sodisfare  ad  un  tempo  queste  due  condizioni. 

Intanto  un  altro  piano  fiy 
che  passi  per  G  ed  incontri  la 
retta  AB  in  Dy  non  può  essere 
normale  alla  AB,  giacché  si  è 
provato  pur  ora  [688]  che  per 
un  punto  di  una  retta  non  passa 
che  un  solo  piano,  il  quale  sia 
normale  alla  retta. 
Ma  neppure  un  altro  piano  y  che,  passando  per  C^ 
incontri  la  retta  AB  altrove  che  in  D,  sia  ad  es.  nel 
punto  JP,  potrebb' esser  andi^esso  normale  alla  AB^ 
giacché,  essendo  retto  F  angolo  GDFy  non  è  retto  [154} 
rangole  GFD\  e  tanto  basta  [683]  per  conchiudere 
che  il  piano  y  non  è  normale  alla  AB. 

690.  Tenr.  Per  qualsiva^ 
glia  punto  di  un  piano  si  può 
condurre  una  retta  normale  al 
piano,  ed  una  soltanto. 

Oim.  Sia  dato  un  piano  a^ 
e  su  questo  un  punto  A.  Si 
tratta  di  provare  che  per  A  si 
può  condurre  una  rrtta  normale  al  piano,  ed  una 
soltanto. 


b| 
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Per  A  e  nel  piano  a  si  tiri  una  retta  AB  sA  arbi- 
trio. Quindi  si  costruisca  [688]  il  piano  fi  normale 
alla  AB  nel  punto  J.;  e  sia  CD  F intersezione  [679] 
dei  due  piani  a  e  fi.  Infine,  nel  piano  /?,  si  tiri  la 
A£  normale  alla  CD]  questa  retta  AH  è  normale  al 
piano  a. 

Infatti,  poiché  la.  AB  è  normale  al  piano  fi,  essa  è 
[688]  normale  alla  AE  e  viceversa  la  AE  è  normale 
alla  AB.  La  AH  è  inoltre  normale  alla  CD]  essa  e 
dunque  [684]  normale  al  piano  a. 

Ci  rimane  da  provare  che  nessuna  altra  retta, 
condotta  per  A,  quale  sarebbe,  ad  es.,  la  AF^  può 
essere  normale  al  piano  a.  A 
tal  fine  si  consideri  il  piano  7, 
che  passa  per  le  rette  AE^  AF. 
Questo  piano  «  il  piano  a,  avendo 
in  comune  il  punto  A^  si  taglia- 
no [679]  in  una  retta  che  passa 
per  A]  sia  essa  la  SK.  Ora, 
poiché  la  AE  è  normale  al  piano  a,  essa  è  normale 
bXìaSK]  per  conseguenza  [136]  la^ii^  è  obliqua  alla 
HK.  Tanto  basta  [683]  per  conchiudere  che  hk  AF 
non  è  normale  al  piano  a. 

691.  Teor.  Per  qualsivoglia  punto,  preso  fuori  di 
%m  piano,  si  può  condurre  una  retta  normale  ed  piano 
ed  una  soltanto. 

Bim.  Sia  dato  un  piano  a,  e  fuori  di  questo  un 
punto  A.  Si  tratta  di  provare  che  dal  punto  A  si  può 
condurre  una  normale  al  piano,  ed  una  soltanto. 

Sul  piano  a  si  tiri  ad  arbitrio  una  retta  BCyB  poi 
per  A  si  conduca  [689]  il  piano  fi  normale  alla  BC. 
Sia  D  il  punto  di  incontro  del  piano  fi  con  la  jB  C, 
e  sia  DE  T  intersezione  [679]  dei  piani  a  e  fi.  Dal 
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ponto  A  si  tiri  [143]  \a  AF  normale  alla  retta  ED. 
Dico  ehe  la  J.i^  è  normale  al  piano  a. 

Preso  sulla  BCwel  punto  qualunque  K^  si  unisca 
X  con  F. 

Ora,  perchè  la  retta  CD  è  normale  al  piano 
^  in  i>,  e  da  questo  punto  è  tirata  la  DJP  nor- 
male alla  retta  AF  del  piano  /?,  la  KF  è  normale 

[687]  alla  AF.  Cosi  la 
AF^  perchè  normale 
alle  rette  FDy  FK, 
è  [684]  normale  al 
piano  a. 

Da  uno  stesso  pun^ 
to,  anche  [690]  se  sia 
fuori  d'  un  piano,  non 
si  può  condurre  al 
piano  che  una  normale  sola,  perchè,  se  da  un  punto 
Ay  che  sia  fuori  di  un  piano  a,  si  potessero  con- 
durre al  piano  due  normali  distinte  AB,  AC^  ci  sa- 
rebbe un  triangolo  ABC  con  due  angoli  retti,  e  ciò 
non  può  essere.  [154]. 

Proiezione  di  una  retta  sopra  un  piano. 

699.  Teor.  Due  rette^  normali  a  uno  stesso  piano, 
giacciono  in  uno  stesso  piano  e  non  sHncontra/no. 

Dilli.  Due  rette  ABj  CD  siano  normali  ad  uno 
stesso  piano  a  nei  punti  B  e  D.  Si  uniscano  que- 
sti punti  e  poi  si  tiri,  per  D  e  nel  piano  a,  la  retta 
DE  normale  alla  BD,  e  si  unisca  infine  il  punto  D 
con  un  punto  F  qualsivoglia  della  AB. 

Intanto,  poiché  FB  è  normale  al  piano  a, 
e  la    BD   è  normale   alla    DF,    la  retta    FD   è 
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normale  [687]  anch^  essa  alla  DE.  A  questa  retici 
e  nello  stesso  punto  D  sono  poi  normali  la  DS 
per  costruzione,  e  la  CD  perchè  normale  al  piano. 
Pertanto  le  tre  rette  DB,  DFj  DC  giacciono  in  uno 
stesso  piano  [685].  Ma  in 
questo  piano  giace  [52, 1^] 
anche  la  retta  AB]  resta 
quindi  provato  che  le  rette 
ABj  CD  giacciono  in  uno 
stesso  piano. 

Le  rette  AB^  CD^  per- 
chè normali  al  piano  <x,  sono 

entrambe  normali  alla  BD^  quindi  non  sUnoontrano. 
[156,  oppure  691}. 

698.  Teor.  Le  normali^  condotte  ad  un  piano 
dai  punti  di  una  stessa  retta^  giacciono  tutte  in  un 
medesimo  piano. 

Bini.  Siano:  un  piano  a  ed  una  retta  AB  qua» 
lunque.  Dico  che  le  normali,  tirate  al  piano  a  dai  punti 
della  AB,  giacciono  tutte  in  un  medesimo  piano. 

Consideriamo  la  retta  data  ed  una  delle  nor* 
mali,  ad  es.  la  AD]  sappiamo  [55]  che  per  queste 
rette  paesa  un  piano  ed  un 
solo.  Proveremo  che  in  que- 
sto piano  giacciono  tutte  le 
normali;  basta  considerarne 
una  qualunque,  sia  ad  es. 
19,  BB. 

Poiché   due  rette  nor- 
mali ad  uno  stesso  piano  giacciono  in  uno  stesso  pia» 
no  [692],  tanto  vale  per  le  rette  AD,  BE.  Nel  piano 
di  queste  rette  giace  anche  la  retta  AB,  perchè  [52, 1^] 
ha  eoi  piano  in  comune  i  punti  A,  B.  Ma  due  rette  d^un 
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piano  bastano  [55]  a  determinarlo;  quindi  si  paò  dire 
•che  la  retta  BE  giace  nel  piano  delle  due  AD,  AB, 

694.  Cor.  I  piedi  déUe  normali  tirate  ad  un  piano 
dai  punti  di  una  stessa  retta^  giacciono  sopra  una  retta. 

Si  è  visto  [693]  infatti  ohe  le  normali,  tirate 
ad  un  piano  a  dai  punti  di  una  retta,  giacoiono  tutte 
in  uno  stesso  piano,  che  chiameremo  fi.  I  piedi  delle 
Bormaliy  poiché  appeortengono  ad  entrambi  ì  piani 
«  e  /?,  non  possono  essere  altrove  che  sulla  retta  in- 
tersezione dei  due  piani,  intersezione  che  è  il  luogo 
dei  punti  comuni  ai  due  piani. 

605.  Def.  La  retta,  suUa  quale  giacciono  i  piedi  di 
tutte  le  normali  che  si  possono  tirare  dai  punti  di 
una  retta  dola  a  un  piano  dato,  si  dice  proiezione  di 
queUa  retta  su  quél  piano. 

69<l.  Poiché  due  punti  bastano  a  determinare  una 
retta,  per  ottenere  la  proiezione  di  una  retta  sopra  un 
piano  dato,  basta  tirare  le  normali  al  piano  da  due 
punti  qualisivogliano  della  retta  {proiettare  sul  piano 
due  punti  qualunque  della  retta),  e  tirare  poi  la  retta, 
che  passa  per  i  piedi  delle  normali  (per  le  proiezioni 
dei  due  punti  sul  piano). 

Quando  una  retta  incontra  un  piano,  per  ottenere 
la  proiezione  della  retta  sul  piano,  basta  proiettare  sul 
piano  un  punto  della  retta,  e  poi  unire  il  piede  della 
normale  col  punto  nel  quale  la  retta  data  incontra 
il  piano  dato. 

607.  Def.  Per  proiezione  di  wn  segmento  sopra  un 
piano  si  intende  il  segmento  che  unisce  le  proiezioni 
(sul  piano)  delle  estremità  del  segmento  dato. 

OsB.  Se  un  segmento  é  normale  ad  un  piano, 
la  sua  proiezione  sul  piano  si  riduce  ad  un  punto 
(al  piede  della  normale). 
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Segmenti  normali  ed  obliqui  tirati  da  un  punto  ad  un  piano. 
Angolo  di  una  retta  con  un  piano. 

698.  Teor.  Il  segmento  normale^  tirato  da  un^ 
punto  ad  un  piano,  è  minore  di  ogni  altro  segmento  com^ 
preso  tra  il  punto  stesso  ed  il  piano. 

Dilli.  Infatti,  unendo  il  piede  del  segmento  nor* 
male  con  quello  d^uno  obliquo  qualsivoglia,  si  ot« 
tiene  un  triangolo  rettangolo,  nel  quale  F  ipotenusa 
è  r  obliquo,  e  quello  normale  è  un  cateto.  Quindi 
[181]  il  segmento  normale  è  minore  dell^  obliquo,. 
e.  d.  d. 

699.  Cor.  H  segmento  normale,  tirato  da  un  punto 
ad  un  piano,  è  la  distanza  del  punto  dal  piano.  [48]. 

VOO.  Teor.  L^  angolo  che  un  raggio,  uscente  da  un 
punto  di  un  piano  ed  obliquo  al  piano,  forma  con  la  sua. 
proiezione  sul  piano,  è  minore  delV  angolo  che  il  raggio 
forma  con  qualunque  altro  tirato  nel  piano  per  il  punto- 
d*  incontro. 

Dlm.  Sia  un  piano  a,  e  un  raggio  AB  uscente  da. 
un  punto  A  del  piano  ed  obliquo  al  piano.  Preso  stk^ 
AB  un  punto  B  qualunque,  si 
conduca  la  BC  normale  al  piano  "^ 

a,  e  si  tiri  il  raggio  A  C.  Pro- 
veremo che  l'angolo  CAB,  tatto 
dal  Ta.gg\o  AB  con  la  sua  proie- 
zione AC,  è  minore  dell'angolo 
che  AB  forma  con  qualunque 
altro  raggio  tirato  nel  piano  a  per  il  punto  A. 

Per  A  e  nel  piano  a  tirisi  adunque  ad  arbitrio  uik 
raggio  AB,  e  preso  su  questo  il  segmento  AD^  ACy 
si  tiri  BD.  Ora,  se  si  confrontano  i  triangoli  AB  Cy 
ABD,  si  trova  che  hanno  il  lato  AB  in  comune^ 
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A  C=AD  per  costruzione  e  BC<BD,  perchè  il  seg- 
mento normale  è  [698]  minore  di  ogni  obliquo.  Per 

conseguenza  [171]  è  C(A)B  <  D(A)B,  e.  d.  d. 

701.  Def.  L*  angolo  acuto^  che  una  retta  obliqua  ad 

un  piano  forma  con  la  sua  proiezione  sul  piano^  si  dice 
inclinazione  od  angolo  della  retta  col  piano. 

709.  Teor.  Se  due  segmenti  obliqui^  tirati  ad  un 
piano  da  uno  stesso  punto,  hanno  proiezioni  eguali^  essi 

sono  eguali  e  fanno  col  piano 
angoli  eguali. 

Bim.  Da  un  punto  A  siano 
tirati  ad  un  piano  a  il  segmento 
normale  AB  q  due  obliqui  A  C, 
AD.  I  segmenti  BC,  BD  sono 
le  proiezioni  di  AC  e  AD  e  gli 
angoli  A  CB,  ADB  sono  gli  an- 
goli di  questi  segmenti  col  piano. 

Se  è  BC=  BD,  i  triangoU  ABC,  ABD 
hanno  due  lati  e  T  angolo  compreso  [683]  rispettiva- 
mente uguali;  quindi  è  AC=AD  ed  A(C)B  = 
A(D)B. 

703.  Teor.  Se  due  segmenti  obliqui,  tirati  ad  un 
piano  da  uno  stesso  punto,  hanno  proiezioni  disuguali, 

quello  che  ha  proiezione  maggiore, 
è  maggiore;  fa  poi  col  piano  an- 
golo minore. 

Bini.  Da  un  punto  A  siano 

tirati  ad  un  piano  a  il  segmento 

normale  AB  e  due  obliqui  A  C, 

AD]  e  sia  BC  >  BD.  Si  vuol 

provare  che  è  JIC>  AD,  ed  A{C)B  <  A(D)B. 

A  tale  intento  si  faccia  BJE  =  BD,  e  si  tiri  AE. 

Allora,  perchè  i  segmenti  obliqui  AE,AD  hanno  proie- 
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zìoni  eguaU,  è  [702]ÀE= AD  ed  A(E  )B  =  A(JD)B. 
U^  [ISl]  è  AC  >  AE,eà[lb2]  A(C)B<:  A{U)B; 
quindi èAC>  AD,  ed  A(C)B  <  A(D)B,  e  d.  d. 

Esercki. 

801.  Se  tre  segmenti  egaali  hanno  una  estremità  in  comune» 
per  le  altre  estremità  si  può  far  passare  un  cerchio. 

862.  Una  retta  ed  un  piano,  normali  a  una  stessa  retta  in  punti 
distinti,  non  s'incontrano. 

803.  Di  due  segmenti  obliqui  disuguali,  condotti  a  uno  stesso 
piano  da  uno  stesso  punto,  il  maggiore  ha  proiezione  mag- 
giore ed  inclinazione  minore. 

804. Se  due  rette  sghembe  AB,  CD  sono  normali  a  uno  stesso 
segmento  rispettivamente  nelle  estremità  A  6  C,  ogni 
altro  segmento,  che  unisce  un  punto  di  una  retta  con  un 
punto  dell'altra,  è  maggiore  di  ^C  (Preso  sulla  AB  na 
punto  E,  si  tiri  EF  normale  a  CD,  Basta  provare  che 
è  EF  >  AC.  Perciò  si  tiri  un  piano  normale  ad  ^C  in  C; 
si  tiri  da  i?  la  EH  normale  al  piano.  Si  prova  [89]  essere 
AE  ^  CH\  quindi  è  AE  >  CF^  e  per  conseguenza 
è  ^C  <  EF). 

805.  Se  una  retta  e  un  piano  sono  normali  a  una  stessa  retta 
rispettivamente  in  il  ed  in  J9,  e  si  prendono  sulla  prima 
retta  due  segmenti  eguali  AC^  AD,  i  punti  C  e  D  sono 
equidistanti  dal  piano. 

806.  Se  due  rette  sono  normali  a  una  stessa  rispettivamente 
in  ^  ed  in  J9,  e  si  prendono  sulla  prima  due  segmenti 
eguali  AC,  AD,  e  sulla  seconda  due  segmenti  eguali  BE, 
BF,  anche  i  segmenti  CE,  DF  sono  eguali.  (Si  tiri  un 
piano  normale  alla  AB  in  ^,  e  si  proietti  su  questo  Paltra 
retta). 

807.Per  il  centro  di  un  cerchio  si  tiri  una  obliqua  al  piano 
del  cerchio,  e  si  prenda  su  questa  un  punto  ^i.  Quale  è 
il  maggiore,  quale  il  minore  dei  segmenti,  che  si  possono 
condurre  dal  punto  A  ai  punti  del  cerchio? 

806.8e  x)er  il  piede  J9  di  un  segmento  AB,  obliquo  ad  un  piano, 
passano  due  rette  che  facciano  angoli  eguaU  oon  la  proie- 
zione di  ^B,  esse  hanno  dal  punto   A  distanze  ninnali; 
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e  se  fanno  con  la  proiezione  angoli  disognali  (che  però 

non  siano  supplementari)  esse  hanno  distanze  disuguali. 
S09.Se  una  retta  fa  angoli  egn^ali  con  tre  rette  che  giacciono 

in  un  piano,  essa  è  normale  al  piano. 
BlO.Se  da  un  punto  si  tirano  le  normali  a  due  piani  che  si 

segano,  e  dai  piedi  delle  due  normali  si  conducono  due 

normali  all'  intersezione  dei  piani,  le  nuove  normali  hanno 

il  piede  in  comune. 
^I.Ogni  punto  dell'asse  di  un  cerchio  (cosi  si  chiama  la  retta 

normale  al  piano  di  un  cerchio,  e  che  passa  per  il  centro) 

è  equidistante  dalle  rette  che  sono  normali  al  piano  del 

cerchio  nei  punti  del  cerchio  stesso. 
61 2.  Se  una  retta  incontra  due  piani,  che  si  segano,  in  punti 

egualmente  distanti  dall'  intersezione,  la  retta  fa  coi  piani 

angoli  eguali.  E  reciprocamente. 
31 3.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  punti  dati. 
81 4.  Luogo  dei  punti  di  un  piano,  che  hanno  data  distanza  da 

un  punto  situato  fuori  del  piano. 
61 5. Luogo  dei  punti  equidistanti  dai  punti  di  un  cerchio  dato. 

81 6.  Luogo  dei  punti  equidistanti  dai  vertici  di  un  triangolo. 

81 7.  Luogo  delle  normali  tirate  da  uno  stesso  punto  ai  piani 
passanti  per  una  stessa  retta. 

81 8. Luogo  dell'estremità  J3  di  un  segmento  costante  AB,  che 
ha  l'estremità  J.  in  un  punto  di  un  piano,  e  che  ha  col 
piano  stesso  inclinazione  costante. 

819.Dati  due  punti  sopra  due  piani  che  s'incontrano,  tracciare 
sui  due  piani  la  più  breve  spezzata  che  unisce  i  punti  dati. 

820.  Date  le  proiezioni  sopra  un  piano  delle  estremità  di  un 
segmento,  e  date  le  proiettanti,  costruire  il  segmento . 

821.  Date  le  proiezioni  sopra  un  piano  dei  vertici  di  un  trian- 
golo, e  date  le  proiettanti,  costruire  un  triangolo  eguale 
al  primo. 

822.  Condurre  un  piano,  che  passi  per  due  punti  dati,  e  che 
sia  equidistante  da  due  altri  punti  datL 

823.  Trovare  un  punto,  che  abbia  data  distanza  dai  punti  di 
un  cerchio  dato. 

824.  Per  un  punto  di  un  piano  condurre  nel  piano  una  retta, 
che  abbia  data  distanza  da  un  punto  situato  fuori  del 
piano. 

825.  Dati  due  punti  da  una  stessa  banda  di  un  piano,  trovare» 

26 
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sa  questo,  coiai  pnnto,  che  la  somma  de' segmenti,  che 
lo  tiniscono  co*  punti  dati,  sia  la  più  piccola  possibile. 
826.  Per  il  piede  di  ona  obliqua  ad  nn  plano  tirare  nel  piano 
cotal  retta  che  formi  con  la  data  angolo  dato. 


Def.  Il  luogo  dei  punii,  che  da  ui%  punto  fisso  hanno  di- 
stanze  uguaU  a  un  dato  segmento^  si  dice  sfera  {superfieh 
sferica). 

Quel  punto,  quel  segmento,  si  dicono  rispettivamente 
centro  e  raggio  della  sfera. 

Se  nn  cerchio,  che  abbia  il  centro  nel  cenlaro  della  sfera, 
e  raggio  eguale  al  raggio  della  sfera,  mota  intorno  ad  un 
suo  diametro  qualsivoglia,  esso  descrive  la  sfera. 

Una  sfera  taglia  lo  spasio  in  due  parti.  Quella  parte^ 
nella  quale  è  il  centro,  si  dice  interna  alla  sfera. 

Un  segmento,  che  abbia  i  termini  sopra  una  sfera,  si 
dice  corda  della  sfera.  Ogni  corda,  che  passa  per  £1  oen*^ 
tro,  si  dice  diametro. 


827.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  centro  di  una  sfera  è  mi- 
nore del  raggio,  la  retta  incontra  la  sfera  in  due  punti. 
Ogni  punto,  compreso  tra  quelli  d'incontro,  è  interno'; 
ogni  altro  è  estemo. 

828.  Una  retta,  normale  ad  un  raggio  di  una  sfera  nella  estre- 
mità, non  ha  con  la  sfera  in  comune  altro  che  l'estremità, 
del  raggio,  ed  ogni  altro  punto  è  fuori  della  sfera.  (Una. 
retta  cod  fatta  si  dice  tangente  della  sfera). 

829.  Se  la  distanza  di  una  retta  dal  centro  di  una  sfera  è  mag-- 
giore  del  raggio,  la  retta  non  ha  con  la  sfera  nessun 
punto  in  conmne,  ed  è  tutta  estema. 

830*  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro  di  una  sfera  è  m^ 
nore  del  raggio,  e  il  piano  non  passa  per  il  centro^  il 
piano  taglia  la  sfera  in  un  cerchio,  il  cui  raggio  è  minore 
di  quello  della  sfera.  Ogni  punto  del  piano  situato  nel- 
l'interno del  cerchio  è  intemo  alla  sfera,  ogni  altro  punta 
è  estemo. 
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S31.Se  un  piano  passa  per  il  centro  di  una  sfera,  esso  taglia 
la  sfera  in  nn  cerchio,  il  cui  raggio  è  ugnale  al  raggio 
stesso  della  sfera.  (Cod  fatto  cerchio  si  dice  cerchio  mof-' 
9Ìmo  della  sfera). 

932.  Se  la  distanza  di  nn  piano  dal  centro  di  nna  sfera  è  uguale  ' 
al  raggio,  il  piano  ha  con  la  sfera  nn  solo  punto  in  co- 
mune; ogni  altro  punto  è  estemo.  <Un  piano  cosi  fatto 
si  dice  piano  tangente  della  sfera). 

833.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro  di  una  sfera  è  mag-- 
giore  del  raggio,  il  piano  non  ha  con  la  sfera  nessun  punto 
in  comune,  ed  è  tutto  fuori  della  sfera. 

834.  Due  cerchi  massimi  di  una  sfera  si  tagliano  sempre  e  si 
tagliano  in  due  punti  che  sono  le  estremità  di  un  diame- 
tro della  sfera. 

835.  Per  un  punto  di  una  sfera  si  può  sempre  condurre  un  ^ano 
tangente,  ed  uno  soltanto. 

836.  La  tangente  in  un  punto  di  una  sfera  ad  un  cerchio  qual- 
sivoglia segnato  sopra  la  sfera  giace  nel  piano  che  tocca 
la  sfera,  in  quel  punto. 

837.  Due  piani  equidistanti  dal  centro  di  una  sfera  e  che  ta- 
gliano la  sfera,  la  tagliano  in  cerchi  eguali. 

838.  Se  due  piani,  che  tagliano  una  sfera,  hanno  dal  centro 
distanze  disuguali,  delle  due  sezioni  (cerchi  minori)  è  mag- 
giore quella  che  è  fatta  dal  piano  che  ha  distanza  minore. 

839.  Se  due  cerchi  minori  sono  eguali,  i  loro  centri  sono  equi- 
distanti  dal  centro  della  sfera  ;  e  se  sono  disuguali,  il  pianO' 
del  minore  ha  dal  centro  maggiore  distanza. 

840.  Per  due  punti  di  una  sfera  passano  innumerevoli  cerchi 
minori  ed  un  solo  cerchio  massimo. 

841. Un  cerchio  massimo  divide  la  sfera  in  parti  eguali;  ed  un 
cerchio  minore  la  divide  in  parti  disuguali. 

842.11  piano  normale  a  una  corda  nel  punto  di  mezzo,  passa 
per  il  centro  della  sfera. 

843.  Trovare  il  centro  di  una  sfera  data. 

844.  Luogo  dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  tirate  ad  una 
sfera  da  un  punto  estemo. 

845.  Luogo  dei  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  ad  una 
sfera  e  passanti  per  un  punto  che  sia  fuori  della  stessa. 

846.  Di  tutti  i  segmenti,  che  si  possono  tirare  a  una  sfera  da 
un  punto  che  non  sia  il  centro,  il  maggiore  è  quello  che 
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passa  per  il  centro  ;  e  quello  nn  coi  prolungamento  passa 
per  il  centro  è  minore  di  ogni  altro. 

847.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  maggiore  della 
somma  dei  raggi,  ciascun  punto  dell'una  è  fuori  dell'altra. 

848.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  uguale  alla  somma 
dei  raggi,  le  sfere  hanno  un  punto  in  comune»  situato 
sulla  retta  dei  centri  e  fra  i  centri;  e  ciascun  altro  punto 
di  ciascuna  sfera  è  fuori  dell'  altra. 

849.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  minore  della  som- 
ma e  maggiore  della  differenza  dei  raggi,  le  sfere  si  se- 
gano lungo  un  cerchio  posto  in  un  piano  normale  alla  retta 
dei  centri 

850.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  eg^uale  alla  diffe- 
renza dei  raggi,  le  sfere  hanno  in  comune  un  solo  punto 
situato  sul  prolungamento  del  segmento  dei  centri,  che  è 
dalla  banda  del  centro  della  sfera  minore.  Ciascun  altro 
punto  della  sfera  maggiore  è  fuori  della  minore;  e  eia* 
scun  altro  punto  di  questa  è  intemo  a  quella. 

851.  Se  la  distanza  dei  centri  di  due  sfere  è  minore  della  dif* 
ferenza  dei  raggi,  le  sfere  non  hanno  nessun  punto  in  co- 
mune; ciascun  punto  della  maggiore  è  estemo  all'altra, 
e  ciascun  altro  punto  di  questa  è  intemo  a  quella. 

852.  Se  due  sfere  hanno  in  comune  un  punto,  che  non  sia 
sulla  retta  dei  centri,  hanno  in  comune  un  cerchio  pas- 
sante per  questo  punto,  e  lungo  questo  cerchio  si  tagliano. 

853.  Teoremi  inversi  di  quelli  dall'esercizio  848  all' 852. 
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CAPITOLO    XVI 
DIEDRO 


Sezione  normale  di  un  diedro. 

709.  Def.  Due  falde,  uscenti  da  una  stessa  retta, 
dividono  lo  spazio  in  due  parti  ;  un  solido,  che  occupi 
compiutamente  una  di  queste  parti,  si  dice  diedro. 

Un  diedro  si  può  considerare  come  generato  da 
una  falda  che  abbia  rotato  intorno  all^  orìgine.  (^). 

Le  due  posizioni,  prima  ed  ultima,  d^una  falda, 
che  abbia  descritto  un  diedro,  si  dicono  facce  del  die- 
dro, la  retta  comune  alla  facce  si  dice  spigolo  o  co* 
stola  del  diedro. 

710.  Qualunque  punto,  per  cui  sia  passata  la 
falda  che  ha  descritto  un  diedro,  si  dice  interno  al 
diedro  ;  ogni  altro  punto  si  dirà  esterno.  Sono  esclu- 
si, in  questa  considerazione,  i  punti  delle  facce. 

Una  figura  si  dirà  interna  od  estema  ad  un  diedro, 
se  tutti  i  suoi  punti  sono  intemi  od  estemi  al  diedro. 

Se  il  prolungamento  di  una  faccia  di  un  diedro 
cade  fuori  del  diedro,  questo  si  dice  convesso  ;  altri- 
menti esso  è  concavo. 

Quando  le  facce  di  un  diedro  formano  un  piano, 
il  diedro  si  dice  hiretto  (piatto). 

7U«  Perchè  sia  individuata  una  falda,  basta 
conoscere  V  origine  e  un  punto  qualunque  della  falda. 
[54].  Cosi  due  punti  dello  spigolo  di  un  diedro,  un 

(^)  Sottintendiamo  questo  che  la  falda,  che  ha  generata 
un  diedro,  abbia  compiuto  al  più  un  giro  completo. 
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punto  d^ana  faccia  e  un  punto  dell'altra  bastano  ad 
individuare  spigolo  e  facce  di  un  diedro  ;  ma  non  ba- 
stano ad  individuare  il  diedro,  perchè  due  falde  aventi 
origine  comune  dividono  lo  spazio  in  due  regioni,  che 
sono  diedri  ambidue.  Manifestamente,  perchè  il  diedro 
fosse  pienamente  determinato,  basterebbe  fosse  indi- 
cato un  quinto  punto  interno  al  diedro.  Ma  poiché  non 
ci  accade  mai  di  considerare  die- 
dri concavi,  ma  consideriamo 
soltanto  diedri  convessi,  i  quat- 
tro punti  accennati  superior- 
mente ci  basteranno  per  indi- 
care un  diedro.  Le  lettere,  che 
indicano  i  due  punti  dello  spi- 
golo, sì  pronunciano  e  si  scrivono  frammezzo  alle  altre 
due.  Cosi  la  notazione:  diedro  ABCD,ola,  più  sem- 
plice: A(BC)D,  esprimerà  il  diedro  convesso,  che  ha 
la  retta  B  C  per  ispigolo,  e  le  cui  facce  passano  ri- 
spettivamente per  i  punti  AeD. 

Tld.  Def.  L^  angolo^  compreso  da  due  raggi 
normali  in  un  stesso  punto  allo  spigolo  di  un  die- 
dro e  situati  uno  in  una  faccia  e  l'altro  nell'altra  (^), 
si  dice  sezione  normale  del  diedro, 

tl3*  Oss.  Il  piano  di  una  sezione  normale  di  un 
diedro  è  normale  allo  spìgolo  [684],  e  i  lati  della 
sezione  si  possono  considerare  come  le  intersezioni  di 
questo  piano  con  le  facce  del  diedro. 

714.  Teor.  Le  sezioni  normali  di  un  diedro  sono 
eguali  tra  loro. 

(})  Veramente,  perchè  Tangolo  fosse  pienamente  deter- 
minato, bisognerebbe  aggiungere  :  e  i  cui  punti  intemi  iono  in- 
■temi  al  diedro.  Ma,  non  volendo  considerare  diedri  concavi,  si 
intende  Tangolo  convesso  compreso  dai  due  raggi 
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Dlfli.  Sia  un  diedro  ABCD^  e  sìauo  E{F)H^ 
£{L)M  due  sezioni  normali  qualunque.  Dinostre* 
remo  che  esse  sono  eguali. 

A  tal  fine,  diviso  FL  per  metà  in  0,  si  tirino 
i  raggi  OJV,  OP,  rispettivamente  nelle  facioìe  a  e  fij 
«e  normali  allo  spigolo  CB. 

Ed  ora  si  muova  la  figura  invertendo  [78]  Tan- 
^lo  NOP.  (1).  Con  ciò  i  lati  ON,  OP  si  scambiano  di 

posto.  E  perchè  il  piano 
deir  angolo  NOPy  a  moto 
compiuto,  ha  ripreso  [55] 
la  posizione  primitiva,  e  il 
punto  0  non  ha  cambiato 
di  posto,  e  lo  spigolo  CB 
è  normale  [684]  al  piano 
NOP,  dopo  il  movimento  lo  spigolo  CB  si  trova 
nella  primitiva  sua  posizione  [690],  scambiati  però  di 
posto  i  raggi  OJ?,  OC. 

Ma  poiché  le  rette  C7J9,  ON  della  faccia  a  sono 
«ndate  a  coincidere  con  le  rette  J3C,  OP  della  posi- 
zione primitiva  della  faccia  /?,  e  le  rette  BC^  OP 
della  faccia  fi  sono  andate  a  coincidere  colle  rette  CB^ 
ON  della  posizione  primitiva  della  faccia  a,  dopo  il 
movimento  la  faccia  a  si  trova  [55]  nella  posizione  pri- 
mitiva della  faccia  ^,  e  questa  dov^era  la  faccia  a. 

Infine,  perchè  è  OjP  =  OX,  dopo  il  movimento 
i  punti  jP  ed  X  si  trovano  scambiati  di  posto,  E  perchè 
in  un  piano  ad  una  ratta  in  un  punto  dato  non  si  può 
tirare  che  una  sola  normale,  a  moto  compiuto,  cia- 
scuno degli  angoli  EFRj  KLM  si  trova  a  coincidere 
con  la  posizione  primitiva  delP  altro. 

{})  Si  potrebbe  anche  dire  :  si  faccia  compiere  alla  figura 
mezzo  giro  intorno  alla  bisettrice  dell'angolo  NOP. 
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Cosi  resta  dimostrato  che  eoe*  (}). 

TlS.  Cor*  X^.  Un  diedro  è  invertibile  (cioè,  un  dte- 
<lro  si  pub  rimettere  in  una  sua  primitiva  posizione 
n/nche  scambiando  tra  loro  di  posto  le  facce). 

'yi.6.  Cor.  9^.  Un  diedro  può  scorrere  su  se  stesso. 

Sia  un  diedro  AB  CD.  Supponiamo  che  (restando 
sempre  la  traccia  della  primitiva  posizione)  il  diedro 
venga  mosso,  e  in  modo  che  una  faccia,  ad  es.  la  B  CD, 
scorra  sopra  se  stessa.  [63].  Dico  che  in  questo  mo- 
vimento anche  la  faccia  BCA 
scorre  su  se  stessa. 

Infatti,  ove  questa  faccia  si 
staccasse  una  volta  dalla  posi- 
zione primitiva,  tagliando  poi  i 
diedri  (il  primitivo  dato,  e  il  die- 
dro nella  nuova  posizione)  con 
un  piano  normale  allo  spigolo  comune,  si  otterreb- 
bero due  sezioni  normali  disuguali.  (Una  infatti  sa- 
rebbe parte  delP  altra).  Ma  ciò  non  può  essere,  perchè 
infine  queste  due  sezioni  sarebbero  sezioni  normali 
ottenute  con  due  piani  distinti  in  un  medesimo  diedro, 
e  si  sa  che  due  sezioni  cosi  fatte  sono  sempre  uguali. 

TlT*  Oss.  Per  riconoscere  se  due  diedri  sono 
eguali,  si  trasporta  un  diedro  suU'  altro  in  guisa  che 
due  facce  divengano  coincidenti  e  i  diedri  cadano 
da  una  stessa  banda  della  faccia  comune.  Se  dopo  di 
ciò  anche  le  altre  due  facce  coincidono,  i  diedri  sono 
eguali;  altrimenti  sono  disuguali.  Infatti  con  nessuna 

{})  Si  può  dimostrare  la  proposizione  sarroganclo  nno  degli 
angoli  KLMf  EFH  col  sao  opposto  al  vertice  ed  unendo  il 
punto  0  con  quattro  punti  presi  sui  lati  dei  due  angoli  a  di- 
stanze eguali  dai  vertici.  Ecc.  [89].  —  Però  cosi  non  si  di- 
mostra che  un  diedro  è  invertitUe  rispetto  a  qualunque  sua 
4Bezione  norxnale. 
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altra  disposizione  si  potrebbe  [716;  715]  (^)  ottenere 
la  coincidenza  delle  due  figure. 

VIS.  Se  una  falda  piana,  con  successive  rotazioni 
parziali  fatte  in  un  medesimo  senso  intorno  alla  sua 
origine,  sia  passata  da  una  posizione  primitiva  a  pa- 
recchie altre,  ciascuna  volta  avrà  descritto  un  diedro. 
Due  di  questi  diedri,  se  descritti  con  due  movimenti 

parziali  prossimi  successivi,  si 
dicono  consecutivi]  e  il  diedro 
generato  nel  movimento,  che 
ha  portato  la  falda  generatrice 
dalla  primitiva  posizione  alU  ul- 
tima^ si  dice  somma  dei  diedri 
generati  nei  singoli  movimenti 
parziali  successivi. 
Cosi  nella  nostra  figura  il  diedro  AB  CD  è  la 
somma  dei  due  A(BC)JS,  E{BC)D. 

La  somma  di  più  diedri  è  indipendente  dair  or- 
dine in  cui  essi  si  succedono,  giacché,  senza  alterare 
la  somma  [715],  si  possono  scambiare  di  posto  due 
addendi  consecutivi. 

719.  Teor.  8e  dtie  diedri  hanno  sezioni  normali 
egtudij  essi  sono  eguali. 

Dim.  Infatti,  se  i  due  diedri  vengono  trasportati 
uno  suir  altro  in  modo  che  due  loro  sezioni  normali 
coincidano,  divengono  intanto  coincidenti  anche  gli 
spigoli,  perchè  essi  sono  [684]  rispettivamente  nor- 
mali alle  sezioni  normali,  e  per  uno  stesso  punto 
ad  un  stesso  piano  non  si  può  tirare  [690]  che  una 
normale  soltanto.  Ma  quando  due  piani  hanno  due 

(^)  Questo  esempio  fa  vedere  che  in  qualche  caso,  senza 
certe  cognizioni  di  G-eometria,  non  si  saprebbe  decidere,  me- 
diante sovrapposizione,  se  due  figure  sono  eguali,  o  no. 
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rette  in  comune,  essi  concìdono  [56];  per  conseguenza 
anche  le  facce  dei  diedri  dopo  il  trasporto  ooncidono. 

TJSO.  Te«r«  Se  due  diedri  hanno  sezioni  normali 
dist4guali,  quello  che  ha  sezione  maggiore  è  maggiore. 

]>lfli«  Infatti,  se  si  taglia  la  sezione  maggiore  in 
modo  che  una  parte  sia  eguale  alla  sezione  normale  mi* 
nore^  e  poi  si  conduce  la  falda  che  ha  per  origine  lo  spi- 
golo e  che  passa  per  il  raggio  che  si  è  tirato  per  dividere 
la  prima  sezione  [55],  uno  dei  diedri  resta  diviso  in  due 
partì,  una  delle  quali  è  [719]  uguale  air  altro  diedro. 

TSl.  C«r«  Diedri  eguali  hanno  sezioni  normali 
eguali.  [620]. 

'tZZ.  Pr»U«  Costruire  un  diedro  una  cui  faccia 
sia  una  falda  data  e  la  cui  sezione  normale  sia  eguale 
ad  un  angolo  dolo, 

Risol.La  retta  A  Baia,  T  origine  d'una  falda  data 
e  sia  C  un  altro  punto  qualunque  della  falda  stessa; 
sia  poi  dato  un  angolo.  Si  vuol  costruire  un  diedro  tale, 
che  una  sua  faccia  sia  la  falda  ABC  e  la,  cui  sezione 
normale  sia  eguale  all'angolo  dato. 

Si  tiri  perciò  un  piano  a  nor- 
male alla  retta  AB  [688]  ;  sia  DE 
il  raggio  in  cui  questo  piano  taglia 
la  falda  data.  Nel  piano  a  si  costrui- 
sca [146]  l'angolo  FDE  uguale  al- 
l'angolo dato,  e  infine  si  tiri  la  falda 
che  ha  per  orìgine  AB  e  che  comprende  il  raggio  DF. 
U  diedro  FABJE  è  una  soluzione  del  problema  pro- 
posto, perchè  F(D)E  neh  una  sezione  normale. 

E  manifesto  che  il  problema  ammette  due  soluzioni. 

^ZB.  Un  diedro  si  dice  acuto,  retto,  ottuso,  biretto 
secondo  che  tale  denominazione  conviene  alla  sua  se- 
zione normale. 
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Due  diedri  si  dicono  complementari  o  sup^emen- 
tariy  secondo  che  tali  sono  le  loro  sezioni  normali. 

Due  diedri  consecutivi,  se  formano  un  diedro 
l)iretto,  si  dicono  adiacentù 

7JS4.  Teor*  Dite  diedri  adiacenti  sono  supplemen- 
iari;  e  reciprocamente^  se  due  diedri  supplementari  sono 
-consecutivi,  le  facce  non  comuni  formano  un  piano 
i^sono  opposte). 

]>iinu  Dimostrazione  facile. 

795.  Dei  quattro  diedri,  formati  da  due  piani  che 
«i  segano,  due,  che  siano  adiacenti  ad  uso  stesso  dei 
quattro,  si  dicono  opposti  aUo  spigolo.  Due  diedri  op- 
posti allo  spigolo  sono  eguali.  [719]. 

IfMm  Te«r.  Due  diedri  stanno  tra  loro  come  le 
toro  sezioni  normali. 

Idilli.  Dimostrazione  solita.  [445,  719;  720]. 

Piani  normali  tra  loro. 

7JSt,  Te«r.  Se  un  diedro  è  retto^  è  retto  anche  U 
diedro  adiacente. 

Dim.  Sia  un  diedro  retto  ADCF.  Dico  che  è 
retto  anche  il  diedro  adiacente  EDCA. 

Perciò,  per  un  punto  qua- 
lunque B  dello  spigolo  comu- 
ne, e  nella  faccia  /?,  si  tiri  BA 
normale  alla  CD\  e  poi  si  tiri 
la  JI^jP,  nel  piano  a,  normale 
alla  stessa  CD  in  B.  I  due  an- 
goli JEBA^  ABF  sono  sezioni 
normali  dei  due  diedri. 
Poiché  per  ipotesi  il  diedro -ICDjP  è  retto,  l'an- 
golo ABF  è  retto.  E  quindi  retto  anche  l'angolo 
JEBAf  opperò  è  retto  anche  il  diedro  JECDAé 
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799.  Ofis.  Quando  un  diedro  è  retto,  sono  tutti 
retti  [727  ]  e  quindi  eguali  [719]  i  quattro  diedri  compresi 
dai  piani  a  cui  appartengono  le  facce  del  diedro  dato. 

799.  Def.  8e  i  diedri  formati  da  due  piani  sono 
egualij  i  piani  si  dicono  normali  tra  loro. 

TSO.  Oss.  Per  conchiudere  che  due  piani  sono 
nonnali  tra  loro,  basta  [728]  provare  che  uno  dei 
diedri  è  retto. 

731.  Te«r.  8e  due  piani  sono  normali  tra  lorOy 
i  diedri  compresi  dai  due  piani  sono  retti, 

J^ìmk.  I  due  piani  a  e  /?  siano  normali  tra  loro, 
siano  dunque  uguali  i  diedri  ECDA^  AGDF.  Dico 
che  questi  diedri  sono  retti. 

Preso  un  punto  B  qualunque  sullMntersezione 
dei  piani,  si  tirino  le  BA^  EF  normali  a  CD^  e 
poste  rispettivamente  nei  piani  fi  ed  a. 

G-li  angoli  J?^J.,  J.J3  JF^  sono  eguali,  altrimenti  an- 
che i  diedri  sarebbero  disuguali.  [721].  I  due  angoli 
sono  adunque  retti,  e  tali  [728]  i  diedri,  tutti  e  quattro. 

789.  Te«r.  Se  una  retta  è  normale  ad  un  pianOj. 
ogni  piano  che  passa  per  la  retta 
è  normale  al  piano  dato. 

Dim.  Sia  un  piano  a  ed 
una  retta  AB  normale  a  questo 
piano;  e  un  piano  fi  passi  per 
la  retta  AB.  Dico  che  i  piani 
a  e  fi  sono  normali  tra  loro. 

Posto  che  B  sia  il  piede 
della  normale  ABji  due  piani  si  tagliano  [679]  in 
una  retta  che  passa  per  J?;  sia  essa  la  CD.  Si  conduca 
per  B  e  nel  piano  a,  la  retta  EF  normale  a  CD. 

Allora,  poiché  la  AB,  perchè  [688]  normale  al 
piano  a  è  normale  alla  CD,  l'angolo  ABF  è  una 
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sezione  normale  del  diedro  A  CDF.  E  poiché  ]a  AB, 
come  normale  al  piano  a,  è  normale  alla  EF^  l'angolo 
ABF  è  retto.  E  quindi  retto  il  diedro  ACDF^  ej^erò 
[730]  i  piani  a  e  /?  sono  normali  tra  loro. 

vas.  Cmr.  Un  piano,  normale  aUa  comune  interse- 
zione di  due  altri,  è  normale  ad  anìbidue  questi  piani. 

7S#»Te«r.  Se  due  piani  sono  normali  tra  loroy  ogni 
retta,  tirata  in  un  piano  e  che  sia  normale  alP  interse- 
zione comune,  è  normale  alT  altro  piano. 

]>im«  Siano  due  i  piani  aefi  normali  tra  loro,  e  sia 
AB  r intersezione.  In  uno  dei  piani,  ad  es.  nel  piano  fi, 

si  tiri  una  retta  CD  normale 
"^  alla  AB.  Dico  che  la  CD  è  nor* 

male  al  piano  a. 

A  tal  fine  si  tiri  per  D,  e 

nel  piano  a,  la  DE  normale  ad 

AB.  L'angolo  CDF  è  pertanto 

una  sezione  normale  del  diedro 

dato;  e  poiché  [731]  questo  è 

retto,  C(D)F  è  retto.  Ma  poiché  la  CD  è  normale  alle 

rette  AB  e  DE  situate  nel  piano  a,  essa  è  normale 

[684]  a  questo  piano,  e.  d.  d. 

7S5«  Cor.  8e  due  piani  sono  normali  tra  loro  e  una 
retta  è  normale  ad  uno  in  un  punto  che  non  sia  suU^in» 
tersezione  dei  due  piani,  essa  non  ha  con  V  altro  piano 
nessun  punto  in  comune. 

Infatti,  se  la  retta  potesse  incontrare  il  secondo 
piano  in  un  punto  M,  tirando  per  Jf  la  normale  all'in- 
tersezione dei  piani,  si  otterrebbe  [734]  una  nuova  retta 
normale  al  primo  piano.  Ma  allora  da  uno  stesso  punto 
M  sarebbero  tirate  ad  uno  stesso  piano  due  normali  ;  e 
ciò  non  può  [691]  essera 

736.  Teor.  Per  una  retta,  che  non  sia  normale  ad 


t/ 
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un  piano,  si  può  condurre  un  piano  normale  al  dato  ed 
uno  soltanto. 

J^UoL.  Sia  un  piano  ce,  ed  una  retta  AB  che  non  sia. 
normale  al  piano.  Dico  che  per  la  J.^  si  può  far  pas- 
sare nn  piano,  che  sia  normale  al  piano  a,  ed  uno  solo.. 

Intanto,  se  da  un  pùnto  (7,  preso  ad  arbitrio  sulla, 
retta  data,  si  tira  la  CD  normale  al  piano  a,  il  piano,, 
che  passa  per  la  J.^  e  per  la  CD 
[55]  è  normale[732]  alpianodato. 

Nessun  altro  piano,  che  passi 
per  la  AB,  non  può  essere  nor- 
male al  piano  a. 

Infatti,  se  un  secondo  piano 
cosi  fatto  potesse  esistere,  la  sua 
intersezione  col  piano  a  non  passerebbe  per  D  Q)  ;  ma 
allora,  tirando  da  (7  la  normale  a  questa  intersezione,  si 
otterrebbe  [734]  un'altra  normale  al  piano  a;  e  ciò  non. 
può  [691]  essere. 

TSY.  Cor.  8e  due  piani  normali  ad  un  terzo  si  ta-- 
gliano,  la  loro  intersezione  è  normale  al  terzo  piano. 

Infatti,  se  l'intersezione  fosse  obliqua  al  terzo  pia^ 
no,  allora  per  una  retta,  che  non  è  normale  ad  un  piano,, 
passerebbero  due  piani  normali  entrambi  ad  un  terzo;, 
e  ciò  non  può  essere.  [736]. 

Esercizi. 

8M.La  sezione  normale  di  un  diedro  è  l' inclinazione  di  ciascm^ 
lato  della  sezione  con  la  faccia  che  contiene  Paltro  lato. 
855.  Se  per  nno  stesso  pnnto  dello   spigolo  di   un  diedro   si 


(*)  Infatti,  se  passasse  per  D,  avendo  in  comune  con  Tal* 
tro  piano  la  retta  AB  e  jm  pnnto  estemo  a  questa,  coincide- 
rebbe col  piano  stesso.  [54].  Come  si  vede  la  dimostrazione^ 
suppone  che  ìa  AB  non  giaccia  nel  piano  a,  e  neppure  il  punto- 
C  II  teorema  però  vale  anche  se  la  A  £  giace  nel  piano. 


conducono  una  o1  ^^****^<tfifiia,  e  la  nor- 

male nell'altra,  sf 
o  minore  della  $ 
acuto,  retto  od 

856.  Tra  1  piani,  chy 
ad  un  piano,  9^ 
normale  alla  J 
il  minore  die^ 

857.  Tutti  i  piani 
rette  poste  i/ 

858.  Luogo  dei  p/ 

859.  Luogo  dei  / 
860. Luogo  dei/ 

861.  Se  una  ret 
un  altro  pi 

862.  Due  pianf 
questo  pi 
non  posB 

863.  Se  due 

per  queste  si  tagliane,. 

864.1  piani,  clie  dimezzano  due  dieaxx  . 
tra  loro. 

865.  Sui  lati  di  una  sezione  normale  di  un  diedro  si  segnino 
due  punti  ad  uguale  distanza  dal  vertice,  e  poi  si  tiri  un 
piano  per  questi  punti  e  per  un  punto  qualunque  dello 
spìgolo  del  diedro.  Questo  piano  forma  diedri  eguali  con 
le  facce  del  diedro  dato. 

866.Per  un  punto  dato  condurre  un  piano  normale  a  due  altri. 

867.  Per  una  retta  obliqua  ad  tm.  piano  condurre  un  piano, 
che  formi  col  dato  un  diedro  dato. 

868.  Per  il  vortioe  di  un  angolo  tirare  una  retta,  che  formi 
angoli  eguali  coi  lati  dell'angolo  dato,  ed  abbia  col  piano 
delPangolo  data  inclinazione. 

869.  Per  un  punto  condurre  un  piano  normale  a  due  altri,  e 
ciò  senza  usare  dell'intersezione  dei  piani. 

870.  Si  confrontino  i  diedri  formati  col  piano  di  xm  cerchio  da 
tre  piani  condotti  per  uno  stesso  punto  dell'asse  del  cer- 
chio rispettivamente  per  una  secante,  una  tangente  ed  una 
retta  esterna  al  cerchio. 


—  400  — 

CAPITOLO  XVII 
TRIEDRO 


Preliminari. 


743.  ]>er.  Preso  un  polìgono  qnalnnque  ed.nn 
punto  che  sia  fuori  del  piano  del  poligono,  tiriamo 
da  cotal  punto  e  per  ciascun  vertice  del  poligono  un 
raggio;  e  consideriamo  gli  angoli  convessi,  ciascuno 
dei  quali  ha  per  lati  due  raggi  condotti  per  due  ver- 
tici consecutivi;  questi  angoli  costituiscono  una  su- 
perficie, che  divide  lo  spazio  in  due  regioni. 

Il  solido^  che  occupa  tutta  intera  una  di  queste 
regioni  e  che  ha  per  superficie  la  superficie  consi- 
derata, si  dice  angoloide  (angolo  solido,  spazio  pira- 
midale). 

Quel  punto,  quei  raggi,  quegli  angoli  si  dicono, 
rispettivamente,  vertice,  spigoli  (o  costole)^  facce  del- 
V  angoloide. 

Secondo  che  il  numero  delle  facce  (che  è  pur 
quello  degli  spigoli)  è  3,  4,  5...,  T  angoloide  vien  chia- 
mato angoloide  triedro^  tetraedro,  pentaedro...» 

Un  angoloide  triedro  si  suol  dire  triedro,  senz'altro. 

Per  indicare  un  angoloide  si  nominano  con  let- 
tere il  vertice  e  poi  un  punto  per  ciascun  spigolo, 
prendendo  questi  punti  nelF  ordine  stesso  in  cui  si  se- 
guono gli  spigoli.  Scrivendo,  chiuderemo  tra  parentesi 
la  lettera  che  accenna  il  vertice  dell' angoloide.  Coai^ 
ad  es.,  la  scrittura  (V)ABCDE  accenna  Fangoloide 
pentaedro,  che  ha  il  vertice  in  F,  di  cui  VA,  VB, 
ve,  VDj  VE  sono  gli  spigoli  successivi,  ed  A(V)B, 
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B{Y)C,  C{V)D,  D{V)E,  E{V)A  sono  le  facce, 
prese  consecntìvamente. 

'y##.  Un  angoloide  si  dice  convesso^  se  il  piano  di 
ciascuna  faccia  lascia  T  angoloide  tutto  da  una  stessa 
banda;  altrimenti  si  dice  concavo. 

Per  ottenere  un  angoloide  convesso,  basta  pren- 
dere un  punto  fuori  del  piano  di  un  poligono  conves- 
so, e  procedere  come  dianzi  s'è  detto.  Questo  poligono 
e  qualunque  altro,  che  si  ottenga  con  un  piano  che 
tagli  tutte  le  facce  dell' angoloide,  si  dicono  sezioni 
deW  angoloide. 

Qualunque  triedro  è  convesso. 

T#5.  In  un  angoloide  convesso  si  dicono  diedri 
ddP  angoloide  i  diedri  convessi  ciascuno  dei  quali  è 
compreso  da  due  facce  consecutive;  queste  facce  si 
dicono  adiacenti  al  diedro. 

Nel  seguito,  parlando  di  angoloidi,  intenderemo 
sempre  che  siano  convessi. 

Proprietà  di  ogni  angoloide. 

'y46.  Te«r.  Ciascuna  faccia  d*un  angoloide  è  mi- 
nore  della  somma  delle  altre. 

Dilli.  1^.  Consideriamo  dapprima  il  caso  in  cui 
r  angoloide  è  triedro. 

Sia  adunque  un  triedro  {V)ABC,  e  proponia- 
moci di  provare  che  ciascuna  sua  faccia  è  minore 
della  somma  delle  altre  due;  ad  es.  che  la  faccia 
A(V)B  è  minore  della  somma  delle  altre  due. 

Se  anche  una  sola  di  queste  è  uguale  o  maggiore 
della  faccia  A{V)By  la  relazione  da  dimostrare  ha 
luogo  manifestamente. 

Supponiamo  che  sia  C{Y)B  <  A(y)B  e  di 
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tagliare  da  quest^ angolo  una  parte  uguale  all^ altro; 
sifiF(V)B  =  C(V)B. 

Uniti  due  punti  A,  B  presi  ad  arbitrio  sui  raggi 
YA,  YB,  e  fatto  YC  =   YE, 
si  tirino  C-4,  CB. 

Intanto,  poiché  nei  triangoli 
B  YE,  B  YC  due  lati  e  l'angolo 
compreso  sono  rispettivamente 
uguali,  è  anche  BE  =:  BC.  Ma 
nel  triangolo  ABCh  [164]  : 

BC  +  CA>  BE  '\-  EA. 
Per  conseguenza  è  anche  CA  >  EA*  Ed  ora,  dacché 
i  triangoli  YAC^  YAE  hanno  il  lato  YA  in  comune, 
uguali  i  lati  FC,  YE^  e  il  terzo  lato  GA  del  primo 
è  maggiore  di  EAy  è  [174]  A(Y)C  >  A(Y)E.  Ag- 
giungendo  rispettivamente  a  questi  angoli  disuguali 
gli  angoli  eguali  C  YB,  E  YBj  si  ottiene  appunto  : 

A(Y)C  +  C(Y)B  >  A{Y)B. 

2f^.  Passiamo  a  considerare 
un  angoloide  qualunque,  ad  es. 
l'angoloide  (F)  A-B  CJDE,  e  prò- 
poniamoci  di  provare  che  la  fac- 
cia J.(F)5  è  minore  della  som- 
ma delle  altre. 

Consideriamo  i  triedri: 
{Y)ABC,  (Y)ACD,{Y)ADE. 

Intanto  nel  triedro  (Y)ABC  è: 

A(Y)B  <  B(Y)C+  A(Y)C. 
Ma  nel  triedro  (Y)ACD  è: 

A(Y)C  <  C(Y)D  +  A(Y)D', 

quindi,  a  maggior  ragione,  è: 

A{Y)B  <  B(Y)C  +  C{Y)D  +  A{Y)D. 
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Nel  triedro  (V)AI)E  si  ha: 

A(V)D  <  D(V)E  4-  E(V)A; 
quindi  infine,  a  maggior  ragione,  è  : 

A(V)B<B(V)C+G(V)D-i-D(Y)E-\-E(V)A. 
7#7.  Teor.  La  somma  delle  facce  d^  un  angoloide 

convesso  è  minore  di  quattro  rettu 

nini.  1^.  Consideriamo  dap- 
prima un  triedro  {Y)ABC. 

Prolungando  lo  spigolo  A  Y 
in  A',  si  ottiene  il  triedro 
{Y)A'BC,  nel  quale  è  [746]  : 
B{Y)C  <A\Y)C+  AÌY)B. 
Aggiungendo  ai  due  membri 
della  disuguaglianza  gli  angoli 
(77i4,jB  74,  si  ottiene:   • 

B{Y)C  +  C{Y)A  +  B{Y)A  <  A'(Y)C  + 
+  A\Y)B  +  C{Y)A  +  B{Y)A. 

Ma  ciascuna  delle  due  somme  A'{Y)C  '\'  C(F)J.ed 
A'{Y)B  r|-  B{Y)Aj  perchè  composta  di  due  angoli 
adiacenti,  è  uguale  a  due  retti;  quindi  la  somma: 

B{Y)C  +  C{Y)A  +  B{Y)A 
è  minore  di  quattro  retti,  e.  d.  d. 

2*^.  Sia  ora  un  angoloide  qualunque,  ad  es.  U  an- 
goloide (Y)ABCDK 

Sia  YS  l'intersezione  de'  piani  [679]  delle  facce 
A(Y)E,  C(Y)B  contigue  alla  faccia  A(Y)B.  (i). 

Osserviamo  intanto  che  T angoloide  {Y)SCDE 
ha  una  faccia  di  meno  che  il  dato,  e  che  la  somma  delle 

(})  Questi  piani  si  segano  perchè  hanno  il  ponto  F  in  co- 
mune. Dei  due  raggi,  in  cai  l'intersezione  è  divisa  dal  punto  F> 
bisogna  prendere  quello  che,  rispetto  alla  faccia  A  (F)  B,  sta 
dalla  banda  opposta  a  quella  in  cui  si  trova  l'angoloide. 
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sue  facce  è  maggiore  della  somma  delle  facce  deU^an- 
goloide  dato,  perchè  nel  triedro  {y)SBA  è  [746]: 
B{Y)H+  S{V)A  >  B(V)A. 

Nel  modo  stesso  si  può  passare  dalPangoloide 
(V)EHCD  ad  un  nuovo  an- 
goloide,  nel  quale  il  numero  V 

delle  facce  sia  di  nuovo  dimi-  /M\ 

nuito  di  una  unità  ;  e  nel  nuovo  /  /  ''  '  \    \ 

angoloide  la  somma  delle  facce  /    /  |  J  \   \ 

è  maggiore  che  nell'ultimo.      ^\^/    '^'    \    x\ 
Cosi,  proseguendo,  giungere-    /    ^'C-V-Vb    ^ 
mo  infine  ad  un  triedro,  nel  /       ^"%    \ 

quale  la  somma  delle  facce  è  • 

maggiore  che  in    qualunque 

degli  angoloidi  precedenti.  Ma  si  è  dimostrato  ohe  la 
somma  delle  facce  di  un  triedro  è  minore  di  quattro 
retti;  altrettanto,  a  maggior  ragione,  si  può  dire  della 
somma  delle  facce  dell' angoloide  {V)ABCDJE. 

Cosi  si  è  provato  che  ecc. 

Angoloidi  simmetrici  (pseudoeguali). 

7#8.  Sia  (V)ABCDE  un  angoloide  qualunque. 
Prolunghiamo  tutti  gli  spigoli,  e  consideriamo  l' ango- 
loide convesso  le  cui  facce  sono  le  opposte  al  vertice 
di  quelle  dell' angoloide  dato. 

I  due  angoloidi^  opposti  (d  vertice^  hanno  intanto 
le  facce  rispettivamente  uguali,  p^chè  gli  angoli  op- 
posti al  vertice  sono  eguali.  Ed  anche  i  diedri  degli 
angoloidi  sono  eguali  rispettivamente,  perchè  due  die- 
dri opposti  allo  spigolo  sono  eguali. 

Oli  elementi  dei  due  angoloidi  sono  anche  ordinattp- 
mente  uguali,  perchè  a  facce  o  diedri  consecutivi  del- 
l'uno corrispondono  facce  o  diedri  consecutivi  nell'altro. 
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Eppure  i  due  angoloidi,  in  generale,  non  sono 
eguali.  Infatti,  come  ora  vedremo,  non  si  può  otten- 
nero che  divengano  coincidenti. 

Ed  invero,  se  mai  la  coin-» 
cidenza  è  possibile,  questa  deve 
aver  luogo  quando  la  faccia 
A'(V)B'  coincida  con  la  faccia 
corrispondente  A(V)B. 

Imaginiamo  che  T  angolo 
A'(V)B'  vada  a  sovrapporsi 
all'angolo  A(V)B  compiendo, 
nel  piano  comune,  mezzo  giro 
intorno  al  vertice  F.  Ora  i  due 
angoloidi,  che  prima  del  movi- 
mento giacciono  da  bande  oppo- 
ste  del  piano  delle  facce  A^VB\ 
AVBj  si  mantengono  tali  du- 
rante il  movimento,  epperò  a  moto  compiuto  non  hanno 
in  comune  altro  che  le  facce  diventate  coincidenti. 
Se  poi  torniamo  a  muover  l'angoloide,  inver- 
tendo la  faccia  A'(V)B\  allora  gli  angoloidi  ven- 
gono ad  essere  da  una  stessa  banda  della  faccia  co* 
mune  ;  ma,  poiché  lo  spigolo  VA'  in  tal  caso  coincide 
con  VBj  e,  in  generale,  i  diedri  degli  angoloidi,  che 
hanno  codesti  spigoli  nonsono  eguali,  la  f accia  J.(  F)j&^ 
e  la  faccia  B(V)C  giacciono  in  piani  distinti. 

Cosi  possiamo  conchiudere  che  i  due  angoloidi 
non  si  possono  far  coincidere.  Q). 


Q)  I  due  angoloidi  hanno  tutte  le  proprietà  delle  figure 
uguali,  fuori  che  questa  di  essere  uguali.  (Finché  sono  opposti 
al  vertice,  convien  loro  la  denominazione  di  simmetrici  (rispetto 
al  vertice  comune)  ;  se  disposti  altrimenti,  convien  loro  meglio 
la  denominazione  di  pseudoeguali). 
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749.  Imaginìamo  che  due  osservatori  si  trovino 
nell'  interno  dei  due  angoloidi  opposti  al  vertice  con- 
siderati nel  paragrafo  precedente,  col  capo  nei  verti- 
ci, e  che  siano  rivolti  rispettivamente  verso  dae  facce 
opposte  al  vertice,  ad  es.  verso  le  facce  J.(F)jB, 
A'{y)B\  Imaginiamo  poi  che  la  retta  AYA'^  ro- 
tando intorno  a  F,  percorra  le  superficie  dei  due  an- 
goloidi, cominciando  a  descrivere  le  facce  conside- 
rate. E  facile  riconoscere  che,  mentre  Uosservatore 
posto  nell'angoloide  superiore  vede  la  retta  mobile 
passare  dinanzi  a  se  con  movimento  diretto  dalla  sua 
sinistra  alla  sua  destra,  per  Taltro  osservatore  il  mo- 
vimento del  raggio  che  descrive  la  faccia  A{  V)B  è  di- 
retto dalla  destra  alla  sinistra.  Gli  elementi  dei  due 
angoloidi  sono  adunque  ordinatamente  uguali,  ma 
non  sono  egualmente  disposti. 

Triedri  supplementari. 

750.  Iienma  1^.  Se  un  angolo  ha  il  vertice  sopra 
un  piano^  un  suo  lato  è  normale  al  piano^  e  tutti  e  due 
i  lati  cadono  da  una  stessa  banda  del  piano,  V angolo  è 
acuto.  Reciprocamente  :  se  un  angolo  acuto  ha  U  vertice 
sopra  un  piano,  e  un  lato  è  normale  al  piano,  i  dise 
lati  giacciono  da  una  stessa  banda  del  piano. 

nini.  Sia  un  piano  a,  e  un 
angolo  BAC  abbia  il  vertice  A 
sul  piano;  il  lato  AB  sia  nor- 
male al  piano,  ed  ambidue  i  lati 
cadano  da  una  stessa  banda  del 
piano.  Dico  che  l'angolo  BAC 
è  acuto. 

Infatti,  se  AD  è  l'intersezione   del  piano   del-   . 
l'angolo  col  piano  a,  poiché  AB  è  normale  a  que- 
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Bto  piano,  r angolo  BAD  è  retto.  Per  conseguenza 
B{A)Cj  che  è  parte  di  B{A)D^  è  acuto. 

Invece,  se  AB  ed  jÌ  C  giacessero  da  bande  oppo* 
ste  del  piano,  allora  B{A)D  sarebbe  parte  di  B{A)C^ 
epperò  questo  angolo  sarebbe  ottuso. 

Perciò,  dall'ipotesi  che  AB  sia  normale  al  piano, 
e  che  B{A)C  sia  acuto,  si  può  conchiudere  che  i 
due  lati  ABj  AC  cadono  necessariamente  da  una 
stessa  banda  del  piano. 

VSl.  Iiemma  J9^.  Se  per  un  punto  dello  spigolo  di 
un  diedro  si  tirano  due  raggi  rispettivamente  normali 
àUe  faccej  e  in  modo  che  ciascuno  cada,  rispetto  al 
piano  della  faccia  atta  quale  è  normale^  dalla  stessa 
banda  che  Valtra  faccia,  Vangelo  dei  dt^e  raggi  è  sup- 
plementare  della  sezione  normale  del  diedro. 

nim.  Sia  un  diedro  ABCD'^  dinotiamo  le  facce 
con  a  e  fi. 

Per  un  punto  C  qualsivoglia  dello  spigolo  si  tiri 
il  raggio  CJE  normale  alla  faccia  a,   e    cosi    che   il 

raggio  e  la  faccia  fi 
3  cadano  da  una  stessa 

banda  del  piano  della 
faccia  a.  Poi,  di  nuovo 
per  il  punto  C,  si  con- 
duca il  raggio  CF 
normale  alla  faccia  fij 
e  da  quella  banda  del 
piano  di  questa  faccia  dove  si  trova  la  faccia  a. 

Poiché  i  due  raggi  CE  e  CF  sono  normali 
ambidue  allo  spigolo  B  C,  anche  [684]  il  loro  piano 
è  normale  a  questo  spigolo.  Epperò,  se  CA  e 
CD  sono  le  intersezioni  di  questo  piano  con  le 
facce  a  e  fij  l'angolo  DCA  è  la  sezione  normale  del 
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diedro.  Dico  che  gli  angoli  JECFy  DCA  £ono  sup-^ 
plementarL 

Infatti,  poiché  i  raggi  CU,  CF,  come  normali 
rispettivamente  alle  facce  a,  /?,  sono  [683]  normali  ai 
lati  CAj  CDj  abbiamo: 

E{C)A  +  D(C)F=  2B. 

E  da  questa  eguaglianza,  per  un  caso  eperTaltrOy 
si  ricava  facilmente: 

E(C)F  +  D{C)A  =  222. 

VS9.  Te«r.  Se  per  il  vertice  di  un  triedro  si  tu- 
rano tre  raggi  rispettivamente  normali  alle  facce,  e  in 
modo  che  ciascuno  di  essi,  rispetto  al  piano  della  faccia 
aUa  quale  è  normale,  cada  dalla  stessa  banda  dove  è 
lo  spigolo  opposto  alla  fa^xia  stessa,  le  tre  normali  de* 
terminano  un  secondo  triedro,  che  è  reciproco  dd  pri-- 
mo,  tale  cioè  che  U  primo  si  può  derivare  dal  seconda, 
come  questo  da  quello.  E  le  facce  di  ciascun  triedro 
sono  rispettivamente  supplementari  delle  sezioni  nor^ 
mali  dei  diedri  deWaltro  triedro. 

Bini.  Sia  n  triedro  (V)ASC.  Per  F  si  tiri  il 
raggio  VA'  normale  alla  faccia  B(V)C,e  cosi  che 
VA  e  VA^  cadano  da  una  stessa 
banda  del  piano  della  fac- 
cia stessa.  Analogamente  si  ti- 
rino gli  altri  due  raggi  VB', 
ve  '.  Ora  proveremo  che  il  rag- 
gio VA  è  normale  alla  faccia 
B'(V)C',e  che  rispetto  al  piano 
di  questa  faccia  esso  è  situato 
dalla  stessa  banda  che  il  raggio 
VA'.  Ed  analogamente  per  gli  altri  due  raggi  VB,  VC. 

Intanto,poichè  TIB'  è  normale  alla  faccia  A{V)C^ 


c\     fc 
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— ^^ 
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ve 
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esso  è  nonnaie  [683]  a  TA^  opperò  YA  è  normale  a 
YB\  O.  E  perchè  YC  è  normale  alla  faccia  A{Y)B, 
esso  è  normale  [683]  a  FJ.,  opperò  YA  è  normale  a 
YC\  H  raggio  YA  è  dunque  normale  alle  rette  YB\ 
YC%  opperò  [684]  al  loro  piano. 

D^ altra  parte,  perchè  il  raggio  YA'  è  normale  al 
piano  BYC^e  rispetto  a  questo  cade  dalla  stessa  banda 
del  raggio  YA,  l'angolo  A  YA'  è  [750]  acuto.  Ne  se- 
gue [750]  che,  reciprocamente,  il  raggio  YA,  nor- 
male alla  faccia  -B'(F)  C,  ed  il  raggio  YA'  giacciono 
da  una  stessa  banda  del  piano  della  faccia  B'(Y)C'. 

Il  ragionamento  stesso  si  può  ripetere  per  i  due 
raggi  YB^  YC\  opperò  resta  provato  che  il  triedro 
{Y)ABC  si  può  derivare  dal  triedro  {Y)A'B'C', 
come  si  è  derivato  questo  dal  primo. 

Ci  resta  da  provare  che  una  faccia  qualsiasi  di 
uno  dei  triedri  e  la  sezione  normale  del  diedro  corri- 
spondente nell'altro  triedro  sono  supplementari.  Per- 
ciò consideriamo,  ad  es.,  la  faccia  A  YB  e  il  diedro 
A'Y'G'B'. 

H  raggio  YA  è  normale  in  Y  (punto  dello  spi- 
golo YC  del  diedro)  alla  faccia  B'{Y)C',  e  rispetto 
al  piano  di  questa  faccia  è  situato  dalla  stessa  banda 
che  r  altra  faccia  del  diedro  stesso,  per  questo  che  YA 
e  YA  ',  raggio  posto  nella  faccia  A'{Y)C'y  stanno  da 
una  stessa  banda  rispetto  alpianodella  faccia  B'{  Y)  C. 

Similmente  si  prova  che  il  raggio  YB  è  nor- 
male alla  faccia  A'{Y)C',  e  che  rispetto  al  piano 
di  questa  faccia  è  situato  dalla  stessa  banda  in  cui  si 
trova  r  altra  faccia  del  diedro. 

(*)  Si  può,  in  questa  dimostrazione,  tener  d'occMo,  in- 
vece della  figara,  il  quadro  sottoposto,  formato  con  le  nota- 
zioni de'  suoi  spigoli. 
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Conchiudiamo  [751]  che  l'angolo  A  YB  e  la  sezio- 
ne normale  del  diedro  A'YC'B'  sono  supplementari. 

E/esta  dunque  dimostrato  che  ecc. 

753.  Per  la  relazione  che  passa  tra  le  facce  e  le 
sezioni  normali  dei  diedri  di  due  triedri  derivati  Tuno 
dall'altro  nella  maniera  accennata  dal  precedente  teo- 
rema, cosi  fatti  triedri  si  dicono  suppUmeniari. 

Relazioni  tra  gli  elementi  di  due  triedri. 

VS^.  Teor.  Due  triedri^  se  hanno  due  facce  e  il 
diedro  compreso  rispettivamente  ugtudij  hanno  egtudi 
ordinatamente  anche  gli  altri  elementi. 

Blm.  Nei  due  triedri  (V)ABC,  (V')A'B'C' 
sis^A(V)B  =  A'(V')B',  B(V)C=B'(V')C'  ed 

A(VB)C=  A'(V'B')C'. 
Dico  che  anche  gli  altri  elementi  sono  ordinatamente 
uguali. 

Consideriamo  prima  il  caso,  il  quale  ha  luogo  ap- 
punto nella  nostra  figura,  in  cui  gli  elementi  contem- 
plati nell'ipotesi  sono 
anche  egualmente  di- 
sposti. 

Ed  ora  imaginia-  /      b  ^        /      B[_ 

mo  di  trasportare  il        v^-"""       v'^""^^ 
triedro  (F)  in  modo 
che  il  vertice  V  cada  ^  ^ 

in  V,  che  lo  spigolo  VB  si  disponga  sullo  spigolo 
F'-B',  e  la  falda  B  VA  sulla  falda  B'V'A\ 

Poiché  è  B(V)A  =  B\V')A',  lo  spigolo  VA 
cade  sullo  spigolo  VA'.  Per  l'eguaglianza  dei  due  die- 
dri, AYBC,A'V  'B'C\  la  falda  B  VC  coincide  con  la 
falda  5'F'aMnfine,  essendo -8(7)0=  5'(7')C", 
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il  terzo  spigolo  YC  cade  sullo  spigolo  F'C".  Cosi  è 
provata  [55]  la  coincidenza  delle  due  figure,  epperò 
V  eguaglianza  rispettiva  di  tutti  gli  elementi  delle  due 
£gure  e  delle  figure  stesse. 

Quando  gli  elementi,  di  cui  parla  Tipotesi,  si  sue- 
<5edono  in  un  triedro  in  senso  opposto  che  nell'altro, 
ciascun  triedro  è  uguale  [748;  764]  all'opposto  al  ver- 
tice dell'altro.  Pertanto  anche  in  questo  caso  i  rima- 
nenti elementi  dei  due  triedri  sono  ordinatamente 
uguali  ;  ma  i  due  triedri,  generalmente,  non  sono 
eguali. 

755.  Teor.  Due  triedri^  se  hanno  una  faccia  e  i 
diedri  adiacenti  rispettivamente  ugvLcdiy  hanno  eguali 
ordinatamente  anche  gli  altri  elementi. 

nini.  Siano  due  triedri  (F)  e  (F').  Dinotiamo 
con  Aj  Bj  Ci  diedri  del  primo,  e  con  a,  ò,  e  rispet- 
tivamente le  facce  opposte.  Similmente  A',  -B',  C, 
«',  6',  e',  dinotino  gli  elementi  del  triedro  (V').  E 
sia  a^a',  B  =  B'  e  C  =  C.  Dico  che  anche  gli 
altri  elementi  sono  ordinatamente  uguali. 

A  tal  fine  consideriamo  i  triedri  supplementari 
dei  dati.  Poiché  i  triedri  (F)  e  (F')  hanno  una  faccia 
e  i  diedri  adiacenti  rispettivamente  uguali,  ne'  triedri 
supplementari  sono  eguali  rispettivamente  due  facce 
e  il  diedro  compreso.  Per  conseguenza  tutti  gli  ele- 
menti dei  triedri  supplementari  sono  ordinatamente 
uguali.  [754].  Epperò  anche  i  triedri  (F)  e  ( F')hanno 
tutti  gli  elementi  ordinatamente  uguali.  (^). 

VSO.  Teor.  Du^  triedri^  se  hanno  le  facce  rispetti- 
vamente uguali,  hanno  i  diedri  ordinatamente  uguali. 

{})  Questo  teorema,  nel  caso  che  gli  elementi  di  cui  parla 
r  ipotesi  siano  egualmente  disposti,  sì  può  dimostrare  facil- 
mente, imaginando  di  far  coincidere  una  figura  con  l'altra.  Ma 
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»im.  Nei  tneàn(V)ABC,  (V')A'B'C'  le  facce 
siano  rispettivamente  uguali  ;  sia  cioè  : 

A(V)B  =  A'(V')B\      B(VJC  =  B'(V')C' 

e  C(V)A  =  C\V')A\ 

Caso  1^.  Supponiamo,  per  primo  caso,  che  almeno 
due  facce  d^un  triedro,  e  quindi  anche  le  corrispon- 
denti dell^  altro,  siano  angoli  acuti.  Tali  siano,  ad  es.^ 
le  facce  B  VA^  C  VA  e  le  corrispondenti.  Proverema 
che  i  diedri  compresi  da  queste  facce,  e  i  cui  spigoli 
sono  VA  e  VA%  sono  eguali. 

Sugli  spigoli  VBj  FC  di  uno  dei  triedri  si  pren- 
dano ad  arbitrio  due  punti  D  ed  J?,  e  si  tirino  [143) 
da  questi  le  DFj  EH  normali  al  terzo  spigolo  VA^ 
Poi  dal  punto  jBr(  poi- 
ché è  il  piede  della 
normale  EH  quello 
che  è  venuto  a  cadere 
tra  il  vertice  del  trie- 
dro e  il  piede  dell'  al- 
tra normale)  si  tiri, 
nel  piano  B  VA^   la 

HK  normale  alla  retta  VA.  Questa  normale,  poiché 
entra  per  iTnel  triangolo  FVD  e  non  può  [156]  in- 
contrare la  retta  FD^  incontra  necessariamente  il  lato- 
VD  ;  sia  Z"  il  punto  d'incontro.  Q). 

in  nna  scienza  di  ragionamento,  quando  si  può  farlo,  e  si  paò- 
farlo  senza  troppo  sforzo  (nel  caso  opposto  per  riguardi  scola- 
stici ci  si  rinunzia),  non  si  ricorre  ad  un  postulato,  neanche  se 
g^à  ammesso.  È  per  questo  che  Eucude,  in  talune  dimostra- 
zioni, malgrado  la  minor  semplicità  che  ne  seguirebbe,  non. 
ricorre  al  metodo  di  sovrapposizione,  il  quale,  ad  uno  che  non. 
pensa  al  perchè  della  sottigliezza,  sembrerebbe  il  più  ovvio. 
(})  Con  questo  artificio  si  schiva  il  postulato  della  pa» 
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Ciò  fatto,  sugli  spigoli  dell'  altro  triedro  si  pren- 
dano i  segmenti  Y'E\  Y'K\  VH'  egnali  ordina* 
tamente  ai  segmenti  VE^  VK^  VS^  e  si  tirino  EKy 
E'K\  E'E\  K'H\ 

Se  confrontiamo  i  triangoli  EVS,  B'V'E\  tro- 
viamo che  hanno  E(V)S  =  E'(V')E'  per  ipotesi, 
«d  uguali  per  costruzione  i  lati  che  comprendono  i  due 
angoli.  Quindi  è  anche: 

ES=:  E'H'  e   V(S)E=:  T'{E')E\ 
Ma  Y{E)E  è  retto;  tale  è  quindi  V'(E')E\ 

Similmente,  confrontando  i  triangoli  EVKj 
E'V'K',  si  viene  alla  conchiusionecheè  EK=lE'K'^ 
«  V{E)K=  Y\E')K\M.B,  F(-H")^  è  retto  per  co- 
struzione; quindi  V'(E')K'  k  retto. 

Si  osservino  ora  i  triangoli  EVK,  E'V'K'.  In 
questi  è  E(V)K=  E'(V')K'  per  ipotesi,  è  per  co- 
struzione e  VK=  V'K'  e  VE=  Y'E\  Per  conse- 
guenza è  anche  EK  =  E'K'. 

Infine,se  confrontiamo  i  triangoli  EEKj  E'E'K\ 
troviamo  che  hanno  i  lati  rispettivamente  uguali. 
Pertanto  gli  angoli  EEK,  E'E'K'  sono  eguali.  Ma 
questi  angoli  sono  sezioni  normali  dei  diedri  CYAB^ 
C'V'A'B''^  i  due  triedri  sono  [719]  dunque  uguali, 
opperò  [754]  ecc. 

Caso  2^.  La  dimostrazione  precedente  suppone 
che  due  facce  ahneno  di  un  triedro,  epperò  anche  le 
corrispondenti  nell'  altro^  siano  angoli  acuti.  Passiamo 
a  considerare  il  caso  nel  quale  in  ciascun  triedro  una 
faccia  sola  o  nessuna  è  un  angolo  acuto.  (^). 

TaJlela,  al  quale  non  si  è  mai  fatto  ricorso  nei  tre  primi  capi- 
toli della  Stereometria. 

(})  Se  due  angoli  di  un  triedro  e  quindi  anche  i  corrispondenti 
dell'altro  sono  retti,  ci  si  riconduce  subito  al  teorema  d^l  §  754. 
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Partendo  dai  vertici,  si  prendano  sagli  spigoli  dei 
triedri  dei  segmenti  VD,  TE,  YF,  Y'D',  VE',  V'F\ 
tutti  eguali  tra  loro,  e  si  compiano  i  triangoli  DEFy 
D'E'F'. 

Poiché  i  due  triedri  (F)  e  (F')  hanno  le  facce 
rispettivamente  uguali,  i  sei  triangoli  isosceli,  tagliati 
via  dalle  facce  de^  triedri,  hanno  eguali  rispettiva» 
mente  [170]  le  basi  e  gli  angoli  alle  basi.  Cosi  è: 
D{F)Y  =  D'{F')Y'  ed  E{F)Y  =  E'{F')Y'. 
Sono  poi  eguali  anche  gli  angoli  EFD^E'F'D\  come 
angoli  corrispondenti  in  triangoli  i  cui  lati  sono  rispet- 


tivamente uguali.I  due  triedri(i^)D-E'F,(i?^')D'.E"F'' 
hanno  adunque  le  facce  rispettivamente  uguali.  Inoltre 
le  facce  D{F)Y,  E(F)Y,  D'{F')Y\  E'(F')Y'' 
sono  angoli  acuti,  perchè  [158]  angoli  alla  base  di  trian- 
goli isosceli.  Per  questi  due  triedri  vale  adunque  lau 
precedente  dimostrazione,  epperò  quei  loro  diedri  che 
hanno  per  ispigoli  le  rette  FC,  F'C"  sono  eguali.. 
Ma  codesti  diedri  son  diedri  compresi  da  facce  rispet- 
tivamente uguali  ne'due  triedri  dati;  quindi  [754] .  .  .. 

Resta  dunque  provato  che,  se  ecc. 

757.  Teor,  Due  triedri,  se  hanno  i  diedri  rispet^ 
tivamente  uguali,  hanno  anche  le  facce  ordinatamente, 
uguali. 

nini*  Due  triedri  (F  ),  (F'  )  abbiamo  i  diedri  ri-* 
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spettìvamente  nguaU.  Proveremo  che  anche  le  facce 
sono  eguali,  ciascuna  a  ciascuna. 

A  tal  fine  si  considerino  i  triedri  supplementari 
dei  dati.  Poiché  le  loro  facce  sono  rispettivamente 
supplementari  delle  sezioni  normali  dei  diedri  dei  trie- 
dri dati,  ed  in  questi  i  diedri  sono  eguaU  ciascuno  a 
ciascuno,  nei  triedri  supplementari  le  facce  sono  eguali 
rispettivamente  [87],  e  per  conseguenza  [756]  sono 
eguali  ordinatamente  anche  i  diedri. 

Ma  le  facce  dei  triedri  dati  sono  supplementari 
rispettivamente  delle  sezioni  normali  dei  diedri  dei 
loro  supplementari.  E  poiché  s^è  dimostrato  che  que- 
sti diedri  sono  eguali  ciascuno  a  ciascuno,  si  conchiude 
che  sono  eguaU  rispettivamente  anche  le  'facce  dei 
triedri  dati. 

Problemi. 

758.  ProU.  Costruire  un  triedro,  le  cui  facce 
siano  eguali  rispettivamente  a  tre  angoli  dati,  la  cui 
somma  è  minore  di  quattro  retti  e  ciascuno  dei  quali  è 
minore  della  somma  degli  altri  due. 

Rlsol.  Si  costruiscano  in  un  piano  tre  angoli 

consecutivi  AOB,  BOC, 
COD,  che  siano  eguali  ri- 
spettivamente agli  angoli 
dati.  Poi,  con  centro  0  e 
raggio  arbitrario,  si  descri- 
va un  cerchio;  e  siano  A,  B, 
Cj  Di  punti  nei  quali  esso 
taglia  i  lati  degli  angoli. 
Poiché  la  somma  dei  tre  an- 
goli, che  si  son  posti  consecutivamente  intorno  ad  0, 
è  minore  di  quattro  retti,  Farco  AB  CD  è  minore 
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dell'intero  cerchio.  E  perchè  ciascuno  degli  angoli 
dati  è  minore  della  sonuna  degli  altri  due^  ciascnno 
degli  archi  AB,  BC^  CD  è  [224]  minore  della  somma 
degli  altri  due;  egli  è  adunque: 

(1)  arco  AB  <  arco  BCD, 

(2)  arco  BC  <  arco  -4.B  -f-  arco  CD, 

(3)  arco  CD  <  arco  ABC. 

Dai  punti  JL  e  D  si  tirino  le  corde  AJE,  DF 
normaU  rispettivamente  ai  raggi  OB,  OC.  Cosi  es- 
sendo:  arco  BE  =  arco  AB,  ed  arco  FO  =  arco 
CD,  per  le  disuguaglianze  (1)  e  (3)  è  pure  :  arco 
BE  <  arco  BCD,  ed  arco  FC  <  arco  ABC.  Que- 
ste disuguaglianze  provano  che  il  punto  E  cade  ne- 
cessariamente sull'arco  BCD,  e  il  punto  ^  sull'arco 
ABC. 

Prendiamo  ora  la  disuguaglianza  (2),  ed  aggiun- 
giamo a' suoi  membri  l'arco  AB.  Ci  risulta: 

arco  ABC  <  arco  AE  -|-  arco  CD. 

Sottraendo  dai  due  membri  1'  arco  CD,  otteniamo  : 

arco  AF  <  arco  AE. 

Questa  disuguaglianza  prova  che  il  punto  F  cade  neces- 
sariamente suU'arco  AE,  e  fra  i  termini  di  questo  arco. 

I  quattro  punti  J.,  Fj  E,  D  sull'arco  -4.D,  minore 
di  un  cerchio,  sono  dunque  schierati  necessaria- 
mente neU' ordine  in  cui  li  vediamo  nella  nostra  fi- 
gura; epperò  le  corde  AE,  DF  si  tagliano  neces- 
riamente  (senza  che  occorra  prolungarle)  nell'interno 
del  cerchio.  Diciamo  ^il  punto  d'intersezione. 

Ed  ora  si  tiri  OS,  e  poi  per  S  la  normale  al 
piano  della  figura  [690]  ;  e  infine  si  tagli  questa 
normale,  sia  nel  punto  K,  col  cerchio  descritto  nel 
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piano  OSK  con  centro  0  e  raggio  OA.  LMnteT3e- 
ssione  ha  Inogo,  perchè  il  raggio  è  maggiore  di  OS^ 
distanza  della  retta  JSK  dal  centro.  [236]. 

Infine  si  tiri  il  raggio  OK.  H  triedro  {0)BCK 
è  il  triedro  domandato. 

nini.  Intanto  la  faccia  B{0)C  è  uno  degli  an- 
goli dati.  Sta  dunque  a  provare  che  è  B(0)K  = 
A{0)B  e  C{q)K  =  C(0)D. 

A  tal  fine^  tirati  i  segmenti  KM^  KN,  si  confron- 
tino i  triangoli  KMQ  ed  AMO\  troviamo  OJf  co- 
mune, OA  =  OK^  ed  eguali  gli  angoli  OMAy  OMK, 
perchè  retti  ambidue;  il  primo  per  costruzione;  il  se- 
condo perchè  SK  è  normale  al  piano,  ed  SM  è 
normale  alla  retta  OB  posta  nel  piano.  [687].  Per- 
tanto [176]  è  B(0)K  =  A(0)B. 

Nello  stesso  modo,  considerando  i  triangoli  KONy 
DON,  si  prova  essere  CiO)K  =  C(0)D. 

Cosi  resta  dimostrato  che  le  facce  del  triedro 
iP)BGK  sono  eguali  rispettivamente  agli  angoli  dati. 

Prolungando  gli  spigoli  del  triedro  (O)BCK,  si 
ottiene  una  seconda  soluzione  del  problema;  la  quale 
si  sarebbe  ottenuta,  considerando  la  seconda  interse- 
zione fatta  nella  retta  SK  da  quel  cerchio  di  centro  0 
«  raggio  0  A,  che  si  è  descritto  nel  piano  OKS. 

759.  Osa.  Le  condizioni,  poste  nel  precedente 
problema  agli  angoli  dati,  sono  necessarie,  perchè  il 
triedro  si  possa  costruire.  Esse  infatti  sono  sodisfatte 
{747;  746]  da  ogni  triedro.  La  costruzione  precedente 
prova  che  quelle  condizioni  sono  anche  sufficienti,  per- 
<^hè  il  problema  ammetta  soluzione. 

700.  Proibì.  Costruire  un  triedro,  i  cui  diedri 
-siano  eguali  rispettivamente  a  tre  diedri  dati. 

RIsol.  Si  prendano  tre  angoU,  che  siano  rispet- 

37 
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tivamente  supplementari  delle  sezioni  normali  dei 
diedri  dati,  e  si  costruisca  [758]  un  triedro,  le  cui  facce 
siano  eguali  rispettivamente  ai  tre  angoli.  Costruendo 
poi  il  triedro  supplementare  [752]  del  triedro  otte- 
nuto, risulta  il  triedro  domandato. 

nini.  Infatti,  poiché  le  sezioni  normali  dei  diedri 
del  secondo  triedro  sono  supplementari  delle  facce 
deir  altro,  esse  sono  eguali  rispettivamente  alle  sezioni 
normali  dei  diedri  dati,  epperò  [719]  anche  i  diedri  del 
triedro  sono  eguali  rispettivamente  ai  diedri  dati. 

Prolungando  gli  spigoli  del  triedro  trovato,  si  ot* 
tiene  nel  nuovo  triedro  la  [757]  seconda  soluzione  del 
problema. 

701.  Indicando  con  A^  B,  C  le  sezioni  normali 
dei  diedri  di  un  triedro,  e  con  a',b',c'  le  facce  del 
triedro  supplementare,  abbiamo  [762]  : 
A  +  a'  =  2R,    B  +  h'  =  2R,    C  +  e'  =  2B. 

V.  Da  queste  relazioni^  sommando,  si  ottiene: 
(A  +  B  +  C)  +  {a'  +  6'  +  e')  =  6R, 
dalla  quale,  perchè  (a'  -|-  ò'  +  o')è  minore  [747] 
di  4jB,  si  conchiude  che: 

La  somma  dei  diedri  d'un  triedro  qualunque  è  mag^ 
giore  di  due  retti  e  minore  di  sei. 

2**.  Essendo  a'  <  J'  -|-  e',  abbiamo: 
2R  —  A  <  2R  —  B  +  2R  —  C, 
ossia  :  B  +  C  <:  A  +  2Ii. 

Adunque: 

In  un  triedro,  ciascun  diedro,  aumentato  di  un  die^ 
dro  diretto,  diventa  maggiore  della  somma  degli  altri  due^ 

Cosi  abbiamo  trovato  le  condizioni  che  devono 
esser  sodisfatte  da  tre  triedri  dati,  perchè  si  possa  [759] 
con  essi  costruire  un  triedro. 
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CAPITOLO  xvin 

PARALLELISMO   DI  RETTE  E  DI  PIANI 


Rette  e  plano  paralleli. 

707.  Teor.  Dati  comunque  nello  spazio  una  retta 
ed  un  punto  che  non  sia  suUa  retta^  per  il  punto  si  può 
condurre  una  retta  parallela  aUa  data,  ed  una  sola. 

Bini.  Infatti  si  può  [54]  condurre  un  piano  ed 
uno  solo  che  passi  per  il  punto  e  per  la  retta;  e  in  co- 
desto piano  per  il  punto  dato  si  può  condurre  una  retta 
[273]  ed  una  sola  [275]  che  non  incontri  la  retta  data. 

708.  Teor.  Una  retta,  se  è  parallela  ad  una  retta 
d*un  piano,  o  giace  in  questo  piano,  ovvero  non  ha  con 
esso  nessun  punto  in  comune. 

Bini.  Sia  un  piano  a,  e  in  esso  una  retta  AJB.  E 
sia  CD  un^ altra  retta  parallela  alla  AB.  Dico  che  la 

CD,  o  giace  nel  piano  a,  o  non 
ha  con  questo  piano  nessun  pun- 
to in  comune. 

Intanto,  se  la  CD  ha  col 
piano  a  un  punto  in  comune, 
allora  il  piano  a  e  il  piano  delle 
parallele,  avendo  in  comune  una 
retta  e  un  punto  fuori  di  essa,  coincidono.  [54].  Per 
conseguenza  in  tal  caso  anche  la  CD  giace  nel  piano  a. 
Ma  quando  la  retta  CD  passi  per  un  punto  che 
sia  fuori  del  piano  a,  essa  non  può  aver  nessun  punto 
in  comune  con  questo  piano,  giacche,  ove  un  punto 
comune  ci  fosse,  si  conchiuderebbe  nuovamente  che  la 
retta  CD  giace  nel  piano,  e  ciò  contro  la  supposizione 
che  essa  passi  per  un  punto  che  sia  fuori  del  piano. 
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769.  Uef.  Una  retta  ed  un  piano,  che  non  aòbiano 
nessun  punto  in  comune  [785],  si  dicono  paralleli. 

770.  Teor.  Se  una  retta  è  parallèla  ad  un  pianOj 
qualunque  piano,  che  passa  per  la  retta  e  per  un  punto 
dd  primo,  taglio,  questo  piano  in  una  retta  parallela 
aUa  data. 

Bini.  Sia  un  piano  a  e  una  retta  AB  ad  esso  pa- 
rallela. E  un  secondo  piano,  che  chiameremo  /?,  paini 
per  la  retta  AB  b  per  un  punto  C  del  piano  a.  Dico 
che  i  due  piani  a  e  /?  sì  segano 
in  una  retta  parallela  alla  AB. 

Intanto,  poiché  i  due  piani 
hanno  in  comune  il  punto  C, 
essi  si  tagliano  [679]  in  una  retta 
CD  che  passa  per  questo  pun- 
to. E  perchè  la  AB,  per  l'ipo- 
tesi, non  può  incontrare  il  piano  a,  essa  non  può  in- 
contrare la  CD.  In  conchiusione  le  rette  AB  q  CD 
sono  in  uno  stesso  piano  fi,  e  non  s'incontrano;  sono 
dunque  parallele. 

771.  Teor.  8e  due  rette  sono  parallele,  e  un  piano 
ne  incontra  una,  esso  incontra  anche  V  altra. 

nini.  Siano  due  rette  parallele  AB,  CD,  e  un 
piano  a  ne  incontri  una,  sia  la  AB,  nel  punto  E.  Dico 
che  il  piano  a  incontra  anche 
la  CD. 

Intanto,  poiché  il  piano  a 
incontra  la  AB,  esso  e  distinto 
dal  piano  delle  parallele;  e  poi 
che  codesti  due  piani  hanno  in 
comune  il  punto  JS,  essi  si  ta- 
gliano in  una  retta  UF,  che  passa  per  JE.  [679]» 

Ed  ora^  perchè  la  retta  JSF  giace  nel  piano  deOa 
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parallele^  e  ne  incontra  una,  in  Ej  essa  incontra  [277] 
anche  Taltra;  sia  F  il  punto  d^ncontro.  Cosi  intanto 
abbiamo  provato  che  il  piano  a  e  T  altra  parallela 
hanno  un  punto  in  comune.  Oi  rimane  da  provare  che 
in  questo  punto  il  piano  sega  la  retta. 

Infatti,  poiché  il  piano  a  e  il  piano  delle  parallele 
hanno  la  EF  in  comune  e  sono  distinti,  essi  non  pos- 
sono aver  nessun  altro  punto  in  comune  [54]  ;  epperò 
la  CD  non  può  giacere  nel  piano  a. 

Cod  è  dimostrato  che,  se  ecc. 

779.  Teor.  Se  due  rette  sono  paraUdej  ed  una 
è  normale  cui  un  piano^  anche  VaUra  è  normale  a 
questo  piano. 

nini.  Siano  due  rette  parallele  AB,  CD,  ed  una, 
supponiamo  la  AB,  sia  normale  in  j8  ad  un  piano  a; 

dico  che  anche  la  CD  è  normale 
a  codesto  piano. 

Intanto  il  piano  fi  delle  pa- 

Z- . j-  ^      rallele,  poiché  comprende  la  A  By 
1  /     che  è  normale  al  piano  a,  è  [732] 

^       "'^JD/        normale  a  questo  piano.  Sia  BD 

r  intersezione  dei  due  piani. 
Ora,  perchè  la  ìÌj8  è  normale  al  piano  a,  essa  e 
normale  alla  BD\  per  conseguenza  [281]  questa  retta^ 
è  normale  alla  CD. 

Sappiamo  [734]  poi  che,  se  due  piani  sono  nor- 
mali tra  loro,  una  retta,  che  giaccia  in  uno  e  sia 
normale  all'intersezione  comune,  e  normale  all'al- 
tro piano.  La  CD  è  dunque  normale  al  piano  a,  come 
d.  d.  (1). 

{})  La  proposizione  si  potrebbe  anche  dimostrare  dicendo: 
la  normale  al  piano  a,  condotta  per  C,  è  parallela  [692]  alla 
AB  e  per  conseguenza  [767]  essa  coincide  con  la  CD, 
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773»  Teor.  Se  due  rette  sono  parallele  a  una  terza, 
esse  sono  paraUde  tra  loro. 

HI».  Due  rette  A,  B  siano  parallele  ad  una  terza 
C  Dico  che  esse  sono  parallele  tra  loro. 

Tirisi  un  piano  a  normale  alla  retta  C. 

Ora,  poiché  le  due  rette  Ae  C  sono  parallele,  e 
la  C  è  normale  al  piano  a,  anche  la  retta  A  è  [772] 
normale  a  questo  piano.  Similmente,  perchè  la  retta 
B  è  parallela  alla  C,  e  questa  è  normale  al  piano  a, 
anche  la  retta  B  è  normale  a  questo  piano.  Le  rette 
Ae  B  sono  dunque  normali  ambedue  al  piano  a  ;  per 
conseguenza  [692]  esse  giacciono  in  uno  stesso  piano 
e  non  s'incontrano;  sono  dunque  parallele. 

774.  Teor.  Segmenti  paraUdij  compresi  tra  un 
piano  e  una  retta  paraUdi,  sono  eguali. 

nini.  Siano  due  rette  parallele  AB,  CD,  ta- 
gliate da  una  retta  EF  nei  punti  ^  ed  i^,  e  da  un 
piano  a  nei  punti  S,  K.  [771]. 
E  la  retta  EF  e  il  piano  a  sia- 
no paralleli.  Proveremo  che  è 
ES=FK. 

Intanto,  poiché  il  piano 
delle  parallele  e  il  piano  a  hanno 
in  comune  i  punti  H  e  K,  essi 
si  segano  nella  retta  SK.  E 
poiché  il  piano  delle  parallele  passa  per  la  retta  JEFj 
e  questa  retta  é  parallela  al  piano  a,  la  retta  HK 
é  parallela  [770]  alla  UF.  Il  quadrangolo  EFKH 
è  dunque  un  rombo,  epperò  é  [306]  ES=lFK^ 
come  d.  d. 

775.  Cor.  I  punti  di  una  retta  parallèla  ad  un 
piano  sono  egualmente  distanti  dal  piano. 

Infatti,  i  segmenti   normali  al  piano,   condotti 
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da  due  punti  qualisi vogliano  dalla  retta,  sono  [692] 
paralleli;  per  la  proposizione  precedente  essi  sono 
eguali. 

776.  Se  una  retta  è  parallela  ad  un  piano,  qualun- 
que segmento,  che  unisce  un  punto  della  retta  con  un, 
punto  dal  piano  senza  essere  normale  al  piano,  è 
maggiore  [693]  del  segmento  normale  tirato  da  quel 
punto  al  piano. 

Sappiamo  [775]  poi  che  due  segmenti  normali, 
condotti  al  piano  da  due  punti  della  retta,  sono 
eguali  tra  loro. 

Perciò  [48]  :  Il  segmento  normalej  condotto  ad  un 
piano  da  un  punto  qu^unque  di  una  retta  parallèla 
al  piano,  è  la  distanza  della  retta  dal  piano. 

777»  Teor.  Date  due  rette  sghembe,  esiste  un  seg^ 
mento  ed  uno  solo,  che  è  compreso  dalle  rette  ed  è  nor^ 
male  ad  ambedue;  esso  è  minore  di  qualunque  altro 
segmento  che  sia  parimente  compreso  dalle  rette. 

Bini.  Siano  due  rette  sghembe  AB,  CD.  Per 
una  di  esse,  ad  es.  per  la  CD,  si  faccia  passare  un 

piano  Uy  che  sia  parallelo  al- 
l'altra retta.  Perciò  basta  ti- 
rare per  un  punto  della  CD 
una  retta  parallela  alla  AB.. 
Codesta  parallela  e  la  CD  de- 
terminano [55]  un  piano  a, 
che  è  [768]  appunto  parallelo 
alla  AB.  Ed  ora  da  un  punto 
B  qualunque  della  AB  si  tiri  la  BE  normale  al 
piano  a  ;  e  poi  si  consideri  il  piano  determinato  dalle 
AB,  BE.  Questo  pianò  sega  [679]  il  piano  a  in  una 
retta  EP,  che  è  parallela  [770]  alla  J[ 5,  e  che,  non 
potendo  [773]  essere  parallela  alla  CD,  incontra  neces- 
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sanamente  questa  retta;  sia  ^  il  punto  d'incontro» 
Infine,  nel  piano  delle  rette  AB,  EJP,  si  tiri  per  JETl^ 
normale  ad  EP.  Questa  normale  incontra  [277]  la 
AB]  dicasi  K  il  punto  d'incontro.  Proveremo  anzi- 
tutto che  il  segmento  HK  ò  normale  ad  ambedue 
le  rette  date. 

Intanto,  poiché  le  rette  AB  ed  EP  sono  pa^ 
rallele,  e  la  SK  è  normale  alla  EP,  essa  è  nor- 
male [281]  anche  alla  AB. 

Le  rette  HK  e  BE,  perchè  poste  in  uno  stesso 
piano  e  normali  ambedue  alla  EP,  sono  parallele. 
Ma  la  BE  è  normale  al  piano  a;  perciò  [772]  anche 
la  BK  è  normale  al  piano  a,  e  quindi  essa  è  nor- 
male alla  retta  CD. 

n  segmento  SK  è  dunque  in  fatto  normale  ad 
ambedue  le  rette  date. 

Ora  proveremo  che  nessun  altro  segmento  che 
unisca  un  punto  della  il  J3  con  uno  della  CD,  non  può 
èssere  normale  ad  ambedue  le  rette.  Tale  non  po- 
trebbe essere  un  segmento  che  abbia  una  estremità 
in  H  od  in  K,  perchè  da  uno  stesso  punto  non  si 
può  condurre  ad  una  stessa  retta  che  una  normale 
soltanto.  Ammettiamo  che  il  segmento  MN  sia  nor- 
male ad  ambedue  le  rette;  e  consideriamo  il  piano 
delle  rette  AB,  MN.  Questo  piano  sega  il  piano  et 
[679]  in  una  retta  iVO,  che  è  parallela  [770]  alla  AB. 
^lora  la  retta  MN,  perchè  è  normale  ad  AB,  è  nor- 
male anche  [281]  ad  NO.  Ma  per  ipotesi  è  normale 
anche  a  CD;  essa  è  quindi  normale  [684]  al  piano  a, 
e  per  conseguenza  essa  giace  in  uno  stesso  piano  [692} 
con  la  retta  HK.  Ma,  se  MN  ed  HK  giacciono  in  uno 
stesso  piano,  giacciono  in  uno  stesso  piano  anche  le 
rette  AB,  CD]  e  ciò  è  contrario  allMpotesi  che  codeste 
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dae  rette  siano  sghembe.  Non  c'è  dunque  altro  seg- 
mento che  SK^  che  sia  normale  ad  un  tempo  ad  amr 
bedue  le  rette  date. 

Ci  resta  a  provare  che  il  segmento  SK  è  minore 
di  qualsivoglia  altro  segmento  che  abbia  le  estremità 
sulle  rette  AB^  CD.  Proveremo,  ad  es.,  che  KB  è 
minore  di  MN. 

Per  la  dimostrazione  tiro  per  M  il  segmento  MF 
normale  ad  ES,  Sappiamo  [734]  che  esso#è  normale 
al  piano  a;  epperò  [698]  esso  è  minore  di  MN^  che 
necessariamente  e  uno  obliquo.  [691].  Ma  [314]  è 
HK=  MP\  quindi  infine  è  HK  <  MN. 

Cosi  resta  provato  che  ecc. 

778.  €>or.  Il  segmento,  che  è  compreso  tra  due 
rette  sghembe  ed  è  normale  ad  amhedue^  è  la  distanza 
tra  le  due  rette.  [48]. 

Piani  paralleli. 

7T9.  Teor.  DtiC  piani,  normali  a  una  medesima 
retta  in  punti  distinti,  non  hanno  nessun  punto  in 
comune. 

nini.  Infatti,  se  i  due  piani  avessero  in  comune 
un  punto,  per  questo  punto,  necessariamente  esterno 
alla  retta,  passerebbero  due  piani  noimali  alla  retta, 
il  che  non  può  essere.  [689]. 

790.  Uef.  Due  piani,  che  non  abbiano  .nessun 
punto  in  comune,  si  dicono  paralleli. 

781.  Teor.  Se  due  rette,  che  si  tagliano,  sono  pà' 
raUele  ad  uno  stesso  piano,  il  piano  delle  due  rette  e  U 
piano  dato  sono  paralleli. 

nini.  Due  rette  AB,  CD,  che  si  segano  in  0, 
diano  parallele  a  uno  stesso  piano  a.  Dico  che  il  piano 
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delle  due  rette  [55]  e  il  piano  a  non  hanno  nessun 
punto  in  comune. 

Infatti,  se  i  due  piani  avessero  un  punto  in  co- 
mune e  quindi  [679]  una  retta 
in  comune^  questa  dovrebbe  es- 
sere parallela  ad  un  tempo  [770] 
ad  ambedue  le  rette  AB,  CD. 
Ma  allora  per  uno  stesso  punto 
0  passerebbero  due  parallele 
ad  una  stessa  retta  (allMnter- 
sezione  dei  piani),  e  ciò  non  può  [767]  darsi. 

Cosi  si  è  dimostrato  che,  ecc. 

t%Z.  Teor.  Se  dtie  piani  sono  paraUdiy  e  una  retta 
ne  incontra  uno,  essa  incontra  anche  V  altro. 

nini.  Siano  due  piani  paralleli  a,  fi,  e  una  retta 
AB  ne  incontri  uno,  sia  il  piano  a.  Dico  che  essa  in* 
centra  anche  il  piano  fi. 

Per  un  punto  D  qualunque 
del  piano  fi  si  conduca  la  retta 
DJ^  parallela  alla  AB.  Poiché  le 
rette  AB,  DE  sono  parallele,  1        1 

e  il  piano  a  incontra  la  jÌjS,         /      ^        \    / 
esso  incontra  [771]  anche  la  DE.        /P       1        l  / 
Dacché  la  retta  DE  incontra  il  l        iB 

piano  a,  che  non  ha  nessun  punto 
in  comune  col  piano  fi,  essa  non  può  giacere  nel 
piano  fi\  ma  lo  incontra  nel  punto  D.  Infine,  poi- 
ché le  rette  DE,  AB  sono  parallele,  e  la  DE  incon- 
tra il  piano  fi,  anche  la  AB  incontra  [771]  questo 
piano,  e.  d.  d. 

T83.  Cor.  Se  due  piani  sono  paraUdi,  e  un  terzo 
piano  ne  sega  uno,  esso  sega  anche  V  altro. 

Siano  due  piani  paralleli  a,  fi,  e  uno  terzo  piano  / 
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ne  seghi  uno,  seghi  ad  es.  il  piano  a.  Dico  che  esso 
^sega  anche  il  piano  fi. 

Infatti,  una  retta  tirata  nel  piano  y  per  nn  punto 
della  sua  intersezione  col  piano  a,  incontra  questo 
piano,  e  quindi  [782]  incontra  anche  il  piano  fij  che 
ò  parallelo  ad  a.  H  punto  d'incontro  appartiene  ad 
ambidue  i  piani  y  e  fijì  quali  per  conseguenza  [679] 
43Ì  segano. 

784.  Teor.  Se  duepiani  paralldi  sono  tagliati  da 
nn  terzo,  le  intersezioni  sono  parallele. 

HI».  Siano  due  piani  paralleli  ce,  fi,  e  un  terzo 
piano  y  ne  incontri  uno,  e  quindi  [783]  anche  l'altro. 
Dico  che  le  intersezioni  sono  parallele. 

Queste  due  rette  giacciono  intanto  in  uno  stesso 
piano,  nel  piano  y.  Ma  non  possono  incontrarsi,  perchè 
i  piani  a,  fi,  in  cui  giacciono  rispettivamente,  non 
hanno  nessun  punto  in  comune.  Adunque  ecc. 

78S»  Teor.  Se  due  piani  sono  paralleli,  e  una 

retta  è  normale  ad  uno,   essa 
è  normale  anche  àW  altro. 

nini.  Siano  due  piani  pa- 
ralleli a,  fij  e  una  retta  AB  sia 
normale  ad  uno;  sia  normale  al 
piano  a,  nel  punto  C.  Dico  che 
essa  e  normale  anche  al  piano  fi. 
Intanto^  perchè  i  piani  a  e 
fi  sono  paralleli,  e  la  retta  AB 
incontra  il  piano  a,  essa  incon- 
tra [782]  anche  il  piano  fi.  Sia  D  il  punto  d'inter- 
eezione. 

Per  il  punto  D  e  nel  piano  fi  si  tiri  una  retta  qua- 
lunque DF  e  poi  si  consideri  il  piano  delle  rette  [55] 
AB,DF.  Questo  piano,  poiché  ha  in  comune  col  piano 
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a  il  punto  C,  ha  in  comune  con  codesto  piano  [679}  una 
retta  che  passa  per  C  ;  sia  la  retta  CU^  Ma  poiché  i 
piani  Oj  fi  sono  paralleli  e  le  rette  CEj  DF  sono  le 
loro  intersezioni  con  un  terzo  piano,  queste  rette  sono 
parallele.  [784].  E  poiché  la  retta  AB  ^  normale  al 
piano  a,  essa  è  normale  [683]  alla  CE  e  per  conse-' 
guenza  [281]  anche  alla  DF.  La  retta  AB  è  dunque 
normale  alle  rette  del  piano  fi  che  passano  per  Dy, 
ossia  [683]  è  normale  al  piano  fi. 

Cosi  si  è  dimostrato  che^  ecc. 

780.  Teor.  Due  piani  paraUdi  ad  un  terzo  sono 
paraUdi  tra  loro. 

Bini.  Due  piani  a%  fi  siano  paralleli  ad  un  terzo 
y.  Dico  che  essi  sono  paralleli  tra  loro. 

Infatti,  se  si  tira  una  retta,  che  sia  normale  al 
piano  y,  essa  è  poi  normale  anche  ai  piani  a  efi  [785]^ 
e  per  conseguenza  [779]  questi  piani  sono  paralleli. 

787.  Teor.  Dati  comunque  un  piano  ed  unpunto^ 
per  U  punto  si  pì^ò  far  passare 
un  piano,  ed  uno  soltanto,  che 
sia  parallelo  al  piano  dato.  / 

nini.  Siano  dati  un  piano      / 
€v,  e  un  punto  A  che  sia  fuori 
del  piano.  Proveremo  che  per  /        j  ;^ 

A  si  può  condurre  un  piano  ed       /       ^         / 
uno  soltanto,  che  sia  parallelo 
al  piano  a. 

A  tal  fine  si  tiri  [691]  per  Aid,  AB  normale  al 
piano  a.  Tirisi  poi  [688]  il  piano  fi  normale  ad  j1^ 
in  J[.  n  piano  a  e  il  piano  fi,  perchè  normali  a  una 
stessa  retta  AB,  sono  [779]  paralleli. 

Nessun  altro  piano,  che  passi  per  J[  e  sia  distinto 
dal  piano  fi,  può  essere  parallelo  al  piano  a.  Infatti,  se 
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un  piano  y  cosi  fatto  esistesse,  i  piani  /?  e  /,  perchè  am- 
Indae  paralleli  al  piano  a,  sarebbero  [786]  paralleli  tra 
loro,  e  ciò  è  as8urdo(perchè  hanno  il  punto  A  in  comune). 
Cosi  si  è  dimostrato  ohe,  ecc. 
78§.  Teor.  Se  i  lati  di  due  angoli  hanno  direzioni 
rispettivamente  uguali^  gli  angoli  sono  egtMli  e  i  loro 
piani  sono  paraUdi, 

nini.  Siano  due  angoli  ABC,  DJEF,  i  cui  lati 
abbiano  direzioni  rispettivamente  uguali.  Dico  che  gli 

angoli  sono  eguali,  e   che  i  loro 
piani  sono  paralleli* 

Si  tiri  la  retta  ESj  e  si  conside- 
rino i  triedri  (B)ABC,  {E)DSF. 
In  questi  le  facce  AB  E,  DEH 
sono  eguali  [279],  perchè  angoli  cor- 
rispondenti fatti  dalle  parallele  BA, 
ED  con  la  -EJT;  le  facce  RBC, 
HEF  sono  eguali,  come  angoli  corrispondenti  fatti 
dalle  parallele  BC,  EF  con  la  ES\  il  diedro  com- 
preso è  comune;  per  conseguenza  [764]  gli  angoli 
ABC,  DEF  sono  eguali. 

Ci  rimane  da  provare  che  i  piani  dei  due  angoU 
«ono  paralleli.  Perciò  basta  osservare  che,  essendo  le 
rette  AB,  BC  parallele  rispettivamente  alle  DE,  EF, 
esse  sono  [768]  parallele  al  piano  dell^  angolo  DEF, 
epperò  [781]  anche  il  piano  dell'angolo  ABC  h  paral- 
lelo a  quello  dell'angolo  DEF. 

789.  Osa.  Se  'per  un  punto  qualunque  si  tirano 
4]ue  rette  rispettivamente  parallele  a  due  rette  sghem- 
be, le  due  rette  fanno  angoli  rispettivamente  uguali 
agli  angoli  compresi  da  due  altre  rette  tirate  per  un 
altro  punto  qualunque  parallelamente  alle  due  rette 
sghembe  stesse.  [773;  788]. 
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Uno  degli  angoli  acati  compresi  da  due  rette^ 
condotte  per  uno  stesso  punto  parallelamente  a  due 
rette  sghembe,  si  dice  inclinazione  od  angolo  di  queste 
rette.  Se  le  nuove  rette  sono  normali  tra  loro,  si 
dicono  normali  tra  loro  anche  le  rette  sghembe.  Cosi 
possiamo  dire,  ad  es.,  che,  se  una  retta  è  normale 
ad  un  piano,  essa  è  normale  a  tutte  le  rette  del 
piano. 

790.  Teor.  Segmenti  paraUdi,  compresi  tra  dtùe- 
piani  pwraUdi^  sono  eguali. 

Bim.  Siano  due  piani  paralleli  a,  /?,  e  due  rette 
parallele  -1 JB,  CD  che  li  incontrino  [771  ;  782]  rispetti- 
vamente nei  punti  -4,  J?,  C,  D. 
Dico  essere  AB=:  CD. 

Si  tirino  le  rette  AC,  BD. 
Queste  sono  parallele,  perchè 
[784]  sono  le  intersezioni  del 
piano  y  delle  rette  AB,  CD  coi 
piani  paralleli  a  e  fi.  11  quadran- 
golo ABCD  è  dunque  un  rom- 
bo, opperò  [305]  èAB  =  CD, 
come  d.  d. 

791.  Osa.  Se  due  piani  a  e  fi  sono  paralleli,  e 
presi  due  punti  su  uno  dei  piani,  siano  ad  es.  i  punti 
A  e  C  del  piano  a,  si  tirano  al  piano  fi  ì  segmenti 
normali  AB,  CD,  questi  segmenti  [692]  sono  paral- 
leli, e  per  conseguenza  [790]  essi  sono  eguali.  Cosi 
possiamo  dire  [699]  che: 

Se  due  piani  sono  paralleli,  i  punti  d^un  pianO' 
hanno  dcbW  altro  distanze  uguali.  (^). 

(^)  Generalmente:  diM  figure  sono  parallele,  qtMndo  tutti 
i  punti  di  una  di  esse  (anche  di  nna  sola;  vedi  §  776)  hanffo> 
dall'altra  distanze  ugualL 


—  431  — 

Sappiamo  [785]  poi  che,  se  due  piani  sono  paral- 
leli, ed  una  retta  è  normale  ad  ano,  essa  è  normale  an- 
che all^  altro.  Pertanto  il  segmento  AB^  condotto  dal 
punto  A  e  normale  al  piano  fi,  si  può  riguardare  come 
il  segmento  normale  tirato  dal  punto  JB  al  piano  a. 
Cosi  possiamo  dire  che  : 

Se  due  piani  sono  paralleli,  le  distanze  dei  punti  di 
un  piano  dalV  altro  e  le  distanze  dei  punti  di  questo 
piano  dal  primo  sono  tutte  ugucdi  tra  loro. 

n  segmento  normale  a  due  piani  paralleli,  com- 
preso tra  i  piani,  è  poi  minore  [699]  di  qualunque 
segmento  obUquo  compreso  tra  i  piani  stessi.  Per 
questo  [48]: 

Se  due  piani  sono  paralleli,  la  distanza  Sun  punto 
di  un  piano  doli* altro  piano  è  la  distanza  dei  due  piani 
tra  loro. 

79JS.  Teorema  di  Talete.  I  segmenti  di  due  tror 
sversali  di  un  fascio  di  piani  parallèli  sono  propor- 
zionali. 

Bini.  Siano  dei  piani  paralleli  a,  fi,  y,  ó  ...  e  due 
rette  che  li  incontrino  [782]  rispettivamente  nei  punti 
A,  B,  C,D....,A',JB',  C',D' ....  Dobbiamo  dimo- 
strare che  i  segmenti  deUe  due  trasversali  sono  propor- 
zionali. [471]. 

Sé  le  due  trasversali  sono  parallele,  i  loro  segmenti, 
compresi  tra  i  piani^  sono  rispettivamente  uguali 
[790]  ;  in  questo  caso  adunque  la  proporzionalità  è 
manifesta. 

Se  le  due  trasversali  s^incontrano,  il  loro  piano  [55] 
taglia  i  piani  dati  nelle  rette  AA',  BB',  CC,  DD^ ..., 
le  quali  sono  parallele,  perchè  le  intersezioni  fatte  in 
piani  paralleli  da  un  piano  che  li  incontri  [783]  sono 
parallele.  [784].  Nel  piano  delle  trasversali  abbiamo 
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adunque  un  fascio  dì  parallele  che  sono  incontrate 
dalle  trasversali  del  fascio  di  piani  nei  punti  stessi  in 
cui  le  trasversali  incontrano  i  piani.  Per  il  teorema 
di  Talste,  i  segmenti  delle  trasversali  sono  propor- 
zionali. 

Consideriamo  in  fine  il  caso  che  le  due  trasversaU 
siano  sghembe.  Per  un  punto  qualunque  d' una  trasver- 
sale, ad  es.  per  un  punto  della  J.D,  si  tiri  la  parallela 
all'  altra  trasversale.  Cosi  si  ottiene  [782]  una  terza  tra- 
sversale del  medesimo  fascio  di  piani. 

Ora,  per  i  casi  precedenti,  i  segmenti  della  prima 
trasversale  sono  proporzionali  a  quelli  della  terza;  e  i 
segmenti  di  questa  sono  rispettivamente  uguali  ai  seg- 
menti della  seconda.  Possiamo  quindi  conchiudere  di 
nuovo  che  i  segmenti  delle  due  trasversali  date  sono 
proporzionali,  e.  d.  d. 

VHS.  Osa.  In  modo  analogo,  ma  senza  invocare  la 
teoria  delle  proporzioni,  si  dimostra  che  : 

A  segmenti  eguali  d^una  trasversale  di  un  fascio  di 
pianiparaUdi  corrispondono  segmenti  ugu(di  di  un'altra 
trasversale  qualunque  del  fascio  stesso* 

Esercizi. 

871.  Se  dae  rette  sono  parallele,  ed  una  è  parallela  ad  xm  piano, 
anche  l'altra  è  parallela  al  piano  o  giace  in  esso. 

872.  Se  due  piani  passano  per  due  rette  parallele,  ciascuno  per 
una  soltanto,  e  si  segano,  l'intersezione  è  una  retta  pa- 
rallela alle  altre  due. 

873.1  piani,  condotti  per  uno  stesso  punto,  paraUelainente  a 
una  stessa  retta  data,  passano  per  una  medesima  retta. 

874.  Se  una  retta  è  normale  ad  un  piano,  ogni  piano  parallelo 
alla  retta  è  normale  al  piano  dato. 

875.  Se  una  retta  è  parallela  ad  un  piano,  ogni  piano  normale 
alla  retta  è  normale  al  piano. 

876.  Se  per  un  punto  dato  si  conducono  due  plani  o,  j9,  che 
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siano  lispettivamente  normali  a  due  rette  d'un  piano  / 
le  quali  s'incontrino,  l'intersezione  dei  piani  a,  ^  passa  per 
il  punto  dato  ed  è  normale  al  piano  y. 

S77.Dae  segmenti  eguali  e  paralleli  si  proiettano  sopra  ano 
stesso  piano  in  segmenti  eguali  e  paralleli. 

•878.1tette  parallele  fanno  con  uno  stesso  piano  angoli  eguali. 

•879.  Se  due  rette  si  proiettano  sopra  due  piani  non  paralleli 
in  rette  rispettivamente  parallele,  esse  sono  parallele. 

•880.  Se  dalle  estremità  e  dal  punto  di  mezzo  di  un  segmento 
situato  per  intero  da  una  stessa  banda  di  un  piano,  si  ti- 
rano tre  segmenti  paralleli  fino  al  piano,  il  segmento,  che 
parte  dal  punto  di  mezzo,  è  uguale  alla  semisomma  degli 
altri  due. 

881.1  diedri,  formati  da  un  piano  con  due  altri  piani  paral- 
leli, sono  rispettivamente  uguali. 

882.  La  proiezione  di  un  segmento  è  minore  del  segmento, 
purché  questo  non  sia  parallelo  al  piano  di  proiezione. 

883.  Se  un  triangolo  ha  un  solo  lato  parallelo  a  un  piano,  la 
proiezione  del  triangolo  su  questo  piano  è  minore  del 
triangolo  dato. 

884.  Se  un  triangolo  giace  in  un  piano  non  parallelo  al  piano 
di  proiezione,  la  proiezione  del  triangolo  è  minore  del 
triangolo  primitivo. 

B85.In  qualunque  solido  poliedro  ciascuna  faccia  è  minore 
della  somma  di  tutte  le  altre. 

886.  Si  può  sempre  condurre  un  piano  che  tagli  tutti  gli  spi- 
goli di  un  angoloide  convesso. 

887.  Se  più  rette  parallele  incontrano  due  piani  paralleli,  le 
figure,  che  si  ottengono  unendo  ordinatamente  i  punti 
d'intersezione,  sono  eguali. 

888.  Se  due  piani  sono  paralleli,  e  per  i  punti  di  un  cerchio, 
posto  in  uno  de'  piani,  si  tirano  delle  rette  parallele,  queste 
incontrano  l'altro  piano  lungo  un  cerchio  eguale  al  dato. 

889.  Dati  due  piani  paralleli  e  un  cerchio  in  uno  di  essi,  le 
rette,  che  passano  per  uno  stesso  punto,  situato  fuori  dei 
piani  e  per  punti  del  cerchio  dato,  incontrano  l'altro 
piano  in  punti  che  appartengono  ad  uno  stesso  cerchio. 

890.1  punti,  dove  le  rette  che  passano  per  uno  stesso  punto, 

sono  tagliate  da  due  piani  paralleli,  sono  i  vertici  di  due 

poligoni  simili  {omotetici). 

28 
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891  «Se  due  triangoli  simili  giaòciono  in  piani  paralleli,  e  due 
lati  omologhi  sono  paralleli,  le  rette,  che  passano  per  i 
vertici  omologhi,  passano  per  un  medesimo  punto. 

892.1  segmenti,  che  uniscono  i  punti  di  mezzo  dei  lati  oppo« 
sti  di  un  quadrangolo  (gobbo),  si  dimezzano  scambievoK 
mente. 

893.  Se  da  un  punto  si  tirano  tre  raggi  con  direzioni  rispet<^ 
tivamente  uguali  a  quelle  degli  spigoli  di  un  triedro,  si 
ottiene  un  triedro  eguale  al  dato. 

894.  In  ogni  triedro  la  somma  degli  angoli,  compresi  ciascuna 
da  uno  spigolo  e  dalla  bisettrice  della  faccia  opposta,  è 
minore  della  somma  delle  facce. 

895.  Se  per  il  vertice  di  un  triedro  e  in  ciascuna  faccia  si  tira 
la  normale  allo  spigolo  opposto,  le  tre  normali  giacciono 
in  uno  stesso  piano. 

896.1  piani,  che  dimezzano  i  diedri  di  un  triedro,  si  segane 
lungo  una  stessa  retta. 

897.1  piani,  normali  rispettivamente  alle  facce  di  un  triedra 
lungo  le  bisettrici  delle  facce,  passano  per  una  stessa  retta. 

898.1  piani,  ciascuno  dei  quali  passa  per  uno  spigolo  di  un 
triedro  ed  è  normale  alla  faccia  opposta,  si  segano  in  una. 
medesima  retta. 

899.1  piani,  ciascuno  dei  quali  passa  per  uno  spigolo  di  un 
triedro  e  per  la  bisettrice  della  faccia  opposta,  passano  per 
una  stessa  retta. 

900.11  punto  d'incontro  delle  altezze  del  triangolo,  che  si  ot- 
tiene tagliando  con  un  piano  un  triedro  trirettangolo,  è  la 
proiezione  del  vertice  del  triedro  sul  piano  della  sezione. 

901.  Luogo  dei  punti  di  un  piano,  i  quali  sono  equidistanti  da. 
due  punti  dati. 

902.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  tre  punti  dati,  che  non 
sono  allineatL 

903.  Luogo  delle  rette  parallele  ad  un  piano  dato  e  che  pas-^ 
sano  per  un  medesimo  punto. 

904.  Luogo  delle  rette,  che  tagliano  una  retta  data,  e  che  sona 
parallele  a  un'altra  retta  data. 

905.  Luogo  delle  rette,  che  sono  parallele  a  due  rette  parallela 
date  e  sono  equidistanti  da  queste  due  rette. 

906.Luogo  dei  punti,  ohe  hanno  data  distanza  da  un  piano  dato^ 
907.  Luogo  dei  punti  equidistanti  da  due  piani  paralleli. 
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908.  Luogo  dei  pnnti,  le  coi  distanze  da  due  piani  paralleli 
stanno  in  rapporto  dato.. 

909.  Luogo  dei  punti,  ne'  quali  i  segmenti  compresi  tra  due 
piani  paralleli  sono  divisi  in  rapporto' dato. 

910.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  che  si  ta- 
gliano stanno  in  rapporto  dato. 

911. Luogo  dei  punti  nei  quali  i  segmenti,  compresi  tra  un 
punto  dato  e  un  piano  dato,  sono  divisi  in  rapporto  dato. 

91 2.  Luogo  dei  piedi  delle  normali  condotte  da  un  punto  dato 
alle  rette  che  giacciono  in  uno  stesso  piano  e  passano 
per  uno  stesso  punto. 

91 3.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  piani  che  si  ta- 
gliano fanno  una  somma  data. 

91 4.  Luogo  dei  punti,  le  cui  distanze  da  due  punti  dati  stanno 
in  rapporto  dato.  [529]. 

91 5.  Quale  è  la  condizione  perchè  si  possano  condurre  tre  piani 
paralleli,  che  passino  rispettivamente  per  tre  rette  date? 

91 6.  Per  un  punto  condurre  una  retta  che  tagli  due  rette 
date. 

91 7.  Tirare  una  retta  parallela  ad  una  data,  e  che  tagli  due 
altre  rette  date. 

918.  Dati  un  punto  ed  un  triedro,  condurre  per  il  punto  un 
piano,  che  tagli  gli  spigoli  del  triedro  in  punti  equidi- 
stanti dal  vertice. 

91 9.  Condurre  per  un  punto  dato  un  piano  parallelo  a  due  rette 
date. 

920.  Tirare  un  piano,  che  passi  per  due  punti  dati  e  che  sia 
equidistante  da  due  altri  pxmti  dati. 

921.  Tirare  un  piano,  die  abbia  data  distanza  da  tre  punti  dati. 

922.  Tirare  un  piano  che  sia  equidistante  da  quattro  punti  dati. 

923.  Condurre  un  piano,  parallelo  a  uno  dato  e  tangente  a  una 
sfera  data. 

924. Trovare  un  punto,  che  sia  egualmente  distante  da  quat- 
tro punti  dati. 

925.  Trovare  un  punto  che  abbia  date  distanze  da  tre  piani 
dati. 

926.  Trovare  sopra  un  piano  dato  un  punto,  che  sia  equidi- 
stante da  tre  punti  dati. 

927.  Trovare  un  punto  che  disti  egualmente  da  tre  rette  pa- 
rallele date  e  da  due  punti  dati. 
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928.  Trovare  sopra  tm  piano  un  punto,  che  sia  equidistante  da 
due  punti  dati,  e  clie  sia  equidistante  da  due  dati  piani 
parallelL 

929.  Tirare  da  un  punto  dato  a  un  piano  dato  un  segmento, 
che  sia  eguale  a  segmento  dato  e  parallelo  a  un  piano  dato. 

930.  Condurre  una  retta,  che  tagli  due  rette  date,  che  sia  pa- 
rallela ad  un  piano  dato,  e  che  abbia  da  questo  piano  data 
distanza. 

931. Condurre  in  un  piano  una  retta,  che  sia  parallela  aduna 
retta  del  piano,  e  che  abbia  data  distanza  da  un  punto 
dato  fuori  del  piano. 

932.  Condurre,  da  un  punto  dato  fuori  di  un  piano,  una  retta 
che  tagli  una  retta  posta  nel  piano,  e  in  modo  che  abbia 
col  piano  inclinazione  data. 

933.  Trovare  un  punto,  che  sia  equidistante  da  due  piani  pa- 
ralleli dati,  e  che  abbia  date  distanze  da  due  punti  datL 

934.  Condurre  per  un  punto  dato  un  piano,  che  abbia  data  di- 
stanza da  una  retta  data. 

935.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  in  modo  che  sia 
parallela  ad  un  piano  dato  e  che  il  segmento  di  essa,  com- 
preso tra  due  dati  piani,  sia  dimezzato  dal  punto  dato. 

936.  Tirare  una  retta,  che  sia  equidistante  da  un  piano  e  da 
due  rette  parallele  tra  loro  e  parallele  al  piano. 

937.  Per  due  punti  tirare  due  plani  che  siano  paralleli  a  una 
retta  data,  e  che  abbiano  distanza  data. 

938.  Tirare  in  un  piano  una  retta,  che  abbia  date  distanze  da 
due  punti  non  situati  nel  piano. 

939.  Per  un  punto  dato  condurre  un  segmento,  che  sia  eguale 
a  un  segmento  dato,  che  termini  su  due  piani  dati,  e  che 
sia  egualmente  inclinato  con  questi  piani. 

940.  Tirare  il  piano  che  dimezza  un  diedro  dato,  e  ciò  senza 
usare  dello  spigolo  del  diedro. 

941. Condurre  per  un  punto  dato  un  piano,  che  passi  per  l'in- 
tersezione di  due  altri,  ma  senza  usare  di  questa  inter- 
sezione. 

942.  Condurre  per  un  punto  dato  una  retta,  che  passi  per  il 
punto  dì  concorso  di  due  altre,  senza  usare  di  questo  punto. 

943.  Per  trovare  la  distanza  di  due  retto,  si  può  :  tirare  due 
piani  rispettivamente  normali  alle  rette  date,  e  poi  una  retta 
che  le  tagli  e  che  sia  parallela  aU' intersezione  dei  piani. 
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944.  Una  retta  parallela  ad  un  piano  è  equidistante  dalle  rette 
che  giacciono  nel  piano  e  non  le  sono  parallele. 

945.  Tirare  un  piano,  che  sia  equidistante  da  due  rette  date. 

946.  Dato  un  punto,  un  piano,  e  una  retta  parallela  al  piano, 
condurre  per  il  punto  una  retta,  che  incontri  la  retta  data 
e  il  piano  in  due  punti  che  abbiano  data  distanza. 

947.  Tagliare  un  angoloide  tetraedro  in  modo  che  la  sezione 
sia  una  losanga  di  lato  dato. 

948.  Condurre  un  piano,  che  passi  per  un  punto  dato,  e  che 
faccia  angoli  eguali  con  tre  rette  date. 

949.  Condurre  per  una  retta  data  un  piano,  che  con  un  altro 
piano  dato  comprenda  un  diedro  dato. 

950.  Condurre  per  un  punto  dato  un  piano  parallelo  a  una  retta 
data,  e  che  formi  con  un  piano  dato  un  diedro  dato. 

951.  Costruire  un  triedro  trirettangolo,  i  cui  spigoli  passino 
per  tre  punti  datL 

952.  Tagliare  un  triedro  trirettangolo  in  modo  che  la  sezione 
sia  eguale  a-  un  triangolo  dato. 
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CAPITOLO  XIX 


PRISMA 


Poliedro. 


801.  Un  solido,  la  cui  superficie  sia  composta  di 
poligoni,  si  dice  poliedro. 

I  poligoni,  che  costituiscono  la  superficie  di  mi 
poliedro,  i  vertici,  i  lati  dei  poligoni,  si  dicono  rispetti- 
vamente le  facce,  i  vertici^  gli  spigoli  del  poliedro. 

Un  poliedro  non  può  avere  meno  di  quattro  facce; 
se  ha  quattro  facce,  si  dice  tetraedro.  Se  le  facce  sono 
6,  8,  12,  20 . . . . ,  il  poliedro  si  chiama  rispettivamente 
esaedro,  ottaedro,  dodecaedro,  icosaedro .... 

Un  poliedro  è  convesso,  se,  rispetto  al  piano  di  cia- 
scuna faccia,  tutti  i  vertici,  che  non  appartengono  alla 
faccia  che  si  considera,  sono  da  una  stessa  banda. 

Per  diedri  di  un  poliedro  convesso  s'intendono  i 
diedri  convessi,  ciascuno  dei  quali  è  compreso  da  due 
facce  contigue. 

Angoloidi  di  un  poliedro  sono  gli  angoloidi,  ciascu- 
no dei  quali  ha  il  vertice  in  un  vertice  del  poliedro  e 
per  ispigoli  gli  spigoli  del  poliedro,  che  concorrono  nel 
vertice  che  si  considera.  (Questi  spigoli  si  devono  poi 
intendere  presi  in  tal  ordine,  che  ciascuna  faccia  dell'an- 
goloide  contenga  una  faccia  del  poliedro). 

La  superficie  di  un  poliedro  convesso  divide  lo 
spazio  in  due  parti,  una  limitata  e  V  altra  illimitata. 
Sono  intemi  al  poliedro  i  punti  della  prima  ;  estemi 
quelli  dell'  altra  ;  esclusi  in  ciò  i  punti  della  superficie 
del  poliedro. 
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Prisma. 


80JS.  Preso  un  poligono  convesso  qualunque,  ad 
«8.  il  pentagono  ABCDJEj  si  tiri  per  un  vertice  una 
fetta  che  non  giaccia  nel  piano  del  poligono  e  poi 
per  ogni  altro  vertice  si  tiri  una  parallela  alla  retta 
stessa.  Anche  queste  nuove  rette,  che  sono,  a  due  a 
due  [773],  parallele  tra  loro,  incontrano  [771]  il  piano 
del  poligono. 

Le  striscio,  ciascuna  delle  quali  ha  per  lati  duo 
parallele  passanti  per  due  vertici  consecutivi  del  poli- 
gono, costituiscono  una  superficie  che  divide  lo  spazio 
in  due  regioni.  Quella  regione  in  cui  si  trova  il  poli- 
gono, o  meglio  un  solido  che  occupi  tutta  intera  cosi 
latta  regione,  si  dice  prisma  (indefinito). 

Le  strisele  accennate  si  dicono  facce  del  prisma, 
«  la  superficie  composta  delle  facce  si  dice  supefiicie 
del  prisma.  I  lati  delle  facce  si  dicono  lati  del  prisma. 
Se  un  piano  taglia  uno  dei  lati  di  un  prisma,  esso  li 
taglia  tutti  [771]  ;  esso  taglia  tutte  le  facce  del  prisma. 
Il  poligono,  che  ha  per  lati  le  intersezioni  fatte  dal 
piano  nelle  facce  del  prisma,  si  dice  sezione  del  prisma. 

80S.  Teor.  Due  sezioni  di 
un  prisma  fatte  da  piani  parai' 
Isti,  sono  eguali, 

Bin.  Siamo  AD,  A'D'  due 
sezioni  fatte  in  un  prisma  da 
due  piani  paralleli.  Dico  che 
esse  sono  eguali. 

Intanto,  perchè  due  piani 
paralleli  sono  tagliati  da  un 
terzo  in  rette  parallele  [784],  ciascun  lato  di  una  se- 
zione è  parallelo  a  quello  dell'altra,  che  è  situato  nella 
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medesima  faccia.  Cosi  gli  angoli  delle  due  sezioni,  per^ 
€hè  compresi  da  lati  che  hanno  direzioni  rispettiva- 
mente uguali,  sono  [788]  ordinatamente  uguali. 

E  poiché  le  parti  delle  facce  del  prisma,  che  sono 
contenute  dai  piani  seganti,  sono  rombi,  e  in  ogni 
rombo  [305]  i  lati  opposti  sono  eguali,  i  lati  delle  se- 
zioni sono  rispettivamente  uguali.  Le  sezioni  hanno 
adunque  lati  ed  angoli  ordinatamente  uguali,  epperò 
esse  sono  eguali.  [199]. 

804.  Se  un  piano  è  normale  ad  un  lato  di  un 
prisma,  esso  è  [772]  normale  ad  ogni  altro  lato.  E 
poiché  due  piani  normali  a  una  stessa  retta  sono 
paralleli  [779],  le  sezioni,  fatte  in  un  medesimo  pri- 
sma da  piani  normali  agli  spigoli,  sono  eguali  [803] 
tra  loro. 

805.  Def.  La  sezione,  fatta  in  un  prisma  inde* 
finito  da  un  piano  normale  ai  lati,  si  dice  sezione 
normale  dd  prisma. 

Le  sezioni  normali  di  un  prisma  sono  [803] 
eguali. 

806.  Def.  La  parte  di  un  prisma,  che  è  compresa 
tra  due  piani  paralleli,  si  dice  prisma  finitOj  e  più 
spesso  semplicemente  prisma^  senz'altro.  (^). 

Le  due  sezioni  si  dicono  le  ba^  del  prisma;  i 
rombi,  che  insieme  con  le  basi  formano  la  superficie 
totale  del  prisma,  si  dicono  le  facce  laterali]  il  loro 
insieme  costituisce  la  superficie  laterale  del  prisma. 

Quegli  spigoli  del  prisma,  che  uniscono  un  vertice 

(')  Un  poliedro  è  un  prisma  quando  si  possa  supporre  che 
i  suoi  spigoli  siansi  ottenuti  tirando  dai  vertici  di  un  poligono 
preso  per  faccia,  dei  segmenti  eguali,  paralleli  tra  loro,  e  posti 
da  una  stessa  banda  del  piano  del  poligono  e  unendo  poi,  cor^ 
rispondentemente,  le  estremità  di  questi  segmenti. 
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di  una  base  con  un  vertice  delPaltra,  si  dicono  sem- 
pUcemente  lati  del  prisma. 

I  lati  di  un  prisma,  come  segmenti  paralleli  com- 
presi da  piani  paralleli,  sono  eguali.  [774]. 

Un  prisma,  quando  i  lati  sono  normali  ai  piani 
delle  basi,  si  dice  retto.  [772;  785].  Altrimenti  si 
dice  obUqtu>. 

La  distanza  tra  i  piani  delle  basi  di  un  prisma 
si  dice  aUezza  del  prisma. 

In  un  prisma  retto  i  lati  sono  eguali  all'altezza 
del  prisma.  [791]. 

Un  prisma  si  dice  triangolare^  quadrangolare.,.^ 
secondo  che  le  basi  sono  triangoli,  quadrangoli... 

Per  sezione  di  un  prisma  s'intende  la  sezione 
fatta  nel  prisma  indefinito  a  cui  il  prisma  appartiene 
(dimodoché  una  sezione  di  un  prisma  può  essere 
tutta  fuori  del  prisma). 

Se  la  base  di  un  prisma  retto  è  un  poligono  re- 
golare, il  prisma  si  dice  regolare. 

80V.  Teor.  La  superfìcie  laterale  di  un  prisma 
retto  è  equivalente  ai  rettangolo  del  perimetro  della 
base  e  deWaltezza  dd  prisma. 

Dilli.  Infatti  un  rettangolo,  che  abbia  base  uguale 
al  perimetro  della  base  di  un  prisma  retto  e  altezza 
eguale  all'altezza  del  prisma,  si  può  dividere  in  parti 
rispettivamente  uguali  [307]  alle  facce  laterali  del 
prisma. 

Romboide. 

808.  Def.  Un  prisma,  che  abbia  per  base  un  rom- 
bo, si  dice  romboide  paraUdepipedo  (^)  ). 

O  Anche  questa  è  una  parola  soverchiamente  lunga  e  che 
perciò  merita  d'essere  bandita.  Non  c'è  ragione  perchè  non 
si  possa  o  non  si  debba  farlo. 
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80II*  Teor.  he  facce  opposte  di  un  romboide  sono 
egiuUi  e  parallèle. 

Din.  Il  solido  AH  sia  un  romboide,  un  prisma 
cioè  nel  quale  la  base  AB  CD  è  un  rombo.  Si  vuol 
provare  che  le  facce  sono  a  due  a  due  uguali  e  pa« 
rallele. 

In  quanto  alle  basi  AC  ed  EH,  il  teorema  ha 
luogo,  perchè  esso  ha  luogo  [803]  in  ogni  prisma.  Ci 
restano  adunque  da  confrontare  le  facce  AK^  BHj  e 
le  due  AF,  DE. 

Cominciamo  osservando  che,  poiché  le  facce  late- 
rali di  qualunque  prisma  sono  rombi,  le  rette  AB  ed 
EF  sono  parallele,  e  cosi  le  due  DC  e  KS.  Ma  per 
l'ipotesi  che  il  quadrangolo  AC 
sia  un  rombo,  le  rette  AB  e  CD 
sono  parallele.  Per  conseguenza 
[773]  le  quattro  rette  AB,  EF, 
KSj  DC  son  tutte  parallele  tra 
loro;  epperò  il  solido  dato  si  può 
considerare  come  la  parte  del 
prisma  indefinito,  di  cui  le  quat- 
tro rette  considerate  sono  i  lati^  la  quale  è  compresa 
tra  i  piani  dei  quadrangoli  AK  e  BH. 

Ma  poiché  ADh  parallela  d^BC^edAEh  parallela 
9k  BF,i  piani  degli  angoli  DAE,  CBF  sono  paralleli. 
[788].  Cosi  i  quadrangoli  AK,  BR  si  possono  conside- 
rare come  sezioni  fatte  in  un  prisma  indefinito  da  piani 
paralleli,  e  per  conseguenza  [803]  essi  sono  eguali. 

Nello  stesso  modo  si  prova  che  le  quattro  rette 
J.i),^Jir,i^j9',J?C  sono  parallele,  epperò  il  solido  dato 
si  può  anche  riguardare  come  la  parte  del  prisma  inde- 
finito, di  cui  sono  lati  le  quattro  rette,  la  quale  è  com- 
presa tra  i  piani  dei  quadrangoli  A  F,  DS.  E  perche 


{788]  questi  piani  sono  paralleli,  anche  [803]  le  facce 
AFy  i>  JET  sono  eguali. 

810.  Cor.  Un  romboide  sipuò  riguardare  come  un 
prisma  in  tre  modi  diversi;  due  facce  opposte  qualunque 
'Sono  le  basi  di  uno  dei  tre  prismi. 

811.  Teor.  Qualunque  sezione  fatta  in  uno  dei  tre 
prismi  indefiniti,  di  cui  è  parte  un  romboide  dato,  è  un 
rombo. 

Idilli.  Infatti,  poiché  le  facce  opposte  di  un  rom- 
l^oide  giacciono  in  piani  paralleli,  le  intersezioni  fatte 
<la  un  piano  con  le  quattro  facce  di  uno  qualunque 
•dei  tre  prismi  indefiniti,  di  cui  il  romboide  dato  è  una 
parte,  sono  a  due  a  due  parallele  [784],  epperò  la  se- 
zione di  cotal  prisma  indefinito,  che  si  dice  poi  anche 
-sezione  del  romboide,  è  un  rombo. 

819.  Se  le  basi  di  un  romboide  retto  sono  rettan- 
goli, tutte  le  facce  del  romboide  sono  rettangoli,  e  il 
romboide  si  dice  ortogonale. 

Tre  spigoli  di  un  romboide  ortogonale,  concor- 
renti in  uno  stesso  vertice,  si  dicono  le  dimensioni  del 
romboide. 

813.  Un  romboide  ortogonale,  le  cui  dimensioni 
siano  eguali  tra  loro,  si  dice  cuòo.  Le  facce  di  un  cubo 
sono  sei  quadrati  eguali. 

Proposizioni  generali  sui  solidi  equivalenti. 

814.  Nel  rimanente  di  questo  capitolo  V  oggetto 
di  studio  è  il  volume  dei  solidi;  prima  daremo  qualche 
«cenno  sul  volume  in  generale;  poi  tratteremo  in  par- 
ticolare del  volume  del  prisma. 

Quando  si  considerasse  un  solido  soltanto,  rela- 
tivamente al  volume  non  ci  sarebbe  nulla  da  dire; 
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proposizioni  relative  al  volume  non  si  hanno  che  con- 
siderando e  confrontando  i  volami  di  due  solidi,  per 
decidere  infine  se  codesti  volumi  sono  eguali  o  no. 

Per  il  concetto  di  volume  d^un  solido,  concetto 
fondamentale,  che  si  acquista  con  l'uso  dei  sensi  e 
del  quale  può  aver  idea  chiara  anche  uno  che  non 
sappia  dir  una  parola  nel  proposito,  noi  enunciamo, 
intendendo  che  sia  accettata  senza  discussione^  la  pro- 
posizione seguente: 

815.  Postulato  4el  Toliune.  8e  un  solido  (fi^ 
nito)  ha  volume  uguale  a  quello  ffuna  parte  di  un 
altro  solido,  %  due  solidi  non  hanno  volumi  eguali.  8e 
due  solidi  non  hanno  volumi  eguali^  uno  di  essi  ha 
volume  uguale  a  qualche  parte  deW altro.  Q). 

810.  I>er.  Due  solidi  finiti^  i  cui  volumi  siano 
egualij  si  dicono  equivalenti. 

817.  Itof.  8e  il  volume  di  una  parte  di  un  solido 
è  uguale  al  volume  di  un  altro  solido^  ti  primo  solido  si 
dice  maggiore  dd  secondo^  o  questo  minore  dd  primo. 

818.  In  grazia  del  concetto  di  volume,  a  questa, 
specie  di  grandezza  possiamo  applicare  i  principi  fon- 
damentali d'ogni  ragionamento,  ad  es.  questi: 

Due  solidi  equivalenti  ad  un  terzo,  sono  equiva^ 
lenti  tra  loro. 

(^)  Al  posto  di  questo  postulato,  inteudendo  che  lo  8ur> 
roghi  (almeuo  in  parte),  si  trova  la  proposizione  seguente: 

Non  è  possibile,  dividendo  in  parti  una  parte  di  un  solido 
e  disponendo  le  parti  convenientemente,  ottenere  un  solido  che  sia 
eguale  al  solido  primitivo. 

Ma  codesta  proposizione,  quando  si  prescinda  dal  concetto 
di  volume,  non  è  per  nulla  evidente  ;  se  viene  accettata,  ò  solo 
per  questo  che,  altrimenti,  una  parte  d'un  solido  ed  il  solido 
intero  avrebbero  volumi  eguali.  Siccbè,  in  fondo,  il  vero  postu- 
lato è  quello  enunciato  sopra,  nel  §  815. 
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Aggiungendo  a  solidi  equivalenti^  o  sottraendone^ 
•solidi  equivalenti,  si  ottengono  solidi  equivalenti.  Ecc. 

81II.  Un  solido  finito,  mediante  una  superficie 
regnata  in  esso,  si  può  dividere  in  due  parti.  Poiché 
la  forma  e  Tarea  deUa  superficie  sono  indeterminate, 
il  numero  dei  modi  in  cui  si  può  eseguire  V  accennata 
elivisione  è  infinito.  Le  parti  si  possono  poi  suddividere, 
^  cosi  si  può  dire  che  un  solido  si  può  dividere  in  un 
numero  qualunque  di  parti  ed  in  infinite  maniere. 

890.  Due  solidi  finiti,  che  abbiano  parte  del  loro 
<^ntomo  in  comune  e  nessun  altro  punto  (nessun  loro 
punto  interno,  nessuna  loro  parte)  in  comune,  si  di- 
cono adiacenti. 

Due  poliedri  convessi  si  possono  far  diventare 
adiacenti,  anzi  in  inmimerevoU  modi. 

891.  Prescindendo  dalla  parte  di  contomo  co- 
mune di  due  soUdi  finiti,  adiacenti,  si  ha  un  soUdo 
•che  si  dice  composto  di  quei  due. 

8^9.  Def.  8e  un  solido  finito  si  può  dividere  in 
parti  che  sieno  rispettivamente  equivalenti  ad  altri  sO' 
lidi  finiti,  0  alle  parti  di  codesti  solidi,  il  primo  solido 
si  dice  somma  di  quegli  altri. 

In  tal  caso  il  volume  del  primo  solido  è  la  somma 
dei  volumi  degli  altri. 

M9.  Sopprimendo  in  un  soUdo  una  parte,  che 
sia  equivalente  ad  un  altro  solido,  si  ottiene  la  diffe- 
renza tra  i  due  solidi. 

8^4.  Per  indicare  che  due  solidi  A  e  B  sono 
•equivalenti,  scriveremo  A  =  B,  e  leggeremo:  A  è 
equivalente  a  B. 

Per  indicare  che  il  solido  A  e  somma  di  altri 
B,G,  D . . . ,  scriveremo: 

^  =  5  + (7  +  2)+  .... 
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Le  uguaglianze: 
A  =  B  +  C,      B  =  A  —  C,      C=  A  —  B 

hanno  lo  stesso  significato. 

895.  E  facile  pensare  che,  ad  es.,  un  dado  ed  una 
palla  possono  essere  equivalenti,  quantunque  non  si 
saprebbe,  almeno  per  ora,  intra vvedere  un  modo  per 
constatare  codesta  equivalenza. 

H  caso  più  semplice,  in  cui  si  può  asserire  l'è» 
quiyalenza  di  due  solidi  dati,  è  quello  in  cui  codesti 
solidi  si  possono  decomporre  in  parti  rispettivamente: 
uguali. 

Quando  due  solidi  finiti  sono  divisi,  od  anchot 
quando  soltanto  si  sappia  che  i  sòlidi  si  possono  di- 
videre in  parti  rispettivamente  uguali,  in  tal  caso  si 
può  dire  che  i  solidi  sono  manifestamente  eqytivalentiy 
appunto  perchè  non  è  necessaria  nessuna  riflessione 
per  conchiudere  che  i  volumi  dei  corpi  sono  eguali. 

Finche  i  solidi  che  si  confrontano  sono  prismi,, 
si  può,  in  modo  abbastanza  facile,  dimostrarne  Tequi-- 
valenza,  quando  essa  abbia  luogo,  facendo  vedere  obe- 
si possono  decomporre  in  parti  rispettivamente  uguali^ 

Per  questo,  per  Q  seguito  di  questo  capitolo,  par* 
landò  di  equivalenza,  intenderemo  di  voler  mante-- 
nuta  la  seguente: 

8S6.  I>er.  Due  solidi  finiti  che  si  possono  dividere- 
in  parti  rispettivamente  Q)  uguali^  si  dicono  equivalenti 
manifestamente. 

{})  L'importanza  di  dimostrare,  quando  si  possa  farlo^ 
Teqaivalenza  di  due  solidi  nel  senso  di  questa  definizione,  di-> 
pende  da  ciò  che  non  si  ha  bisogno  di  ricorrere  al  postulata 
del  volume. 

È  dissimulato  perfino  lo  scopo  della  dimostrazione,  questo 
cioè  che  si  tratta  di  constatare  che  i  solidi  hanno  volumi  eguali. 
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(Nella  parola  rispettivamente  è  incluso  questo  che 
il  numero  delle  parti  d'un  solido  è  uguale  al  numero 
delle  parti  dell'altro). 

Ma,  per  brevità,  quando  non  occorra  metter  que- 
sta circostanza  in  rilievo,  taceremo  F  avverbio  mant/e- 
stamente^  intendendolo  sottinteso. 

Quando  si  volesse  esprimere  che  s'intende  di  par- 
lare di  equivalenza  senza  restrizioni,  si  dirà  che  si  parla 
di  equivalenza  in  senso  generale^  in  senso  lato. 

897.  Teor.  Due  solidi  finiti^  equivalenti  [826]  ad 
un  terzo,  sono  equivalenti  [826]  tra  loro.  Q). 

]>lm.  Analoga  a  quella  del  §  397.  Invece  di  linee 
a,  si  dovranno  considerare  superficie  a;  ecc. 

838.  Teor.  Solidi  finiti,  composti  di  parti  rispet- 
tivamente equivalenti  [826],  sono  equivalenti.  [826]. 

Blm.  Analoga  al  quella  del  §  399. 

Prismi  equivalenti. 

m 

839.  Teor.  Due  prismi  retti,  che  abbiano  eguali 
boM  ed  eguale  altezza,  sono  eguali. 

]>liii.  Infatti,  se  le  basi  son  fatte  coincidere,  al- 
lora anche  i  lati  dei  due  prismi,  che  sono  tutti  eguali 
per  l'ipotesi,  divengono  a  due  a  due  coincidenti  [690], 
epperò  i  solidi  stessi  divengono  coincidenti.  [63].  (^), 

(^)  Se  si  intendesse  di  parlare  di  equivalenza  in  senso  ge- 
nerale [816],  la  proposizione  sarebbe  conseguenza  immediata 
dell'ipotesi  per  questo  assioma  che:  due  cose  (qui  due  volumi) 
eguali  ad  una  terza  sono  eguali  tra  loro. 

P)  Facciamo  osservare  che  per  ottenere  la  coincidenza 
dei  due  prismi,  a  coincidere  con  una  base  dell'uno  bisogna 
mettere  la  corrispondente  dell'altro  ;  altrimenti  i  prismi  vengono 
a  trovarsi  da  bande  opposte  della  faccia  comune. 


—  448  — 

830*  Teor.  Due  prismi  retti,  che  abbiano  barn  equi- 
valenti [387]  ed  altezze  tigtiaii,  sono  equivalenti. 

]>im«  Poiché  [410]  due  polìgoni  equivalenti  si  pos- 
sono decomporre  in  triangoli  rispettivamente  uguali^ 
i  due  prismi  dati  si  possono  decomporre  in  prismi 
retti  di  basi  rispettivamente  uguali  ed  uguale  altez- 
za. Poiché  codesti  prismi  sono  [829]  rispettivamente 
uguali,  i  prismi  dati  sono  equivalenti.  [828]. 

831.  Teor.  Due  prismi  triangolari,  che  abbiano  due 
lati  in  comune  e  gli  altri  lati  sopra  una  stessa  retta,  sono 
equivalenti. 

Idilli.  Nella  dimostrazione  distingueremo  due  casi, 
secondo^  cioè,  che  i  lati  che  non  coincidono  hanno 
una  estremità  od  una 
parte  in  comune,  op- 
pure non  hanno  nes- 
sun punto  in  comune. 

1**.  Siano  i  due 
prismi    ACEBDF, 
ACEBDK,  che  han- 
no in  comune  i  lati  AB,  CD  e  per  terzi  lati  i  seg- 
menti EF,  SK  posti  sopra  una  stessa  retta  (con  una 
estremità  od  una  parte  in  comune). 

Considerando  i  triedri  {E)ACH,  (F)BDK,  si 
riconosce  [275;  788]  che  hanno  le  facce  rispettiva- 
mente uguali  ed  egualmente  disposte  ;  perciò  essi  sono 
eguali.  [756].  Mettendoli  a  coincidere,  si  ottiene  la 
coincidenza  dei  solidi  FA  OS,  FBDK,  perchè  quei 
loro  spigoli  che  concorrono  in  F  ed  F  sono  ordina- 
tamente uguali.  Pertanto  i  due  prismi  sono  equiva- 
lenti. [826]. 

2^.  Siano  ora  due  prismi  triangolari,  che  abbiano 
comuni  due  lati  AB,  CD,  e  sopra  una  stessa  retta, 
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ma  senza  estremità  o  parte  in  comune,  i  terzi  lati 

Solla  retta  EK  si  coatruiscano  dei  segmenti  FL^ 
LMy .  • .  consecutivi  ed  eguali  ad  FF^  fino  ad  ottenerne 
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uno  che  abbia  con  MK  una  estremità  od  una  parte  in 
comune.  [334].  Nel  nostro  caso  già  il  segmento  hìL 
sodisfa  questa  condizione. 

Ed  ora,  se  consideriamo  i  prismi  triangolari  che 
hanno  in  comune  i  lati  AB^  GD^  e  che  hanno  per 
terzi  lati  i  segmenti  EF^  FL^  LM,  HK,  troviamo 
che  due  consecutivi  qualunque  sono  nelle  condizioni 
di  quelli  considerati  nel  primo  caso.  Sono  dunque 
equivalenti  tra  loro;  epperò  [837]  sono  equivalenti 
anche  i  prismi  dati. 

Cosi  resta  dimostrato  che,  se  ecc. 
83S.  Teop.  Un  prisma  triangolare  qualunque  è 
equivalente  ad  un  prisma  retto,  che  ha  base  uguale  alla 
■sezione  normale  del  prisma  dato  e  altezza  eguale  al  lato 

di  questo  prisma. 
^       S  F        K  Blm.  Sia  un 

prisma  triango- 
lare qualunque 
ACEBDF. 

Per   i   punti 

A  e  B  sì  tirino 

due  piani  normali 

ad  AB.  Se  Hj  K,  If ,  N  sono  i  punti  in  cui  questi 

piani  incontrano  [771]  le  rette  EF,  CD,  i  triangoli 

ASM,  BEN  sono  due  sezioni  normali  del  prisma 

20 
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dato,  eppeio  [779]  il  solido  AMHBNK  è  nn  prisma 
retto  di  base  AMS  ed  altezza  AB.  Ora  proveremo 
che  questo  prisma  è  equivalente  al  prisma  dato. 

A  tal  fine  si  tirino  CH  e  DK.  Poiché  le  rette 
AC  eà  AH  sono  rispettivamente  parallele  alle  rette 
BD^  BK,  i  piani  dei  triangoli  A  CJBL,  BDK sono  paralle* 
li  [788],  opperò  anche  il  solido  A  CHBDK  è  un  prisma. 

Ora  i  due  prismi  ACEBDF,  A  CHBDK,  per- 
chè hanno  in  comune  i  lati  A  B,  CD,  e  i  lati  JSF,  HK 
sono  sopra  una  stessa  retta,  sono  equivalenti.  [831]. 

Cosi  i  prismi  A  CHBDK,  AMHBNK,  perchè 
hanno  in  comune  i  lati  AB,  HK,  e  i  lati  CD,  MN 
sono  sopra  una  stessa  retta,  sono  equivalenti.  [831]. 

Per  conseguenza  [827]  i  prismi  ACEBDFy 
AMHBNK  sono  equivalenti,  e.  d.  d. 

833.  Teor.  Due  prismi,  se  hanno  sezioni  normali 
equivalenti  e  lati  eguali,  sono  equivalenti. 

Blm.  1^.  Consideriamo  prima  il  caso  che  i  due 
prismi  siano  triangolari  e  che  le  sezioni  normali 
siano  eguali. 

Sappiamo  [832]  che  i  due  prismi  sono  rispettiva^ 
mente  equivalenti  a  due  prismi  retti  aventi  basi  eguali 
alle  sezioni  normali  dei  prismi  dati  e  altezze  uguali 
ai  loro  lati.  Ma  questi  due  nuovi  prismi  sono  eguali 
[829];  quindi  [827]  i  prismi  dati  sono  equivalenti. 

2^.  Passiamo  a  considerare  il  caso  di  due  prismi^ 
le  cui  sezioni  normali  siano  due  poligoni  qualunque.    ^ 

In  questo  caso  una  sezione  normale  d'un  prisma 
ed  una  deir  altro,  poiché  sono  equivalenti,  si  possono 
dividere  [427]  in  triangoli  rispettivamente  uguali. 

Imaginiamo  che  le  sezioni  siano  cosi  divise  e  di 
condurre  per  tutti  i  vertici  dei  triangoli  delle  rette 
rispettivamente  parallele  ai  lati  dei  prismi.  E  consi-^ 
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derìamo  le  strìscie,  ciascuna  delle  quali  è  contenuta 
da  due  parallele  passanti  per  due  vertici  d^uno  stesso 
triangolo,  (i).  In  questo  modo  i  due  prismi  vengono 
divisi  in  prismi  triangolari,  che  sono  rispettivamente 
equivalenti,  perchè  hanno  sezioni  normali  eguali  e  lati 
eguali.  [790].  Per  conseguenza  [828]  anche  i  due  pri- 
smi dati  sono  equivalenti,  e.  d.  d. 

834.  Cor.  Il  pianOj  che  passa  per  due  spigoli  oppo- 
sti di  un  romboide,  divide  il  romboide  in  due  prismi 
equivalenti. 

Bini.  Sia  un  romboide  AS.  Per  due  spigoli  op- 
posti, ad  es.  per  i  due  KV, 
FJBj  si  faccia  passare  un 
piano.  [773].  Dico  che  i 
due  prismi  triangolari 
ABDEFK,BGDFEK, 
in  cui  resta  tagliato  il  rom- 
boide, sono  equivalenti. 

Perciò  si  seghi  il  rom- 
boide con  un  piano,  che 
sia  normale  allo  spigolo 
AE,  Se  LMNP  è  la  sezione,  essa  è, un  rombo  [811], 
che  dal  piano  KFBD  vien  diviso  nei  due  triangoli 
eguali  LPM,  NMP.  Poiché  questi  triangoli  sono  se- 
zioni normali  dei  due  prismi,  i  quali  inoltre  hanno 
eguali  i  lati,  i  due  prismi  sono  equivalenti.  [833]. 

i})  Sì  può  indicare  la  costruzione  della  striscia,  i  cui  lati 
passano  per  due  dati  punti  A^  B  q  sono  paralleli  ad  una  retta 
CD^  dicendo  di  proiettare  il  segmento  AB  parallelamente  alla 
retta  CD,  Cosi  nel  nostro  caso,  si  direbbe  di  proiettare  paral- 
lelamente ai  lati  del  prisma  i  lati  dei  triangoli  considerati, 
(esclusi  in  ciò  quei  lati  dei  triangoli  che  fossero  anche  lati  del 
contomo  della  sezione,  perchè  le  facce,  che  si  otterrebbero,  esi- 
stono già  come  facce  del  prisma  dato). 
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835*  Teor.  Un  romboide  qualunque  ed  un  rom^ 
hoide  ortogonale^  che  abbiano  basi  equivalenti  e  mede- 
sima altezza^  sono  equivalenti. 

Bim.  Sia  un  romboide  qualunque  A  E.  Pren- 
dendo per  base  la  faccia  AC^  l'altezza  è  la  distanza 
tra  i  piani  paralleli  AC^  DE.  Proveremo  che  un  rom- 
boide ortogonale,  che  abbia  base  equivalente  ad  j1  C 
ed  altezza  eguale  a  quella  del  romboide  AE^  è  equi- 
valente a  questo  romboide. 

Preso,  sulla  retta  J.5,  il  segmento  HK  =  AB, 
si  tirino  per  H  e  per  K  due  piani  normali  alla  AK 
e  quindi  [779]  paralleli  tra  loro.  Se  Jf,  N,  P,  Q,  5,  8, 
sono  i  punti  in  cui  codesti  piani  tagliano  [771]  le 
parallele  ad  AB  che  passano  per  i  punti  C,  E,  2), 
noi  abbiamo  cosi  determinato  il  romboide  HKNM^ 
B8QP.  Questo  romboide  ed  il  romboide  dato  sono 
equivalenti,  perchè  [833]  appartengono  ad  uno  stesso 
prisma  indefinito  ed  hanno  lati  egnaU. 


Ora,  da,  M  ed  H  si  tirino  Jf  T,  HU  normali  a 
PB  e  per  conseguenza  [272]  paralleli  tra  loro. 

Allora,  poiché  anche  le  rette  MN  ed  SK  sono 
parallele,  i  piani  degli  angoli  TMN^  UHK  sono  pa- 
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ralleli  tra  loro.  [778].  Se  Y  e  Z  sono  i  punti  in  cui 
questi  piani  incontrano  la  retta  Q8,  noi  abbiamo  cosi 
determinato  un  nuovo  romboide  MSKN,  TUZV. 
Codesto  romboide  ed  il  romboide  MHKN,  PBSQ^ 
perchè  appartengono  allo  stesso  prima  indefinito,  di 
cui  sono  lati  le  rette  MS^PU^QZ,  NK,  ed  hanno  lati 
eguali,  sono  equivalenti.  [833]. 

Per  conseguenza  [827]  il  romboide  AH  ed  H 
romboide  MSKN,  T  UZ  V  sono  equivalenti. 

Ora,  perchè  il  piano  PMH  U  è  normale  alla  retta 
MK,  gU  angoli  MSK,  USE  sono  retti.  [683]. 

E  perchè  la  retta  SU  è  normale  a  PCT,  essa  è 
anche  [281]  normale  ad  MS,  epperò  T  angolo  MSU 
è  retto. 

Pertanto  il  romboide  MZ  e  ortogonale.  La  sua  base 
SN  e  la  base  A  C  del  romboide  dato  sono  equivalenti, 
perchè  [407]  sono  rombi  che  hanno  basi  eguali  e  sono 
compresi  tra  le  medesime  parallele.  I  due  romboidi 
hanno  poi,  manifestamente,  medesima  altezza. 

Infine,  qualunque  romboide  ortogonale,  che  abbia 
base  equivalente  al  rettangolo  SN  ed  altezza  eguale 
ad  SU,  e  equivalente  [830]  al  romboide  MZ  e  quindi 
[827]  anche  al  romboide  A  E. 

Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 

836.  Cor.  Due  romboidi,  se  hanno  basi  equivalenti 
e  medesima  altezza,  sono  equivalenti. 

Infatti,  se  si  costruisce  un  romboide  ortogonale, 
che  abbia  base  equivalente  a  quelle  dei  romboidi  [397] 
e  medesima  altezza,  esso  è  equivalente  [835]  ai  due 
romboidi  dati,  i  quali  per  conseguenza  [827]  sono  equi- 
valenti tra  loro.     . 

837.  Teor.  Due  prismi,  che  abbiano  basi  equivor 
valenti  ed  altezze  uguali,  sono  equivalenti. 
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]>lm«  1^.  Consideriamo  prima  il  caso  di  due  pri- 
smi triangolari  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F'  in  cui 
siano  eguali  le  basi  ABC,  A'B'C  ed  eguali  le  altezze. 

Compiuto  il  rombo  EDFP,  e  dimezzato  BJE  in 
Q,  si  costruisca  il  romboide  FQ. 

n  prisma  dato  rimane  cosi  diviso  in  due  prismi 
che  sono  equivalenti  [833],  perchè  hanno   la  stessa 
sezione  normale  ed  eguali  i  lati 
B  Qy  QE.  Ed  il  romboide  FQ  dal  J:. 

piano  diametrale  FQ  vien  diviso  x    !      x 

anch'  esso  [834]  in  due  prismi  e-  /       •'        / 

quivalenti.  Per  conseguenza  [827;  /\    l'~'\    / 

828]  il  prisma  dato  è  equivalente  /    ^Ul — l — jJ 

al  romboide  FQ.  pL-^-J- If      1 

Fatta  la  stessa   costruzione  \  /  ^^'  ^^v    / 

per  r  altro  dei  prismi  dati,  poi  si  £  i> 

conchiude  medesimamente    che 
il  prisma  è  equivalente  al  romboide    F'Q\ 

E  perchè  i  romboidi  FQ,  F'Q'  hanno  eguali  basi 
ed  eguali  altezze  [793],  essi  sono  [836]  equivalenti. 
Sono  perciò  [827]  equivalenti  anche  i  prismi  dati. 

2^.  Passiamo  al  caso  in  cui  le  basi  dei  prismi 
sono  due  poligoni  equivalenti,  qualunque. 

Poiché  [427]  due  poligoni  equivalenti  si  possono 
dividere  in  triangoli  rispettivamente  uguali,  i  due 
prismi  si  possono  dividere  in  prismi  triangolari,  i  quali, 
avendo  basi  rispettivamente  uguali  ed  altezze  uguali, 
sono  rispettivamente  equivalenti.  Quindi  [828]  i  pri- 
smi dati  sono  equivalenti. 

8S8«  Cor.  TJn  prisma  qtuilunque  ed  un  romboide 
ortogonale^  che  abbiano  basi  equivalenti  ed  altezze  ugtudiy 
sono  equivalenti. 

8S9.  ProM.  Costruire  un  romboide,  che  sia  equi^ 
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vaiente  ad  un  prisma  dato  ed  abbia  un^ altezza  egudte 
ad  un  dato  segmento. 

Risei.  Si  costruisca  dapprima  un  romboide  orto- 
gonale, che  sia  equivalente  al  prisma  dato.  [422;  838]. 
Sia  AK  questo  romboide;  e  sia  poi  b  il  dato  segmento. 
Prolungato  uno  spigolo  del  romboide,  ad  es.  lo 

spigolo  AB^  si  faccia  BL 
=  e.  Quindi,  prolungando 
D  (7  e  tirando  per  L  la  pa- 
rallela Si  BC,  si  compia  il 
rombo  CL.  Si  tiri  MB,  e 
sia  N  il  punto  d'incontro 
delle  rette  MB  e  DA.  Si 
tiri  per  ^la  parallela  ad 
AB',  e  sia  Pil  punto  dove 
essa  incontra  ML;  e  dicasi  0  il  punto  d' incontro  delle 
rette  CB  ed  NP. 

Infine  si  costruisca  il  romboide  B  che  ha  per  base 
il  rettangolo  OL  e  del  quale  BF  è  un  lato.  Questo 
romboide,  manifestamente  ortogonale,  è  il  romboide 
domandato. 

Bini.  Infatti,  perchè  il  rettangolo  OL  è  equiva- 
lente [408]  al  rettangolo  AC,  il  romboide  B  è  equiva- 
lente [830]  al  romboide  AH  e  quindi  anche  al  prisma 
dato.  Se  poi  nel  romboide  B  si  prende  per  base  la  f  ac* 
eia  OF,  l'altezza  è  il  lato  BL,  che  è  uguale  al  dato 
segmento  e. 

EsercicL 

953>  Tagliare  un  cubo  in  modo  che  la  sezione  sia  eguale  a  un 
rombo  dato. 

954.  Le  diagonali  di  un  romboide  e  i  segmenti,  che  uniscono  i 
punti  d'incontro  delle  dia^QonalidLilue  facce  opposte,  pas- 
sano per  uno  stesso  punto. 
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955.  Se  le  diagonali  di  un  prisma  quadrangolare  passano  per 
uno  stesso  punto,  il  prisma  è  un  romboide. 

956.  La  somma  delle  distanze  dei  vertici  di  un  romboide  da  un 
piano,  che  non  lo  interseca,  è  otto  volte  la  distanza  del  punta 
d'incontro  delle  diagonali  del  romboide  dal  piano  stesso. 

957.11  quadrato  della  diagonale  di  un  romboide  ortogonale  è 
equivalente  alla  somma  dei  quadrati  delle  tre  dimensioni. 

958.11  cubo  della  somma  di  due  segmenti  è  equivalente  alla 
somma  dei  cubi  dei  segmenti,  più  il  triplo  del  romboide  che- 
ha  per  base  il  rettangolo  de'  segmenti  e  altezza  eguale  alla 
loro  somma. 

959.  Se  per  il  punto  d' incontro  delle  diagonali  di  un  cubo  si  con- 
duce un  piano  normale  a  una  diagonale,  la  sezione  risultante' 
è  un  esagono  regolare. 

960.  In  un  romboide  la  somma  de'  diedri  è  uguale  a  12  retti.  12 
in  un  prisma  retto  di  n  lati  è  uguale  a  4  (n  —  1)  retti. 

961.  Trovare  il  lato  di  un  cubo,  data  la  diagonale. 

962.  In  un  prisma  triangolare  indefinito,  a  facce  uguali  sono  op- 
posti diedri  eguali  ;  e  reciprocamente.  E  a  faccia  maggiore  è 
opposto  diedro  maggiore  ;  e  reciprocamente. 

963.  Se  la  sezione  normale  di  un  prisma  è  un  poligono  regolare^ 
la  somma  delle  distanze  di  un  punto  preso  nell'interno  del 
prisma  dalle  facce  laterali  e  dalle  basi  del  prisma  è  costante^ 

964. 1  centri  di  gravità  de'  triangoli,  che  sono  sezioni  di  un  pri- 
sma triangolare  indefinito,  sono  allineati. 

965.  La  superficie  laterale  di  un  tronco  di  prisma  {*)  triangolare 
è  equivalente  a  un  rettangolo,  che  ha  per  base  il  perimetro 
di  una  sezione  normale,  e  altezza  eguale  alla  distanza  dei 
centri  di  gravità  delle  basi  del  tronco. 

966.  Un  tronco  di  romboide  è  equivalente  a  un  romboide,  che  ha 
per  base  una  sezione  normale,  e  altezza  eguale  al  quarto 
della  somma  dei  quattro  spigoli  laterali. 

967.  Un  tronco  di  prisma  triangolare  è  equivalente  ad  un  prisma 
che  ha  per  base  una  sezione  normale,  e  altezza  eguale  alla 
distanza  de'  centri  di  gravità  delle  basi 

{*)  Così  si  okiama  la  parto  di  un  prisma  indefinito  compresa  tra 
due  piani  non  paralleli,  che  si  tagliano  esternamente  al  prisma. 
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CAPITOLO  XX 
PIRAMIDE 


Definizioni  e  primi  teoremi  suiia  piramide. 

844.  Si  dice  piramide  qualunque  solido  la  cui 
superficie  sia  composta  di  un  poligono  e  di  triangoli 
aventi  in  comune  un  vertice  in  un  punto  che  è  fuori 
del  piano  del  poligono  e  aventi  ciascuno  un  lato  in 
comune  con  questo  poligono. 

Il  poligono  si  dice  la  base  della  piramide  ;  i  trian- 
goli, che  con  la  base  formano  la  superficie  della  pira- 
mide, costituiscono  la  superficie  laterale  della  piramide. 
Quel  vertice  della  piramide,  che  è  opposto  alla  base  e 
<ìhe  è  comune  ai  triangoli  che  compongono  la  superficie 
laterale,  si  dice,  senz^  altro,  il  vertice  della  piramide.  Si 
dice  altezza  della  piramide  la  distanza  del  vertice  dal 
piano  della  base. 

Una  piramide  si  dice  triangolare^  quadrangola- 
re^ ecc.j  secondo  il  numero  delle  facce  laterali,  o,  ciò 
che  è  lo  stesso,  secondo  il  numero  dei  lati  della  base. 

Una  piramide  triangolare^  perchè  è  un  solido  con- 
tenuto da  quattro  facce,  suol  dirsi  più  spesso  tetraedro^ 
senz'altro.  Un  tetraedro  è  una  piramide  in  cui  una  qua- 
lunque delle  facce  si  può  assumere  per  base. 

Quando  la  base  di  una  piramide  è  un  poligono  re- 
golare, e  la  normale,  tirata  dal  vertice  alla  base,  passa 
per  il  centro  della  base  [369],  la  piramide  si  dice 
regolare. 

Si  chiama  sezione  di  una  piramide  qualunque  se- 
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zione  fatta  nella  piramide  da  un  piano  che  incontri 
tutti  gli  spigoli  che  partono  dal  vertice. 

La  parte  di  una  piramide,  compresa  tra  la  base  ed 
una  sezione  qualunque,  si  dice  tronco  di  piramide  ; 
quando  la  sezione  è  parallela  alla  base^  il  tronco  si  dice 
a  basi  parallele.  In  questo  caso  la  distanza  [791]  tra  i 
piani  delle  basi  si  chiama  altezza  del  tronco. 

8#5«  Se  la  base  di  una  piramide  è  circoscritta  ad 
un  cerchio  e  il  vertice  della  piramide  si  trova  sull'asse 
del  cerchio  (^),  allora  il  vertice  della  piramide  è  equi- 
distante dai  lati  della  base,  o,  in  altre  parole,  i  triangoli, 
che  formano  la  superficie 
laterale,  quando  si  prendano 
per  loro  basi  quei  lati  che 
essi  hanno  in  comune  con 
la  base  della  piramide,  han- 
no eguale  altezza. 

Infatti,  poiché  i  raggi, 
tirati  dal  centro  del  cerchio 
iscritto  nella  base  ai  punti 
dì  contatto  dei  lati    della 

base,  sono  normali  [243]  ai  lati,  i  segmenti,  che  uni- 
scono il  vertice  della  piramide  coi  punti  di  contatto  dei 
lati,  sono  normali  ai  lati.  [687].  Questi  segmenti  sono 
poi  eguali.  [702]. 

8#6.  Ber.  Qualunque  piramide,  la  cui  base  sia  cir- 
coscritta ad  un  cerchio,  ed  il  cui  vertice  sia  sull'  asse 
del  cerchio,  si  dice  retta. 

In  una  piramide  retta  la  distanza  del  vertice  della 
piramide  dai  lati  della  base  si  chiama  apotema  deUa 
piramide. 

(^)  La  normale  al  piano  d*  an  cerchio  condotta  per  il  centro 
di  dice  €i88e  del  cerchio. 
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In  ogni  piramide  regolare  il  vertice  è  equidistante 
dai  lati  della  base^  perchè  nella  base  si  può  [370]  iscri- 
vere un  cerchio,  e  il  vertice  della  piramide  si  trova  sul- 
l'àsse  di  questo  cerchio. 

8#V«  Teor.  La  superficie  laterale  d^  una  piramide 
-retta  è  equivalente  ad  un  triangolo  che  ha  base  uguale  al 
perimetro  della  base  della  piramide  e  altezza  eguale  aU 
Vapotema. 

Dlm.  Infatti  codesto  triangolo  si  può  [845]  divi- 
dere in  triangoli  rispettivamente  equivalenti  [403]  a 
<iuelli  che  formano  la  superficie  laterale  della  piramide. 
8#8«  Teor.  Se  si  dividono  in  egual  numero  di 
j>arti  le  altezze  di  due  tetraedri  che  abbiano  eguali 
•basi,  e  per  due  punti  di  divisione  corrispondenti  si 
tirano  due  piani  rispettivamente  paralleli  alle  basi,  le 
-sezioni,  che  questi  piani  fanno  nei  tetraedri,  sono 
'eguali. 

Dilli.  Nei  tetraedri  A  B  CD,  EFSKle  basi  B  CD, 
jFS K sìa,no  eguali.  Divisele  altezze  AM,  ENin  uno 

stesso  numero 
j;  •  qualunque  q  di 

parti  eguali, 
per  due  punti 
di  divisione 
corrispondenti 
M',If'  sitili- 
no  due  piani 
rispettivamen- 
te paralleli  alle 
basi;  e  siano  B'C'D',  F'WX'  le  sezioni  [782],  che 
questi  piani  fanno  nei  tetraedri  ;  proveremo  che  esse 
3ono  eguali. 

Intanto,  se  imaginiamo  di  tirare  per  tutti  i  punti 
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di  divisione  delle  altezze,  e  anche  per  i  vertici  A  ed  Ey, 
dei  piani  rispettivamente  paralleli  alle  basi,  anch^ 
gli  spigoli  che  concorrono  nei  vertici  vengono  divisi  in 
q  parti  eguali.  [793].  E  se  Jf ',  N'  sono  i  p.esimi  punti 
di  divisione,  contando  dai  vertici  AedE,  i  punti  B\ 
C\  D\  F\  R\  K'  sono  i  j^.e^mt  punti  di  divisione 
degli  spigoli  AB,  AC,  ecc.,  pure  contando  dai  vertici. 

Cosi  noi  possiamo  dire  [328]  che  B'C  è  la  frci- 
zione  —  di  BC,  e  che  F'S'  è  la  frazione  -4-  di  FH. 

Ma  poiché,  per  F ipotesi,  è  BC  z=z  FH,  è  anche 
B'C  =  F'H\ 

Poiché  nello  stesso  modo  si  può  dimostrare  che 
h  CD'  =  H'K'  e  B'D'  =  F'K',  conchiudiama 
[172]  chei  triangoH  B'C'D,  F'H'K'  sono  eguali. 

Equivalenza  tra  piramidi  e  prismi. 

8#9*E  raro  il  caso  in  cui  due  dati  solidi,  chesiano^ 
equivalenti  in  senso  lato,  si  sappiano  decomporre  in 
parti  rispettivamente  uguali.  Quando  non  si  sappia, 
far  ciò  e  quando  non  si  sappia  farli  apparire  come  dif-^ 
ferenze  di  solidi  eguali,  un  modo  per  provarne  l'equi- 
valenza è  questo  di  costruire  due  classi  contigue  tra 
le  quali  i  solidi  dati  siano  compresi  ambidue. 

850.  Teor.  Due  piramidi,  che  abbiano  basi  equir- 
valenti  ed  altezze  tiffiudi,  sono  equivalenti. 

Idilli*  1^.  Consideriamo  prima  il  caso  in  cui  le  pi- 
ramidi  sono  due  tetraedri  di  basi  eguali. 

Nei  tetraedri  AB  CD,  EFBK  le  facce  BCD^ 
FHKsìd»xìo  eguali;  e  le  altezze  relative  a  queste  fac- 
ce siano  eguali.  Dico  che  i  tetraedri  sono  equivalenti.. 

Si  dividano  le  due  altezze  in  uno  stesso  numero  n, 
qualunque,  di  parti  eguali,  e  per  i  punti  di  divisione 
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si  tirino  dei  piani  rispettivamente  paralleli  alle  basi. 
Xe  sezioni,  che  questi  fanno  nei  due  tetraedri,  sono 
rispettivamente  uguali.  [848]. 

Ora,  prendendo  per  base  una  delle  basi  de^  te- 
traedri, oppure  una  delle  sezioni,  si  costruisca  un 

prisma,  in  modo 
che  sia  un  lato  di 
esso  una  qualsi- 
voglia di  quelle 
tre  parti  di  spi- 
goli del  tetraedro, 
che  sono  compre- 
se tra  la  base  o 
sezione  che  si  con- 
sidera e  la  sezione 
prossima  superio- 
re. E  altrettanto  si  faccia  per  ogni  altra  sezione.  (}), 
IEl  manifesto  che  i  due  tetraedri  sono  rispettivamente 
minori  dei  due  solidi  che  sono  composti  con  i  prismi; 
solidi  che  chiameremo  scaloidi  circoscritti. 

Se  poi  confrontiamo  uno  qualsivoglia  dei  prismi, 
<ÌLQ  sono  in  una  figura,  col  corrispondente  nell'altra, 
riconosciamo  che  sono  [836;  816]  equivalenti,  perchè 
}ianno  basi  eguali  e  medesima  altezza.  Per  conse- 
guenza i  due  scaloidi  sono  equivalenti;  e  cosi  pos- 
siamo dire  che  ambidue  i  tetraedri  sono  minori  degli 
scaloidi  circoscritti. 

Ora,  prendendo  per  base  (superiore)  una  delle  se- 
-zioni,  si  costruisca  un  prisma  in  modo  che  sia  un  lato 
di  esso  una  qualsivogUa  di  qneUe  tre  partì  di  spigoU 
del  tetraedro,  che  sono  comprese  tra  il  piano  della 

Q)  Per  le  sezioni  prossime  ai  vertici  pensiamo  siano  i  ver- 
tici stessi  le  sezioni  superiori. 
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sezione  ohe  si  oonsidera  e  quello  della  sezione  pros-- 
sima  inferiore.  E  altrettanto  si  faccia  per  ciascunsK 
altra  sezione.  (^). 

E  manifesto  che  i  tetraedri  sono  rispettivamente- 
maggiori  dei  due  solidi  che  sono  composti  con  i  nuovi 
prismi  ;  solidi  che  chiameremo  scàloidi  iscritti. 

E  perchè  ancora  tutti  i  prismi,  che  sono  da  una. 
banda,  sono  [836]  equivalenti  rispettivamente  a  quelli 
che  sono  dall^  altra,  anche  i  due  nuovi  scàloidi  sono- 
equi valenti;  dimodoché  possiamo  dire  che  i  tetraedri 
dati  sono  maggiori  ambidue  degli  scàloidi  iscritti. 

Se  poi  consideriamo  i  prismi  circoscritti  e  i  prismi 
iscritti,  che  si  trovano  in  uno  stesso  tetraedro,  vediamo- 
che  ciascuno  dei  primi  è  equivalente  a  quello  dei  se- 
condi che  gli  è  immediatamente  sottoposto  [836]  ;  e^ 
che  pertanto  la  differenza  tra  due  scàloidi,  uno  circo- 
scritto e  r  altro  iscritto,  è  per  T  appunto  il  maggiore* 
dei  prismi  circoscrtti  ;  quello  una  cui  base  è  la  base^ 
stessa  del  tetraedro. 

Ed  ora  imaginiamo  di  andar  indefinitamente  cre- 
scendo il  numero  n,  e  di  formare  due  classi,  una  con^ 
gli  scàloidi  circoscritti  e  T  altra  con  gli  scàloidi  iscritti^ 
Proveremo  che  queste  due  classi  sono  contigue. 

Intanto  ogni  scaloide  circoscritto  è  maggiore  di 
qualunque  scaloide  circoscritto. 

(^)  Per  le  sezioni  prossime  alle  basi  si  riguardano  le  basi 
stesse  come  sezioni. 

Nella  fìgnra,  per  maggior  cbiarezza,  sono  rappresentati 
dei  primi  prismi  soltanto  quelli  relativi  al  tetraedro  ABCDy, 
e  dei  secondi  soltanto  quelli  relativi  al  tetraedro  EFHK. 
Avvertiamo  non  essere  necessario  che,  ad  es.,  i  prismi  circo- 
scrìtti  alle  parti  del  tetraedro  ABCD  abbiano  tutti  tra  i  lora 
lati  una  parte  di  uno  stesso  spigolo  del  tetraedro.  Altrettanto- 
dicasi  de^  prismi  iscritti. 
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Si  possono  poi  trovare  due  elementi,  uno  della 
classe  maggiore  ed  uno  della  classe  minore,  la  cui 
differenza  sia  minore  di  qualunque  solido  ct>  dato.  In- 
fatti, ogni  volta  che  il  numero  n  diventa  doppio,  l'al- 
tezza del  prisma  di  base  costante,  che  rappresenta  la 
differenza  dei  due  scaloidi,  diventa  la  metà  di  quanto 
era;  epperò,  quando  n  sia  grande  abbastanza,  il  prisma 
è  minore  [586]  del  solido  g>. 

Poiché  ambidue  i  tetraedri  sono  compresi  tra  le 
due  classi  contigue,  essi  sono  equivalenti. 

2**.  Siano  ora  due  piramidi  qualunque  di  basi  equiva- 
lenti e  di  altezze  eguali.  Dico  che  esse  sono  equivalenti. 
Infatti,  le  basi  delle  due  piramidi,  poiché  sono  equi- 
valenti, si  possono  dividere  [427]  in  triangoli  rispet- 
tivamente uguali.  Per  conseguenza  le  piramidi  date 
si  possono  dividere  in  tetraedri  aventi  basi  rispettiva- 
mente uguali  e  altezze  uguali.  Ma  poiché  cosi  fatti  te- 
traedri sono  rispettivamente  equivalenti,  anche  le  due 
piramidi  date  sono  equivalenti. 
Cosi  si  è  provato  che  ecc. 

^51.  Teor.  Una  piramide  è  la  terza  parte  di  un 

prisma,  se  questo  ha  base  equiva- 
lente a  quella  della  piramide  e 
medesima  altezza, 

BIm.  l^  Sia  per  primo  caso 
un  tetraedro  ^-B  CD;  e  sia  AB  0 
la  faccia  che  si  prende  per  base. 
Si  conducano  per  A  e  per  C 
due  rette  AF,  CE,  parallele  a 
BD,  e  poi  per  D  un  piano  pa- 
rallelo a  quello  del  triangolo  ABC.  Si  ottiene  cosi  il 
prisma  ABCFDE,  che  ha  la  stessa  base  e  la  stessa 
altezza  del  tetraedro  dato. 
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Il  piano  ACB  divide  il  prisma  nel  tetraedro 
AB  CD  e  nella  piramide  che  ha  per  base  il  quadran- 
golo ACEF  e  il  vertice  in  D;  e  questa  piramide,  se 
sì  conduce  il  piano  FDCj  resta  divisa  nei. due  te- 
traedri DACFe  DGEF. 

Ora  ì  due  tetraedri  DACF,  DCEF  sono  [860) 
equivalenti,  perchè  hanno  eguali  le  basi  ACF^  GEFy 
e  medesima  altezza. 

Anche  i  tetraedri  DAGF^  AB  CD  sono  equiva- 
lenti [850];  infatti  hanno  eguali  le  basi  ADF,  ABD 
e,  rispetto  a  queste,  medesima  altezza. 

Pertanto  il  tetraedro  AB  CD  è  la  terza  parte  del 
prisma  A  BCFDE  e  quindi  [836]  anche  di  qualun- 
que prisma  che  abbia  base  ed  altezza  rispettivamente 
uguali  a  quelle  del  tetraedro. 

2^  Siano  ora  una  piramide  qualunque  ed  un  pri- 
sma che  abbiano  basi  equivalenti  ed  altezze  uguali. 

La  base  della  piramide  e  quella  del  prisma,  poiché 
sono  equivalenti,  si  possono  [427]  decomporre  in  uno 
stesso  numero  di  triangoli  rispettivamente  uguali;  per 
conseguenza  la  piramide  si  può  decomporre  in  tetrae- 
dri  ed  il  prisma  in  altrettanti  prismi  che  hanno  basi 
ed  altezze  rispettivamente  uguali.  E  perchè,  come  si 
è  pur  ora  dimostrato,  ciascun  tetraedro  è  la  terza 
parte  del  prisma  parziale  corrispondente,  anche  la  pi- 
ramide è  la  terza  parte  del  prisma  dato. 

Cosi  resta  provato  ecc. 

85J9.  Teor.  Un  tronco  di  piramide  a  basi  paraUde 
è  equivalente  alla  somma  di  tre  piramidi^  le  quali  hanno 
la  stessa  altezza  del  tronco,  e  per  basi  rispettive  le  due 
basi  del  tronco  e  la  media  proporzionale  tra  esse, 

Blm.  1^.  Sia  per  primo  caso  il  tronco  di  piramide 
triangolare  ABCDEF. 
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Intanto,  se  tiriamo  il  piano  BDF,  stacchiamo  dal 
tronco  il  tetraedro  BDEF,  che  ha  la  base  DEF  in 
<3omune  col  tronco  dato,  e  medesima  altezza  di  questo. 
Ci  rimane  poi  la  piramide  col  vertice  in  JB  e  la  cui  base 
«  il  quadrangolo  ADF  C.  Questa  piramide,  tagliata  col 

piano  BAF  ci  dà  il  tetrae- 
dro ABCF,  il  quale,  ove 
si  prenda  per  base  il  trian- 
golo ABC^  ha  anch^esso  la 
stessa  altezza  del  tronco. 
Prescindendo  dai  due  tetrae- 
dri considerati,  rimane  il 
tetraedro  BADF.  Ora,  se 
si  tira  BH  parallela  ad  AD 
e  si  unisce  JTcon  jP,  si  trova  che  il  tetraedro  BADF 
è  equivalente  [850]  al  tetraedro  BDHF,  perchè  in 
essi  sono  eguali  le  basi  ABD,  BDH,  ed  è  comune 
r  altezza. 

Se  poi  nel  tetraedro  JBDjFJT  prendiamo  per  base 
il  triangolo  DHF,  troviamo  che  esso  ha  la  stessa  al- 
tezza del  tronco  dato.  Cosi  ora  solo  ci  resta  da  provare 
<5he  il  triangolo  DHF  è  medio  proporzionale  tra  le 
basi  del  tronco,  medio  adunque  fra  il  triangolo  DEF 
ed  il  triangolo  DHK,  ottenuto  tirando  jETZ"  parallela- 
mente ad  J^jP,  e  che  è  uguale,  come  facilmente  si  può 
provare,  al  triangolo  ^50. 

Intanto,  poiché  i  triangoli  DHK,  DHFy  rispetto 

ai  la.tiDKjDFj  hanno  comune  l'altezza,  abbiamo  [444]: 

DEE  :  DSF=  DE  :  DF. 

Medesimamente,  se  confrontiamo  i  triangoli  DHF^ 

DEFj  troviamo  che,  rispetto  ai  lati  DH,  DEj  hanna 

altezza  comune.  Quindi  [444]  : 

DHF  :  DEF  =  DH  :  DE. 

80 
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Ma  per  il  teorema  di  Talbte  egli  è: 

DK  :  DF  =  DS:  DE. 
Quindi  [455]  anche: 

DHK  :  DSF  =  DSF  :  DEF. 
Così,  perchè    è    DHK  =  AJBC^  egli  è  appunto  t 
ABC  :  DSF  =  DSF  :  DEF. 

2^.  Ora  proveremo  che  il  teorema  sussiste  anche 
nel  caso,  in  cui  le  basi  del  tronco  siano  poligoni  di 
quanti  si  vogliano  lati. 

Sia,  ad  es.,  il  tronco  di  piramide  a  basi  parallela 
ABC  DE,  A'B'C'D'E'.  Condotta  per  B  la  parallela 
ad  J.C,  unisco  poi  il 
punto  F,  dove  essa  in- 
contra [277  ]  la  retta  AE, 
con  C,  Cosi  ottengo  il 
poligono  FCDE  equi- 
valente [420]  al  poligono 
ABC  DE.  Tiro  VF  e 
dico  jF'  il  punto  in  cui 
essa  incontra  [277]  la 
retta  ^'-E;'.  Poiché  [784] 
jP'5' è  parallela  adi?' 5 
ed  J.'C  è  parallela  ad 
ACj  anche  [773]   F'B' 

ed  A'C  sono  parallele;  epperò  [420]  i  poligoni 
A'B'C'D'E'  ed  F'C'D'E'  sono  equivalenti  tra  loro. 
Per  conseguenza  il  tronco  dato  ed  il  tronco  di  basi 
FCDE,  F'C'D'E',  come  differenze  di  piramidi 
rispettivamente  equivalenti  [850],  sono  equivalenti 
tra  loro. 

Ripetendo,  quante  volte  poss^  occorrere,  la  mede-^ 
sima  costruzione,  si  arriverà  infine,  in  ogni  caso,  ad  un 
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tronco  di  piramide  triangolare,  equivalente  al  tronco 
dato,  epperò  la  proposizione,  che  si  è  dimostrata  per  il 
tronco  a  basi  triangolari,  sussiste  anche  per  un  tronco 
di  piramide  a  basi  parallele  di  quanti  si  vogliano  lati. 

853.  Probi.  Trasformare  un  tetraedro  in  uno  equi- 
valente^ che  abbia  un^  altezza  eguale  ad  un  segmento 
dato, 

Rlsol.  Sia  AB  CD  il  tetraedro  dato  ed  e  il  seg- 
mento dato.  Imaginiamo  condotto  un  piano  a  parallelo 

al  piano  BCD  e  talmente  che 
abbia  da  codesto  piano  distan- 
za eguale  al  segmento  e  ;  e  sia 
J^JP  la  retta  in  cui  esso  sega 
il  piano  ABD.  Si  costruisca 
[419]  il  triangolo  SBK  equi- 
valente al  triangolo  ABD. 
H  tetraedro  B.BGK  è  il  do- 
mandato. • 
nini.  Intanto  la  normale  condotta  da  JTalla  base 
BCKè  uguale  al  segmento  e.  [791].  Poi  i  due  tetrae- 
dri AB  CD  ed  HBCK,  avendo  le  basi  4^  A  SBK 
equivalenti  e  comune  la  relativa  altezza,  sono  equiva- 
lenti. [850]. 

854.  Probi.  Costruire  una  piramide  che  sia  la 
somma  di  quante  si  vogliano  piramidi  date. 

Risol.  Si  decompongano  le  piramidi  in  tetraedri 
T,  e  poi  si  trasformino  questi  tetraedri  [853]  in  altri  T\ 
i  quali  abbiano  tutti  un'altezza  eguale  ad  un  segmento 
arbitrario  h.  Infine  si  costruisca  una  piramide  P,  che 
abbia  per  base  un  triangolo,  il  quale  sia  somma  delle 
basi  dei  tetraedri  T'  [425],  ed  altezza  h.  Questa  pira- 
mide è  il  solido  domandato. 

Idilli.  Infatti,  per  il  modo  jn  cui  si  è  costruita  la 
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base  della  piramide  P,  la  sua  base  e  le  basi  dei  te* 
traedri  T'  si  possono  [427]  decomporre  in  triangoli 
rispettivamente  uguali,  e  quindi  anche  la  piramide  JP 
e  i  tetraedri  T'  si  possono  decomporre  in  tetraedri 
rispettivamente  equivalenti.  Quindi  ecc, 

855.  Probi.  Sommare  dei  poliedri  dati, 

Rlsol.  Si  decompongano  i  poliedri  in  piramidi,  e 
si  sommino  poi  le  piramidi. 

856.  Probi.  Riconoscere  se  due  poliedri  sono  equi-- 
valenti. 

Rlsol.  Si  trasformino  i  due  poliedri  in  due  te- 
traedri d^  eguale  altezza.  Se  le  basi  dei  tetraedri  sono 
equivalenti,  sono  equivalenti  [850]  i  tetraedri  e  quindi 
aache  i  poliedri.  Nel  caso  contrario  un  poliedro  è  equi- 
valente ad  una  parte  delP  altro. 

Poliedri  regolari. 

857.  Def.  Un  poliedro^  le  cui  facce  siano  poligoni  regolari 
eguali,  e  i  cui  diedri  siano  eguali,  H  dice  regolare. 

855.  Oss.  Gli  angoloidi  dei  poliedri  regolari,  avendo  facce 
ngaali  e  diedri  eguali  [857],  sono  regolari, 

Gli  angoloidi  di  nn  poliedro  regolare  hanno  egual  numero 
di  facce  e  sono  eguali.  Infatti,  mettendo  una  faccia  d'un  an- 
goloide  a  coincidere  con  una  faccia  d'un  altro  in  modo  che 
gli  angoloidi  cadano  da  una  stessa  banda  del  piano  della  fàc- 
cia comune,  per  l'eguaglianza  dei  diedri  e  per  quella  delle 
facce,  si  trova  che  gli  angoloidi  coincidono. 

Vedremo  che  ci  sono  poliedri  regolari  di  4,  di  6,  di  8, 
di  12,  di  20,  e  di  nessun  altro  numero  di  facce. 

Intanto  proveremo  l'esistenza  dei  cinque  poliedri  rego- 
lari risolvendo,  in  maniera  da  conchiudere  che  hanno  soluzione, 
1  cinque  seguenti  problemi. 

859.  Probi.  Dato  lo  spigolo,  costruire  un  tetraedro  regolare. 

BlsoL  Si  costruisca  anzitutto  un  triedro  le  cui  facce  siano 
eguali  ad  un  terzo  di  due  retti  [758;  759],  e  sugli  spigoli,  par- 
tendo dal  vertice,  si  prendano  tre  segmenti  uguali  al  segmento 
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dato.  Unendo  a  due  a  due  le  estremità  dei  tre  segmenti,  si 
ottiene  il  tetraedro  volato. 

Dim.  Infatti,  poicliè  i  tre  triangoli  che  si  ottengono  sulle 
facce  del  triedro  sono  equilateri  ed  eguali,   anche  il  quarto 
triangolo  è  equilatero  ed  eguale  ai  tre  primi.  Perciò  il  tetrae- 
dro, ha  le  facce  uguali.  E  perchè,  conseguentemente  [756],  tutti 
i  diedri  degli  angoloidi  sono  eguali,  il  tetraedro  è  regolare.  [  857  ]. 
860.  Probi.  Dato  lo  spigolo,  costruire  un  esaedro  regolare. 
BisoL  Si  costruisca  il  quadrato  di  lato  eguale  al  dato  seg- 
mento, e  poi  il  prisma  retto,  che  ha  per  base  il  quadrato  e  al- 
tezza uguale  al  segmento  dato.  L'esaedro  che  risulta  è  regolare. 
Dim.  Infatti  le  facce  sono  tutte  quadrati  eguali,  e  i  die- 
dri sono  tutti  retti,  dacché  gli  angoli  stessi  delle  facce  sono 
sezioni  normali  dei  diedri.  Perciò  l'esaedro  è  regolare.  [857]. 
8ftl.  Probi.  Dato  lo  spigolo,  costruire  un  ottaedro  regolare, 
BlsoL  Costruito  un  quadrato  A  B  CD,  di  lato  eguale  al  seg- 
mento dato,  per  0,  punto  d' in- 
contro delle  diagonali,    si  tiri 
la  normale  al  piano  del  qua- 
drato, e    si    prenda  su    essa 
0E=  0F  =  OA.    Unendo    i 
X,-''^^-.V"!-— \—      X        punti  £  ed  J*  coi  vertici  del 
^*^=^^^^"  *       .  -    \       — -7       quadrato  ABCD,  si  ottiene  un 

ottaedro  regolare. 

DIm.  Consideriamo  due 
spigoli  qualunque  dell'ottaedro, 
ad  es.  i  due  AEe  DO.  Se  con- 
sideriamo i  triangoli  AEO  e 
DCO,  troviamo  che  sono  rettangoli  e  [683 1  che  hanno  i  cateti 
tatti  eguali.  Per  conseguenza  [170]  è  AE  =  DC.  Gli  spigoli 
dell'ottaedro  sono  dunque  tutti  eguali  ;  perciò  le  sue  facce  sono 
triangoli  equilateri  eguali. 

Per  dimostrare  che  anche  i  diedri  sono  tutti  eguali,  os- 
serveremo che  uno  qualunque  dei  diedri  appartiene  ad  un  trie- 
dro nel  quale  le  facce,  che  comprendono  il  diedro  che  si  consi- 
dera, sono  angoli  di  triangoli  equilateri  e  la  faccia  opposta  è  un 
angolo  retto.  Cosi,  ad  es.,  il  diedro,  che  ha  per  ispigolo  AB,  ap- 
partiene al  triedro  (^)£JS7^,  nel  quale  le  facce  B{A)E,B(A)Fy 
sono  angoli  dei  triangoli  equilateri  BAE,  BAF,elsL  terza  fac- 
cia E{A)F  è  un  angolo  retto  (perchè  composto  di  due  angoli 
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acuti  di  triangoli  rettangoli  ed  isosceli).  Perciò  due  qualonqae 
di  cosi  fatti  triedri  sono  egaali  [756],  e  soiio  quindi  eguali  i  die- 
dri dell'ottaedro. 

Le  facce  dell'ottaedro  sono  adunque  poligoni  regolari  egua- 
li, e  i  suoi  diedri  sono  tutti  eguali;  esso  è  quindi  [857]  regolare. 

862.  Probi.  Dato  lo  spigolo^  costruire  un  dodecaedro  regolare, 

BIsoL  Si  costruisca  il  pentagono  regolare  A  B  ODE,  di  lato 
eguale  al  dato  segmento  (^),  e  poi  in  ^  il  triedro  [758]  rega- 
lare (A)BEF,  Questo  triedro  può  esser  costruito  [759],  perchè 
il  triplo  dell'angolo  del  pentagono  regolare  è  minore  [291]  di 
quattro  retti.  Poi,  prendendo  per  ispigoli  le  rette  BCyCD,  DE 
e  ciascuna  volta  per  faccia  data  quella  falda  che  esce  da  una 
di  queste  rette  e  che  contiene  il  pentagono  ABCDE,si  costrui- 
scano tre  diedri  [722]  eguali  a  quelli  del  triedro  {A)BEF.  (Bi- 
sogna poi  che  la  seconda  faccia  di  ciascuno  dei  tre  diedri  sia 
da  quella  banda  del  piano  del  pentagono  in  cui  si  trova  il 
triedro).  E  siano  BH,  CK,  DL, 
E  Mìe  intersezioni  di  quelle  facce 
dei  diedri,  le  quali  hanno  gli  spi- 
goli in  due  lati  consecutivi  del 
pentagono. 

Paragonando  uno  qualun- 
que dei  nuovi  triedri,  che  hanno 
i  vertici  in  B,C,D,E,  col  triedro 
(A)  BEF,  troviamo  che  essi  hanno 
una  faccia  e  i  diedri  adiacenti  ri- 
spettivamente uguali.  Perciò  [755] 
tutti  i  triedri  in  questione  sono  re- 
golari ed  uguali. 

Si  segnino  ora  i  segmenti  AF.BH,  CK,  DL,EM  eguali 
al  lato  del  pentagono  ABCDE  e  si  compiano  poi  i  cinque 
pentagoni  regolari  ABHNFj  BCKOH  ecc.,  eguali  al  penta- 
gono ABCDE, 

Se  ora  confrontiamo  i  triedri  {A)BEF,  {F)NARy  tro- 
viamo che  hanno  il  diedro  di  spigolo  A  Fin  comune  e  le  facce 
adiacenti  eguali.  Perciò  [755]  i  triedri  sono  eguali  E  cosi  pos- 
siamo dire  che  i  triedri,  che  hanno  i  vertici  nei  punti  F,  H^ 
Ky  L,  M,  sono  tutti  regolari  ed  eguali  a  quelli  che  hanno  i  v«i«ici 

{*)  Sappiamo  costruire  questo  pentagono  perohò,  essendo  tatti  egaali 
gii  angoli  dei  pentagoni  regolari)  ne  conosciamo  lati  ed  angolL 


—  471  — 

tu  A,B,C,D,E\  epperò  gH  angoU  BFN,  NHO,  OKP,  PLQ, 
i^MR  sono  Qg^all  alL' angolo  del  pentagono  regolare,  ^ano 
lK»i  IfS,  OT,  PU,  QV,  BZle  intersezioni  dei  piani  degli  an- 
goli or  ora  considerati. 

Si  segmno  i  segmenti  N8,  0  7,  PU,  QV,  BZ  tatti  egaali 
^  lato  AB,  e  si  tirino  i  segmenti  ST,  TU.UY,  YZ,  Z8,  Cosi 
nascono  cinque  noovi  pentagoni,  che  sono  tatti  egaali  al  penta- 
^pono  ABC  DE,  perchè  [139],  se  si  confrontano  con  questo,  si 
riconosce  che,  prescindendo  da  un  lato  e  dagli  angoli  adiacenti, 
dei  quali  non  si  sa  nulla,  tutti  gli  altri  lati  ed  angoli  sono  ordi- 
natamente ugusli.  Perciò  i  sementi  ST,  TU,  UV,  FZ,  Z8 
'SCOLO  tutti  eguali  bA  AB. 

L' ultima  costruzione  ha  poi  dato  origine  a  cinque  nuovi 
triedri  coi  vertici  nei  punti  8,  T,  U,  F,  Z,  che  sono  tutti  eguali, 
perchè  rispettivamente  uguali  a  quelli  che  hanno  i  vertici  nei 
punti  Nj  0,  P,  Q,  Bj  avendo  con  questi  rispettivamente  un  diedro 
in  comune  ed  eguali  le  facce  che  lo  comprendono.  [755].  Ne 
traiamo  la  conseguenza  che  gli  angoli  8TU,  TUV,  UVZ, 
VZ8,  Z8T  sono  eguali  all'angolo  del  pentagono  regolare. 

Qui  dobbiamo  provare  che  i  punti  8,  T,  27,  F,  Z,  sono  tutti 
]^  in  uno  stesso  piano.  Perciò  basta  provare  che  nel  piano  di  tre 

consecutivi  sta  un  altro  dei  rimanenti  ;  proponiamoci,  ad  es.,  di 
provare  che  nel  piano  dei  punti  8,  T,  U  trovasi  il  punto  V.  Per- 
ciò dobbiamo  considerare  i  triedri  che  hanno  i  vertici  nei 
punti  T  eàU,  e  in  particolare  quei  loro  diedri  che  hanno  in  co- 
mune lo  spigolo  T  U.  Poiché  questi  diedri  sono  egnali  ed  hanno 
la  faccia  OTUPin  comune,  le  facce  8(T)U,  T{  U)  ^giacciono  in 
uno  stesso  piano.  Possiamo  quindi  conchiudere  che  i  punti /S, 
T,  Z7,  F,  Z  sono  i  vertici  di  un  pentagono  regolare. 

Cosi  finalmente  (*)  resta  provato  che  si  è  costruito  un  do- 
decaedro le  cui  facce  sono  poligoni  regolari  egaali,  e  che  ha 
tutti  i  diedri  eguali.  Pertanto  il  dodecaedro  è  regolare.  [857]. 

863.  ProbL  Dato  lo  spigoloy  costruire  un  ico8<iedro  regolare. 

BisoL  Costruito  il  pentagono  regolare  A  B  CD  E,  si  tiri  per 
il  centro  del  pentagono  [S71]  la  normale  al  suo  piano,  e  su 
questa  si  prenda,  partendo  dal  piede,  un  segmento  che  sia 
eguale  al  cateto  di  un  triangolo  rettangolo,  nel  quale  l'ipote^ 
nusa  è  uguale  ad  ^B  e  l'altro  cateto  è  uguale  al  raggio  del  pen* 
tagono  [  371  ].  La  costruzione  di  questo  triangolo  (che  si  sarà  fatta 

(*)  Un  po'  lunga;  ma  nomne  ho  trovato  nesBona  pia  spiocia^e^ompleta. 
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fi  parte)  è  possibile,  perchè  il  lato  AB  è  maggiore  del  raggio  de) 
pentagono.  Infatti,  il  lato  del  pentagono  regolare  iscritto  in  mx 
cerchio  è  maggiore  del  raggio  del  cerchio  (che  è  il  lato  dell'esa- 
gono regolare  iscritto).  [290]. 

Unendo  il  punto  F  coi  vertici  del  pentagono,  otteniamo  una. 
piramide,  le  coi  facce  laterali  sono  triangoli  equilateri  eguali  e  i 
cui  diedri  compresi  da  queste  facce  sono  tutti  eguali  tra  loro.  (})^ 

Ed  ora  si  costruisca  [719;  722]  in  ogni  lato  del  pentagono, 
e  prendendo  per  faccia  data  la  base  della  piramide,  un  diedro 
eguale  a  quelli  compresi  dalle  facce  latendi  (avendo  cura  di 
prendere,  delle  due  soluzioni,  sempre  quella  che  contiene  la  pi« 
ramide).  Ed  in  ciascuna  delle  nuove  falde  si  costruisca  un  trian^ 
golo  equilatero  che  abbia  un  lato 
in  comune  con  la  base  della  pira- 
mide. Uniamo  poi,  a  due  a  due,  i 
nuovi  punti  JET,  K,  X,  Jf,  N.  Cosi 
in  ciascuno  dei  punti  A^  B,  C,  2),  E 
troviamo  un  angoloide  di  cinque 
facce.  Questi  cinque  angoloidi  sono 
tutti  eguali  a  quello  che  ha  il  ver- 
tice in  F]  ed  infatti,  se,  ad  es.,  con- 
frontiamo tra  loro  i  due  che  hanno 
il  vertice  in  A  ed  in  F,  troviamo  che, 
prescindendo  dalle  faccQ  AHK, 
AB  Fi?)  e  dai  diedri  ad  esse  adia- 
centi, i  due  angoloidi  hanno  facce  e  diedri  ordinatamente  uguali» 
il  che  è  sufficiente  per  provare  che  i  due  angoloidi  si  possono 
rendere  coincidenti. 

Ne  vien  la  conseguenza  che  i  nuovi  triangoli  AHK,  BKLy 
CLM,  DMN,  ENH  sono  anch'essi  equilateri,  e  che  i  diedri 
che  hanno  per  ispigoli  le  rette  AH,  AK^  BK,  BE,  ecc.  sono 
tutti  eguali  ai  diedri  compresi  dalle  facce  laterali  della  pira- 
mide primitiva. 

Infine,  costruito  il  diedro  EH  NO  eguale  ai  diedri  or 
ora  mentovati,  nella  nuova  faccia  si  costruisca  il  triangolo 
equilatero  OHN^e  poi  si  unisca  il  punto  0  con  K,  X,  M,  N. 

Se  noi  confrontiamo  gli  angoloidi  che  hanno  i  vertici  in  JET 

(^)  Qui  0i  dovrebbe  dimostrare  (ne  lasciamo  la  cura  allo  studioso) 
che  questi  diedri  sono  maggiori  di  quelli  alla  base  della  piramide. 
O  Questa  è  una  qualunque  delle  cinque. 
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ed  F^  troviamo  che,  prescindendo  dalle  facce  RKO,  FAB  e  dai 
diedri  adiacenti,  le  facce  ed  i  diedri  sono  ordinatamente  ugnali. 
Perciò  i  due  angoloidi  sono  eguali,  e  quindi  anche  il  triangolo 
HOK  h  equilatero,  ed  il  diedro  che  ha  lo  spigolo  in  KK  ha  la 
solita  ampiezza.  In  virtù  di  ciò  possiamo  ora  provare  che  anche 
Pangoloide  che  ha  il  vertice  in  JBT  è  uguale  a  quello  che  ha 
il  vertice  in  jP.  E  cosi  successivamente  per  gli  angoloidi  che 
hanno  i  vertici  nei  punti  X,  If ,  N. 

Cosi  infine  possiamo  conchiudere  di  aver  costruito  un  ico- 
saedro nel  quale  tutte  le  facce  sono  poligoni  regolari  eguali,  e 
nel  quale  tutti  i  diedri  sono  eguali  ;  abbiamo  fatto  insomma  un 
icosaedro  regolare.  [857]. 

864.  Osa.  Oltre  dei  cinque  poliedri  regolari  considerati, 
non  esistono  altri  poliedri  regolari. 

Infatti,  poiché  la  somma  delle  facce  di  qualunque  ango- 
Ioide  [747]  è  minore  di  quattro  retti,  se  le  facce  del  poliedro 
sono  triangoli,  con  un  vertice  in  comune  non  ne  possano  stare 
che  tre,  o  quattro,  o  cinque,  ed  allora  abbiamo  ordinatamente 
il  tetraedro,  T ottaedro,  l'icosaedro. 

Se  le  facce  del  poliedro  sono  quadrati,  con  un  vertice  in 
comune  non  ne  possono  stare  che  tre,  e  allora  si  ha  l'esaedro. 

Se  le  facce  sono  pentagoni,  con  un  vertice  in  comune  non 
se  ne  possono  disporre  che  tre,  e  allora  si  ha  il  dodecaedro. 

Nell'esagono  regolare  ciascun  angolo  è  un  terzo  di  quattro 
retti  ;  e  in  qualunque  poligono  regolare  di  più  di  sei  lati,  ciascun 
angolo  è  maggiore  di  un  terzo  di  quattro  retti,  e  per  conseguenza 
non  esiste  angoloide  regolare  le  cui  facce  siano  composte  con 
angoli  di  poligoni  regolari  eguali  aventi  più  di  cinque  lati. 

Esercizi. 

969.  In  ogni  tetraedro,  i  segmenti,  che  uniscono  i  punti  di  mezzo 
di  due  spigoli  opposti,  si  dimezzano  reciprocamente. 

970.  In  un  tetraedro,  a  facce  uguali  corrispondono  altezze 
uguali. 

971.  Date  tre  rette  parallele,  si  prenda  un  punto  sulla  prima, 
un  punto  sulla  seconda,  ed  un  segmento  eguale  a  uno  dato 
sulla  terza.  Il  tetraedro,  che  ha  per  vertici  i  due  primi 
punti  e  le  estremità  del  segmento,  è  costante. 

972.1  centri  di  g^vità  dei  triangoli,  che  sono  sezioni  di  uno 
stesso  angoloide  triedro,  sono  allineati. 
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973.1  segmenti,  clie  uniscono  i  vertici  di  un  tetraedro  con  1 
centri  di  gravità  delle  facce  opposte,  passano  per  nno  stesso 
punto.  Da  questo  punto  ciascun  segmento  resta  diviso  cosi 
che  una  parte  è  tripla  dell'altra. 

974.  Gli  assi  dei  cerchi  circoscritti  alle  facce  di  un  tetraedro 
passano  per  uno  stesso  punto. 

975.  Se  un  piano  è  parallelo  a  due  lati  opposti  di  un  tetrae- 
dro, e  taglia  il  tetraedro,  la  sezione  è  un  rombo. 

976.1n  ogni  tetraedro  regolare  il  quadrato  della  distanza  dei 
punti  di  mezzo  di  due  spigoli  opposti  è  equivalente  alla 
metà  del  quadrato  di  uno  spigolo  del  tetraedro. 

97  7.  La  somma  dei  diedri  di  un  tetraedro  è  compresa  tra  quat- 
tro retti  e  sei  retti. 

978.  In  qualunque  tetraedro  la  somma  dei  quadrati  de'  sei  spi- 
goli è  quattro  volte  la  somma  dei  quadrati  dei  segmenti 
che  uniscono  i  punti  di  mezzo  degli  spigoli  opposti. 

979.  Qualunque  piano,  tirato  per  i  punti  di  mezzo  di  due  lati 
opposti  di  un  tetraedro,  divide  U  tetraedro  in  due  parti 
equivalenti. 

980.  In  ogni  tetraedro  il  piano,  che  dimezza  un  diedro,  taglia 
lo  spigolo  opposto  in  parti,  che  stanno  tra  loro  come  le 
facce  che  comprendono  il  diedro  dimezzato. 

981.1  piani  delle  diagonali  di  un  romboide  tagliano  il  rom- 
boide in  sei  piramidi  quadrangolari  equivalenti. 

982.  Un  tronco  di  prisma  triangolare  è  equivalente  aUa  somma 
di  tre  piramidi,  che  hanno  per  base  una  delle  basi  del 
prisma,  e  i  vertici,  opposti  alla  base  comune,  ne'  vertici 
dell'altra  base  del  tronco. 

983.  Un  tronco  di  romboide  è  equivalente  alla  somma  di  quat- 
tro piramidi,  che  hanno  per  base  comune  una  base  del 
tronco,  e  i  vertici  ne'  vertici  dell'altra  base. 

984. Un  tetraedro  è  equivalente  a  un  sesto  del  romboide,  le 
cui  facce  opposte  passano  per  due  spigoli  opposti  del  te- 
traedro. 

985.Un  cubo  è  sei  volte  l'ottaedro  che  ha  i  vertici  ne'  centri 
delle  facce  del  cubo. 

986.  Se  quattro  tetraedri  hanno  uno  spigolo  comune,  e  rispetti- 
vamente per  ispigoli  opposti  quei  tre  spigoli  e  la  diagonale 
di  un  romboide  che  partono  da  uno  stesso  vertice,  il  quarto 
tetraedro  è  equivalente  alla  somma  degli  altri  tra 
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387. In  piramidi  di  eguale  altezza,  sezioni  equidistanti  dalle 
basi  stanno  tra  loro  come  le  basi. 

388.  Due  piramidi  d'eguale  altezza  stanno  come  le  basi. 

389.  In  nn  poliedro   convesso,   cbe   abbia  le  facce  ugnali,  la 
somma  delle  distanze  di  un  punto  intemo  qualunque  dalle 

f  facce  è  costante. 

!  390.  Dividere  un  tetraedro  in  due  parti  equivalenti  mediante 

un  piano  condotto  per  un  punto  dato  sopra  uno  spigolo. 


r 
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CAPITOLO  XXI 
FIGURE   SIMILI 


871.  Ber.  Diremo  stella  (di  raggi)  la  figura  costi-- 
tuita  da  raggi  uscenti  da  uno  stesso  punto  ;  qu^to  punta 
si  chiamerà  centro  détta  steUa. 

87».  Presa  una  stella  di  centro  0  ed  un  punto  O  '' 
qualunque,  si  tirino  per  0  '  dei  raggi  che  abbiano  direzio- 
ni  rispettivamente  uguali  a.  quelle  dei  raggi  della  stella, 
data.  I  raggi  delle  due  stelle  si  corrispondono,  in  base* 
a  questa  costruzione,  per  modo  che  due  angoli  corri- 
spondenti qualunque  sono  eguali  tra  loro.  [788]. 

Ed  ora,  segnati  sui  raggi  d' una  stella  dei  punti  A^ 
S,  (7. . .  comunque,  segniamo  corrispondentemente  sui 
raggi  dell'altra  dei  punti  A\  B\  0'....,  per  modo  che= 
i  segmenti  0-i,  OS,  OC...  siano  proporzionali  [471; 
478]  ai  segmenti  0'A\  O'B'^  O'C"....,  e  poi  supponia* 
mo  di  muover  comunque  una  delle  due  stelle. 

Cosi  possiamo  dire  di  aver  due  figure,  una  compo- 
sta dei  punti  0,  -4,  -B,  C ..,  l'altra  dei  punti  0\A\B\ 
C". . . .,  fra  i  punti  delle  quali  si  può  istituire  una  corri- 
spondenza univoca  per  modo  che  i  segmenti,  che  uni- 
scono un  certo  punto  (il  punto  0)  d'una  figura  con  tutti 
gli  altri  della  figura  stessa,  sono  proporzionali  ai  seg- 
menti corrispondenti,  e  gli  angoli  compresi  dai  primi 
segmenti  sono  rispettivamente  uguali  agli  angoli  corri- 
spondenti. 

873.  Tèor.  Enunciato  e  dimostrazione  identici  a 
queUi  del  §  641. 

874.  Teor.  Come  nel  §  542. 
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875.  Teor.  Come  nel  §  548. 

876.  Ber.  Identica  a  quella  del  §  545.  (}). 
87 V.  C^T.  X"".  Come  nel  §  546. 

878.  Cor.  9^.  In  figure  simili,  a  punti  ddP  una,  che 
siano  posti  in  uno  stesso  piano  (^),  corrispondono  punti 
situati  in  un  medesimo  piano. 

Bini.  Siano  due  figure  simili,  e  i  punti  A,  B,  (7,  D 
■ài  una  di  esse  siano  situati  in  un  medesimo  piano.  Si 
vuol  provare  che  sono  in  un  medesimo  piano  anche 
i  punti  A',  B',  C",  D'. 

Si  unisca  uno  dei  primi  punti  con  gli  altri  tre,  in 
modo  che  uno  dei  segmenti  divida  T  angolo  convesso 
•compreso  dagli  altri  due  ;  supponiamo  che  il  segmento 
AD  divida  F angolo  convesso  B(A)C.  E  dunque,  per 
ipotesi,  : 

B(A)D  +  JD(A)C  =  B(A)C. 

Per  la  simiglianza  delle  figure  date  è  [876]  allora: 
B'iA')D'  +  D'(A')C'  =  B'{A')C'. 
Questa  eguaglianza  prova  che  i  quattro  punti  A\  B'y 
C'y  D'  sono  in  un  stesso  piano.  E  infatti,  se  non  lo 
fossero,  i  segmenti  A'B\  A'C'^  A'D'  sarebbero  spi- 
goli di  un  triedro,  e  allora  sarebbe  [746]  : 

B\A')D'  +  D'{A')C'  >  B\A')C'. 

879.  Cor.  3"".  Come  nel  §  547. 

880.  Oss.  La  stessa  che  nel  §  548. 

881.  Teor.  Come  nel  §  549. 

889.  Teor.  Come  nel  §  551,  però  aggiungendo  la 
•condizione  che  i  triedri  omologhi  siano  eguali. 

883.  Teor.  Come  nel  §  552. 

884.  Teor.  Come  nel  §  555. 

(})  È  manifesto  che  due  figure  uguali  sono  ancke  simili. 
(^  Per  esprimere  che  quattro  o  più  punti  sono  situati  in 
tm  medesimo  piano,  si  dice  che  i  punti  sono  compla/Mvri, 
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885.  Cor.  Come  nel  §  566. 

880.  Teor.  Qualunqvte  figura^  che  sia  simile  ad  una. 
superficie  poliedrica  data,  è  una  superficie  poliedrica,  le 
cui  facce  sono  ordinatamente  simili  a  quelle  della  super^ 
fide  poliedrica  data  ed  egucdmente  disposte.  Q). 

Blm.  Sia  una  superficie  poliedrica  P  ed  una  fi-- 
gara  8  che  sia  simile  alla  superficie  P. 

Siano  A,  B  le  estremità  di  uno  spigolo  della  su- 
perficie P  ed  -4',  jB'  i  punti  omologhi  della  8.  Poi- 
ché in  figure  simili,  ad  un  segmento  d^  una  figura  cor- 
risponde un  segmento  nell'altra  [883],  allo  spigolo  AS 
corrisponde  nell'altra  figura  il  segmento  A'B\ 

E  perchè  in  figure  simili  a  punti  complanari  cor^ 
rispondono  punti  complanari  [878]^  e  a  segmenti  con- 
secutivi corrispondono  segmenti  consecutivi,  al  con- 
torno d'una  faccia  della  superficie  poliedrica  P  corri- 
sponde un  poligono  simile  [876  ;  542]  nella  figura  8. 

Consideriamo  ora  un  punto  N  qualunque  di  una 
faccia  F  della  superficie  P.  Di  nuovo,  perchè  in  figure 
simm  a  punti  complanari  corrispondono  punti  compla- 
nari, il  punto  N'  apparterrà  a  quel  poligono  F'  che 
è  il  corrispondente  della  faccia  P.  (H  punto  N'  si 
potrà  determinare  costruendo  un  triangolo  simile 
[557]  ed  egualmente  disposto  [876]  al  triangolo  che  si 
ottiene  unendo  il  punto  N  con  le  estremità  di  un  lato- 
delia  faccia  P).  E  perchè,  reciprocamente,  qualunque 
punto  del  poligono  F'  è  l'omologo  di  un  punto  de- 

(})  Dicjendo  che*  in  due  superfìcie  poliedriche  simili  due 
facce  contìgue  d^  una  di  esse  e  le  corrispondenti  dell'  altra  sona 
effualmente  disposte,  s'intende  esprimere  che  i  lati  comuni  sona 
omologhi  in  ciascuna  coppia  delle  facce  simili  e  che  le  estre- 
mità di  questi  lati  sono  vertici  omologhi  in  ciascuna  coppia 
delle  facce  stesse. 


V 


) 
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terminato  della  faccia  F^  possiamo  conchiudere  che  a 
qaesta  faccia  della  superficie  P  corrisponde  nella 
figura  S  il  poligono  F\ 

E  perchè  in  figure  simili  a  punti  non  complanari 
corrispondono  punti  non  complanari  [878],  a  due  facce 
contigue  nella  figura  P  corrispondono  nella  figura  S 
due  facce  contigue,  che  sono  [876]  rispettivamente  si- 
mili alle  prime  ed  egualmente  disposte. 

Consideriamo  ora^  nelle  due  superficie  poliedriche 
P  ed  iS,  due  diedri  corrispondenti  qualunque,  ad  es. 
quelli  che  hanno  per  costole  gli  spigoli  J. B,  A'B',  Sia- 
no (7  e  D  due  vertici  della  figura  P  appartenenti  ri- 
^  apettivamente  alle  facce  che  hanno  in  comune  il  lato 
AB.  Per  la  simiglianza  delle  figure  P  ed  iS^  [876],  gli 
angoli  CAB,  DAB,  CAD  sono  rispettivamente  uguali 
agli  angoli  corrispondenti,  epperò  [766]  nei  triedri 
{A)BCD,  {A')B'G'D, i  diedri (7(^S)D,  C'(A'B')D' 
sono  eguali.  Possiamo  conchiudere  pertanto  che  nelle 
superficie  poliedriche  simili  P  ed  S  i  diedri  sono 
ordinatamente  uguali. 

Nelle  due  figure  simili  Ped  8  due  angoloidi  cor- 
rispondenti hanno  adunque  facce  [876]  e  diedri  ordì- 
natamente  uguali.  Se  codesti  elementi  sono  egualmente 
disposti,  i  due  angoloidi  si  possono  rendere  coincidenti; 
epperò  sono  eguali.  Nel  caso  opposto  uno  degli  an- 
goloidi è  uguale  all'opposto  al  vertice  dell'altro,  ossia 
i  due  angoloidi  sono  simmetrici.  Q). 

887.  Cor.  Qualunqtte  figura,  che  sia  simile  ad  un 
poliedro^  è  un  poliedro  le  cui  facce  ecc. 

O  Lasciamo  allo  studioso  di  constatare  clie  in  due  superfi- 
cie poliedriche,  simili,  secondo  che  due  angoloidi  omologhi  sono 
eguali  o  simmetrici,  due  altri  angoloidi  omologhi  qualunque  sono 
eguali  o  simmetrici. 
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888.  Probi.  Costruire  una  superficie  poliedrica jcJie 
sia  simile  ad  una  superficie  poliedrica  data,  essendo  daJlo 
il  rapporto  di  due  spigoli  omologhi. 

Rlsol.  Da  un  punto  0  qualunque  e  per  ciascun 
vertice  della  figura  8  data  si  tirino  dei  raggi.  Se  J.  ò 
uno  dei  vertici,  sul  raggio  OA  si  prenda  un  segmento 
OA'  che  stia  ad  0  J.  nel  rapporto  dato;  altrettanto  si 
faccia  per  ciascun  altro  vertice  della  figura  data  ;  e  si 
tirino  poi  i  segmenti  corrispondenti  agli  spigoU  della 
superficie  data.  Questi  segmenti  sono  gli  spigoli  della 
figura  domandata. 

Bini.  Infatti,  i  punti  -4',S',C", . . .  compongono 
una  figura  che  è  simile  [881]  a  quella  composta  dei 
punti  A^  B^  C^,  •  •  •  ;  epperò  [884;  886]  anche  le  figure 
S  ed  iSf'  sono  simili.  Il  rapporto  di  due  spigoli  omo- 
loghi è  poi  eguale  al  dato,  perchè  le  distanze  tra  i  punti 
di  due  figure  simili  sono  proporzionali  [879],  epperò 
due  spigoli  omologhi  qualunque  stanno  tra  loro  come 
OA  ad  0A\  e  quindi  appunto  nel  rapporto  dato. 

889.  Oss.  Se  i  segmenti  proporzionali  ai  segmenti 
OJ.,  05,  OC, . . ,  di  cui  parla  il  paragrafo  precedente, 
si  fossero  presi  sui  prolungamenti  dei  raggi  OJ.,  OBj 
OC, ...  j  allora  si  sarebbe  ottenuto  una  superficie  po- 
liedrica A^'B^C"  . . .  simile  alla  data  e  quindi  anche 
[883]  alla  superficie  poliedrica  A'B'C...  Le  due 
superficie  poUedriche  A'B'C'D' . . ,  A"B''G"D"  . . . 
hanno  facce  ordinatamente  uguali  e  diedri  ordinata- 
mente uguali.  Gli  angoloidi  invece  sono  ordinatamente 
pseudoeguali,  epperò  le  due  superficie  poliedriche  non. 
sono  eguali.  (^). 

890.  Teor.  8e  la  base  e  una  faccia  d^una  piramide 

(^)  Notiamo  dunque  che  mentre,  ad  es.  due  angoloidi  op- 
posti al  vertice  non  sono  per  noi  figure  uguali,  essi  sono  due  fi- 
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^<mo  rispettivamente  simili  àUa  base  e  ad  una  faccia  di 
"un^  altra  piramide^  ed  egualmente  disposte^  e  sono  eguali 
%  diedri  compresi,  le  due  piramidi  sono  simili. 

mm.NeUepiramidi(F)il5C2)-B,(^')^'-B'(7'2)'-E?' 
le  basi  CE^  CE'  siano  simili;  siano  simili  le  facce 
yAB^  Y'A'B'  \  A^A'  siano  vertici  omologhi  tanto 
per  le  basi  quanto  per  le  due  facce  laterali,  e  altret- 
tanto sia  dei  vertici  B,B'\  infine  siano  eguali  i  diedri 
VABCj  Y'A'B'C  Si  deve  provare  che  le  due  piramidi 
sono  simili. 

Consideriamo  perciò   nelle  facce   simili    YAB^ 
y'A'B'  due  loro  vertici  omologhi  comuni  con  le  basi, 

ad  es.  i  vertici  Bj 
B'.  Consideriamo 
poi  i  segmenti  che 
uniscono  il  punto  B 
con  tutti  gli  altri 
,  vertici  della  pira- 
mide (T)  (♦),  ed  i 
segmenti  corri- 
spondenti. Se,  per  intanto,  prescindiamo  dai  segmenti 
BVj  B'V'j  possiamo  dire  che,  per  la  simiglianza  delle 
basi  [542],  i  segmenti  considerati  sono  proporzionali  e 
comprendono  angoli  rispettivamente  uguali. 

Ma  tanto  vale  anche  se  si  comprendono  i  segmenti 
BV,B'V\ 

Infatti,  per  la  simiglianza  delle  facce  A  VB,  A  '  V'B  ', 
abbiamo  che  [474]: 

BY  :  B'V  =  BA:  B'A'. 

^ore  simili.  Il  concetto  di  simiglianza  è  in  certo  modo  arbi- 
trario; laddove  non  è  punto  arbitrario  il  concetto  fondamentale 
di  egaaglianza  geometrica. 

(*)  Qui,  parlando  di  vertici,  si  considerano  le   piramidi 
come  poliedri. 
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Poi,  per  dimostrare,  ad  es. ,  reguaglianza  degli  angoli 
YBD,  Y'B'D',  si  considerino  i  triedri  {B)AYD^ 
{B')A'Y'D\  In  questi,  per  ipotesi,  le  facce  A{B)Y 
A{B)D  sono  rispettivamente  uguali  alle  corrispon- 
denti, e  sono  eguali  i  diedri  compresi.  Perciò  è  [754} 
appunto  YlB)D=Y'{B')I)\^ 

Per  quanto  abbiamo  dimostrato  finora,  ora  possia- 
mo  conchiudere  [876;  876]  che  le  figure  composte  dei 
vertici  dei  due  solidi  (cioè  delle  piramidi)  sono  simili, 
epperò  anche  [884]  le  due  piramidi  sono  simili^ 
e.  d.  d. 

891,  Teor.  Se  due  superficie  poliedriche  convessCy 
d^egual  numero  di  facce^  hanno  le  facce  ordinatamente 
simili  ed  egualmente  disposte  e  diedri  ordinatamente 
uguali^  esse  sono  simili, 

min.  Siano  due  superficie  poliedriche  di  egual  nu^ 
mero  di  facce  Q)  ;  le  facce  ABC  DE,  CF,  FÉ,  3K, . . 
siano  ordinatamente  simili  alle  facce  A'B'G'D'E\ 
C'F\  F'W,  E:'K\  ..;  il  vertice  B  abbia  per  omologo 
B'  tanto  nei  poligoni  AD,  A*D\  quanto  nei  poligoni 
CF,  C'F'  ;  e  cosi  sia  dei  vertici  C òC\  ecc.  Il  diedra 
ABCF  ^m  eguale  al  diedro  A^B*C'F*\  ecc.  Si  vuol 
dimostrare  che  le  due  superficie  sono  simili. 

Intanto,  tirati  J.  Ced  J. '  C,  per  la  simiglianza  della 
facce  AD,  A'D'  l'angolo  BAC  è  uguale  all'angolo 
B'A'C,  e  i  segmenti  che  uniscono  rispettivamente  i 
jjunti  A,  A  '  agli  altri  vertici  dei  poligoni  AD,A'D'  giac- 
ciono rispettivamente  nei  piani  dei  due  angoli  e  fauna 
angoli  rispettivamente  uguali  coi  segmenti  AB,  AC 
e  con  i  corrispondenti.  Oltracciò  i  segmenti,  che  uni^ 
scono  il  punto  A  con  gli  altri  vertici  del  poligono  AD^ 
sono  proporzionali  [648]  ai  segmenti  corrispondenti. 

(})  Si  è  fatto  il  disegno  di  una  sola  delle  due  fignre. 
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Passiamo  a  considerare  le  piramidi,  che  hanno  i 
vertici  in  -4,  A*  ed  hanno  per  basi  i  poligoni  CF,  C*F\ 
Poiché  le  basi  e  le  facce  ABC^  A'B'C  sono  rispetti- 
vamente simili  ed  egualmente  disposte,  e  sono  eguali 

i  diedri  compresi,  le  piramidi 
sono  simili.  [890].  Perciò  [876], 
ad  es.,  il  segmento  A  F  forma 
coi  segmenti  AB,  AC  angoli 
rispettivamente  uguali  agli  an- 
goli corrispondenti,  e  i  seg- 
menti AB,  AC,,..  AF, . . . 
sono  proporzionali  ai  corri- 
spondenti. 

Passiamo  a  considerare 
le  piramidi,  che  hanno  i  vertici  in  J,  J.'  ed  hanno  per 
basi  i  poligoni  F3,  F'H\  Intanto,  poiché  per  ipotesi  il 
diedro  BFMN  ed  il  corrispondente  sono  eguali  e  sono 
eguali,  per  la  simiglianza  delle  piramidi  già  considerate, 
il  diedro  BFMA  e  il  corrispondente,  anche  il  diedro 
AFMSe  il  corrispondente  sono  eguali.  Ma  allora,  es- 
sendo le  basi  FS,  F'H'  e  le  facce  AFM,  A'F'M' 
rispettivamente  simili  ed  egualmente  disposte,  ed  es- 
sendo uguali  i  diedri  compresi,  le  due  piramidi  sono 
simili.  [890]. 

Ormai  è  palese  come,  seguitando  analogamente,  si 
pervenga  a  dimostrare  che  tutte  le  piramidi  che  hanno 
ì  vertici  in  4  ed  J.'  e  rispettivamente  per  basi  le  facce 
delle  due  superficie  date  (escluse  in  quésto  le  facce  a 
cui  appartengono  i  punti  A,  A')  sono  rispettivamente 
simili. 

Ed  è  pur  manifesto  che  la  dimostrazione  vale  im- 
mutata se,  in  luogo  che  dai  punti  A,  A\  si  parte  da  due 
altri  vertici  omologhi  qualunque  delle  superficie  date. 
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Cosi,  perchè  due  facce  contìgaed^una  delle  super- 
ficie date  hanno  per  corrispondenti  due  facce  contigue 
neir  altra,  e  perchè  i  lati  comuni  sono  lati  corrispon- 
denti, le  distanze  tra  i  vertici  d'  una  delle  superficie 
date  sono  proporzionali  alle  distanze  corrispondenti. 
Perciò  [874;  876]  le  due  superficie  poliedriche  sono 
simili. 

893.  Cor.  Due  poliedri  adeguai  numero  di  facce,  se 
hanno  facce  ordinatamente  simili  ed  egualmente  disposte 
e  diedri  ordinatamente  uguali,  sono  simili. 

893.  Teor.  Le  superficie  di  due  poliedri  simili 
stanno  tra  loro  come  uno  spigolo  deW  uno  sta  al  seg^ 
mento  che  è  terzo  proporzionale  dopo  detto  spigolo  e 
V  omologo. 

nini.  Siano  JET  e  £^due  facce  qualunque  d'uno  dei 
poliedri,  Qhek due  loro  lati.  Poiché  ha  luogo  [879]  la 
proporzione  h  :  W  =k  :  k', 

egli  è  [571]  3:3'  =  K:K\ 

In  due  poliedri  simili  le  facce  sono  dunque  [478]  pro- 
porzionali. 

Per  conseguenza,  dette  8  ed  jS''  le  superficie  dei 
poliedri,  ed  jP,  jP'  le  facce  a  cui  appartengono  due  spi- 
goli omologhi,  presi  arbitrariamente,  A  B,  A'B\  ab- 
biamo [480]  intanto  che: 

8  :  8'  =  F  :  F'. 

Poi,  se  a  è  il  segmento  terzo  proporzionale  dopo 
AB  ed  A'B',  essendo  [568]  : 

F:F'  =  AB  :  a, 
è  anche  8:8'  =  AB  :  a,  e.  d.  d. 

894.  Cor.  Le  superficie  di  due  poliedri  simili  stanno 
tra  loro  come  i  quadrati  di  due  spigoli  omologhi. 

Abbiamo  trovato  che  : 

8  :  8'  =  AB  :  a. 
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Ma  [568]  anche: 

(ABy  :  {A'B'Y  =  AB  :  a. 
Quindi        8  :  8'  =z  (AB)^  :  (A'By. 

895.  I^einma.  Leparti^  in  cui  un  tetradro  è  diviso  da 
un  piano  chetagli  un  diedro^  stanno  tra  loro  come  le  parti 
in  cui  lo  spigolo  opposto  al  diedro  viene  diviso  dal  piano. 

Bini.  Nel  tetraedro  AB  CD  si  divida  con  un 
piano  il  diedro  BADO,  e  sia  E  il  punto  in  cui  il 

piano  taglia  lo  spigolo  £C, 
che  è  opposto  al  diedro 
considerato.  Dico  che  il 
tetraedro  AB  ED  sta  al 
tetraedro  AECD  come 
BE  sta  ad  EC. 

Diviso  EC  in  un  nu- 
mero qualunque  n  di  parti 
eguali,  con  una  di  queste 
si  misuri  BE\  sia  m  il 
quoziente,  e  ci  sia  resto.  Si  tirino  poi  dei  piani  per  lo 
spigolo  AD  e  per  i  punti  di  divisione  dei  segmenti  BE^ 
EC.  Da  questi  piani  il  tetraedro  AECD  vien  diviso 
in  n  tetraedri  che  sono  equivalenti  [850],  perchè  hanno 
basi  equivalenti  [403]  e  medesima  altezza.  Ecc. 

896.  Teor.  Due  poliedri  simili  stanno  tra  loro  come 
uno  spigolo  del  primo  sta  al  segmento  che  è  quarto  proporr 
zionale  continuo  rispetto  al  detto  spigolo  e  aW^  omologo. 

nini.  1^.  Siano  da  prima  due  tetraedri  simili 
ABCD,  A'B'C'D\ 

Chiamiamo  a  il  segmento  terzo  proporzionale,  ad 
es.,  dopo  BC  e  B'C,  e  /?  il  segmento  terzo  propor- 
zionale dopo  B'C  ed  a.  Cosi,  essendo: 

BC  :  B'C  =  B'C  :  a 
e  B'C  :  a  =  a  :  fi, 


B 
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il  segmento  /?  è  quarto  proporzionale  continuo  rispetto 
aJBCe^'C 

Qui  si  tratta  di  dimostrare  che  : 

ABCD  :  A'B'C'D'  =  BC  :  fi. 
Sui  prolungamenti  degli  spigoli  AG,  BC,  DC  si 
faccia  : 

CS=  A'C,  CE=  B'C  e  CF  =  D'C'\ 
poi  si  compia  il  tetraedro  CEFSj  e  infine  si  unisca  il 
punto   E  con  A 
e  con  D. 

Poiché  i  te- 
traedri dati  sono 
simili,  i  triedri 
(C)ABD, 
(C')A'B'D' 
hanno  le  facce 
rispettivamente 
uguali.  Per  con- 
seguenza anche  i 
triedri  (  (7) -Sr^i^ 

e  {C')A'B'D'  hanno  le  facce  rispettivamente  ugualL 
Cosi,  essendo  CB  "=  C*A\  i  punti  -ff  ed  J.'  hanno 
eguali  distanze  dalle  facce  ECF,  B'C'D'.  E  poiché 
i  triangoli  ECF,  B'C'D'  sono  [170]  eguali,  i  tetrae« 
dri  BECF,  A'B'C'D'  sono  equivalenti.  [680]. 
Ora,  essendo  per  l'ipotesi: 
BC  :  B'C  =  DC  :  D'C  =  AC  :  A'C% 
egli  è    BC  :  CE  =  DC  :  CF  =1  AC  :  CE. 

Osservando  i  tetraedri  A  B  CD,  A  CED,  troviamo 
che  essi  sono  le  parti  in  cui  il  tetraedro  AB  ED  è  diviso 
dal  piano  ADCche  taglia  il  diedro  BDAE]  abbiamo 
perciò  [895]  : 

ABCD  :  ACED  =  BC  :  CE. 
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ì^er  la  stessa  ragione  : 

ACED  :  ACFE  =  DC  :  CF 
ed  ACFE  :  CEFS=  AC  :  CS. 

Confrontando  le  proporzioni  che  abbiamo  incon- 
trate, riconosciamo  [455]  che  tutti  i  rapporti,  che  ab- 
biano considerati,  sono  eguali  tra  loro.  Perciò,  se  pa- 
ragoniamo la  serie  dei  tetraedri  : 

AB  CD,    ACED,    ACFE,     CEFS 
con  quella  dei  segmenti  : 

S  Cj  B  C\  a,  /?, 

troviamo  che  ciascuna  grandezza  della  prima  serie  sta 
alla  seguente  come  stanno  tra  loro  le  grandezze  corri- 
spondenti. Quindi  [475]: 

ABCD  :  CEFR  =  BC  :  fi 
ed  infine     ABCD  :  A'B'C'D'  =  BCifi,    e.  d.  d, 

2**.  Siano  ora  due  poliedri  simili  P,  P^,  e  siano 
MNy  M'N'  due  loro  spigoli  omologhi,  qualunque. 
Sia  fi  il  segmento  quarto  proporzionale  continuo  dopo 
MN oà  M'N\  Proveremo  che: 

P  :  P'  —  MN  :  fi. 

Scelti  due  vertici  omologhi  qualunque  A  ed  A',  si 
considerino  poi  nei  due  poliedri  quelle  facce  a  cui  non 
appartengono  i  punti  J.  ed  A'.  Posto  che  H  ed  S' siano 
due  omologhe  di  queste  facce  e  che  non  siano  triango- 
lari, da  due  loro  vertici  omologhi  si  tirino  in  ciascuna 
tutte  le  diagonali  possibili.  Da  queste  diagonali  le  facce 
JT,  S'  restano  divise  in  egual  numero  di  triangoli  che 
sono  rispettivamente  simili  [876;  557].  Fatto  altret- 
tanto per  tutte  le  altre  facce  che  non  sono  triangoli^ 
si  considerino  poi  nel  primo  poliedro  i  tetraedri  che 
hanno  in  comune  un  vertice  in  A,  e  che  hanno  per  facce 
opposte  le  facce  triangolari  (se  ce  ne  sono)  e  i  triangoli 
in  cui  si  son  decomposte  le  facce  non  triangolari.  Al- 
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trettanto  si  faccia  nel  poliedro  P\  Cosi  i  due  poliedri 
vengono  decomposti  in  tetraedri,  i  quali  sono  rispetti-- 
vamente  simili  [876]  come  parti  rispettivamente  omo- 
loghe di  figure  simili. 

Codesti  tetraedri  sono  poi  proporzionali.  Infatti^ 
siano  ZTj  Y  due  dei  tetraedri,  in  cui  è  decomposto  il 
poliedro  P,  che  abbiano  una  faccia  in  comune,  e  sia 
B8ua  loro  spigolo  comune.  Se  y  è  il  segmento  quarta 
proporzionale  dopo  B8  ed  B'8',  essendo  [896]  : 

U  :   U'  =  R8  :  Y 
6  V  :  V  =  E8  :  Y, 

egUè:  U:  [7'  =  V  :  V. 

Possiamo  quindi  conchiudere  che  i  tetraedri,  in  cui  si 
sono  divisi  i  due  poliedri,  sono  proporzionali. 

Ora,  chiamati  Te  T' due  tetraedri  corrispondenti^ 
che  abbiano  MNed  M^N'  per  ispigoli omologhi,  es- 
sendo [480]:        P  X  P'  —  T  \  T 
e  [896]  T  :  T'  =  UN  ;  p, 

è  infine  P  i  P'  z=  UN  :  /?•  e.  d.  d. 

897.  Cor.  Du^  poliedri  simili  stanno  tra  loro  come 
%  cubi  di  due  loro  spigoli  omologhi. 

nini.  Siano  due  poliedri  simili  P  e  P\  Conside- 
riamo due  loro  spigoli  omologhi  qualunque  MNj  M^N\ 
e  dinotiamo  con  Q  e  Q'  i  cubi  di  questi  spigoli.  Sia 
poi  p  il  segmento  quarto  proporzionale  continuo  dopo 
MNeàM'N'. 

Allora,  essendo  [896]  : 

P  :  P'  =i  UN  :  fi, 
e  perchè  due  cubi  qualunque  sono  due  poliedri  simili 
[892]  essendo      Q  :  Q'  ^  MN  :  fi, 
^li  è  appunto    P  :  P'  =  Q  :  Q',  e.  d.  d» 


CAPITOLO  xxir 

VOLUMI   DEI  POLIEDRI 


sol.  Der.  Si  dice  volume  di  un  solido  il  rapporto 
del  solido  a  gueBo  che  si  prende  per  unità  di  misura.  (^). 
Per  unitÀ  di  misura  dei  solidi  si  assume  il  cubo 
i  cui  lati  SODO  eguali  all'auità  lineare. 

0OS.  Lem^a.  Due  prismi,  che  abbiano  basi  equi- 
valenti, stanno  tra  loro  come  le  altezze. 

Dlm.  Siano  due  prismi  CM,  SIS"[e  cui  basi  AC, 
LR    siano    equivalenti. 
Dico  che  il  prisma  CM 
I  sta  al  prisma  SN,  come 

l'altezza  del  primo   sta 
aU'  altezza  del  secondo. 
Divisa  l'altezza  del 
prisma  SN  in  un   nu- 
mero arbitrario  n  di  par- 
ti eguali,  con  una  di  que- 
ste  si    misuri    r  altezza 
del  prisma  CM.  Per  i  punti  di  divisione  delle  altezze 
si  tirino  poi  dei  piani  rispettivamente  paralleli  alle 
basi.  Ecc.  [836]. 

908.  Cor.  Il  rapporto  {numerico)  di  due  prismi  di 

(')  Sappiamo  che  nn  corpo  ha  due  qnolità  geometricli*^ 
/orma  ed  e»UngUme,  e  ch«  l'estensione  di  un  corpo  si  dice  volume 
del  corpo.  Quando  si  parla  di  rapporto  di  due  solidi,  e'  intende  che 
ee  ne  confrontano  1  volumi,  talché  e'  intende  dire  rapporto  dei  vo- 
lumi dei  due  solidi.  Il  rapporto  de)  volarne  d'nn  eolido  al  volume 
di  qnel  solido,  che  si  assume  per  unità  di  misura,  ai  dovrebbe 
dire  valore  dei  volume  del  tolido;  si  dlc«,  senz'altro,  voltune  del 
ttlido. 
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basi  equivalenti  è  ttguale  al  rapporto  {numerico)  delle 
altezze.  [600]. 

904.  Teor*  Il  rapporto  di  due  romboidi  ortogonali  è 
ugtmle  al  prodotto  dei  rapporti  che  le  tre  dimensioni  del 
primo  hanno  rispettivamente  alle  dimensioni  del  secondo. 

Dim.  Siano  due  romboidi  ortogonali  AeB]  indi-> 
chiamo  con  a,  6,  e  le  tre  dimensioni  del  primo,  e  con 
a',  &',  e'  quelle  del  secondo.  Proveremo  che  il  rapporto 
di  A  s,B  è  uguale  al  prodotto  dei  rapporti  che  i  seg- 
menti a,  ò,  e  hanno  rispettivamente  ai  segmenti  a',b\c\ 

A  tal  fine  si  costruisca  un  romboide  ortogonale 
P  le  cui  dimensioni  siano  a\b,c\  e  un  romboide  orto- 
gonale Q  le  cui  dimensioni  siano  a'^b\c. 


B 


*; 


/>-. 
/ 


af 


Insegna  T  Aritmetica  che,  ove  sia  data  una  serie 
di  grandezze  omogenee,  il  rapporto  della  prima  all'ul- 
tiìna  è  uguale  al  prodotto  dei  rapporti  che  ciascuna 
delle  grandezze  date  ha  a  quella  che  la  segue.  Cosi, 
nel  caso  nostro,  considerando  i  solidi  Ay  P,  Q,  B^  ab- 
biamo che  il  rapporto  di  ^  a  P  è  uguale  al  prodotto 
del  rapporto  di  J.  a  P,  per  il  rapporto  di  P  a  Q,  per  il 
rapporto  di  Q  a  P. 

Ma  il  rapporto  di  J.  a  Pè  uguale  [903]  al  rapporto 
di  a  ad  a',  perchè  rispetto  a  questi  spigoli,  presi  co- 
me altezze,  i  due  romboidi  hanno  basi  eguali.  E  per 
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la  ragione  stessa  il  rapporto  del  romboide  P  al  rom« 
boide  Q  è  uguale  al  rapporto  di  6  a  ò^  e  il  rapporto  di 
Q  a,  B  è  uguale  al  rapporto  di  e  a,  c\  Quindi  è: 

A  A        P        Q 


B    ~ 

"    P 

Q 

B 

»        = 

a 

~    a' 

b 

b' 

e 

e'  '■ 

e.  d.  d. 

905.  Cor.  Il  volume  di  un  romboide  ortogonale  è 
uguale  al  prodotto  delle  sue  tre  dimensioni. 

Infatti,  poiché  per  volume  di  un  solido  s^ intende 
il  rapporto  del  solido  al  cubo  i  cui  spigoU  sono  eguali 
all'unità  lineare,  il  volume  di  un  romboide  ortogonale 
-è  uguale  [904]  al  prodotto  dei  rapporti  delle  sue  tre 
dimensioni  alFunità  lineare.  Questi  tre  rapporti  si  di- 
<3ono  le  lunghezze,  i  valori  delle  tre  dimensioni,  o  breve- 
mente le  dimensioni,  senz'altro.  E  però  il  volume  ecc. 

906*  Cor.  Il  volume  di  un  culo  è  uguÀle  alla 
terza  potenza  (al  cubo)  del  lato. 

90V.  Teor.  Il  volume  di  un  prisma  è  uguale  al 
prodotto  della  base  per  Valtezza. 

Dlm.  Sappiamo  [837]  che  un  prisma  qualunque  è 
equivalente  ad  un  romboide  ortogonale  di  base  equi- 
valente e  di  medesima  altezza.  H  prodotto  delle  dimen- 
sioni di  quella  faccia  del  romboide,  che  è  equivalente 
alla  base  del  prisma,  è  Tarea  di  quella  faccia  [606],  e 
quindi  anche  l'area  della  base  del  prisma.  Per  conse- 
guenza [905]  il  volume  d'un  prisma  è  uguale  al  pro- 
dotto della  base  per  l'altezza. 

908.  Teor.  Il  volume  di  una  piramide  è  uguale 
ad  un  terzo  del  prodotto  della  base  per  Valtezza. 

Blm.  Infatti  una  piramide  è  [851]  un  terzo  d'un 
prisma,  che  abbia  base  equivalente  a  quella  della 
piramide  e  medesima  altezza.  Perciò  [907]  ecc. 
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900.  Teor.  Il  volume  di  un  tronco  di  piramide 
a  ÌM8Ì  parallde  è  uguale  ad  un  terzo  del  prodotto  del* 
V altezza  per  la  somma  delle  basi  e  della  loro  media, 
proporzionale. 

]>im.  Sappiamo  infatti  [852]  che  un  tronco  di 
piramide  a  basi  parallele  è  equivalente  alla  somma 
di  tre  piramicìi,  che  hanno  la  stessa  altezza  del  tronco^ 
e  per  basi  rispettive  le  basi  del  tronco  e  la  media, 
proporzionale  tra  esse.  Cosi,  se  dinotiamo  con  h 
l'altezza  del  tronco,  con  ^  e  6  le  aree  delle  basi  e 
con  y  il  volume,  abbiamo  [908]  : 

»  =  -^h{b  +  B  +  ym),  e.  d.  d. 
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CAPITOLO  xxm 

CILINDRO    E    CONO 


Cilindro. 

916.  Preso  un  rettangolo  J.£  CD  qualunque,  ima- 
giniamo  che  esso  compia  un  giro  intomo  ad  un  lato^ 
ad  es.  intomo  al  lato  AD.H  solido,  che  vien  generato 
-dal  rettangolo  in  tale  movimento,  si  dice  cilindro.  (^). 
La  superficie  del  cilindro  viene  descritta  dalla 
^spezzata  J.£(72?.  Le  parti  della  superficie,  che  vengono 

generate  dai  lati  AB,  2?(7,  si  dicono 
le  basi  del  cilindro;  e  si  dice  superficie 
laterale  di  esso  la  superficie  descritta 
dal  lato  BC.  1  raggi  AB,  DC,  poiché 
sono  normali  alleasse  AD  e  si  man- 
tengono tali  durante  il  movimento, 
generano  [686]  due  piani  normali 
[684]  alla  retta  AB,  e  però  [779] 
paralleli  tra  loro.  Le  basi  del  cilindro 
sono  le  parti  di  questi  piani,  che  sono 
T  comprese  dai  cerchi  descritti  dai  punti  B  e  C]  sono 

adunque  due  circoli  eguali,  di  centri  A  e  D. 
^^  ^H  raggio  delle  basi  di  un  cilindro  si  dice  il  raggio 
del  cilindro.  La  distanza  dei  piani  paralleli,  in  cui 
stanno  le  basi^  distanza  che  è  rappresentata  [791]  dal- 
l'o^^e  AD,  si  dice  V  altezza  del  cilindro. 

O  Si  dirà  dnnqne  che  tua  solido  dato  è  nn  cilindro  qaando 
si  possa  imaginare  che  esso  sia  stato  generato  da  nn  rettan- 
golo, il  qnale,  rotando  intomo  ad  nn  lato,  abbia  compinto  nn 
giro  intero. 
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n  lato  BC^  in  qualunque  delle  posizioni  che  esso- 
assume  durante  la  rotazione,  si  chiama  lato  del  cilin- 
dro. (*).  Ogni  lato  del  cilindro,  perchè  parallelo  al- 
Tasse,  è  [772]  normale  ai  piani  delle  basi.  Perciò  un 
lato  di  un  cilindro,  se  si  muove  mantenendosi  nor- 
male al  piano  di  una  delle  basi  e  in  modo  che  una 
delle  estremità  percorra  tutto  il  contorno  di  una  base, 
descrive  [690]  la  superficie  laterale  del  cilindro. 

917.  Sia  ora  un  cilindro  di  asse  00'  e  di  raggia 
OA,  Consideriamo  due  poligoni  qualunque^  uno  circo- 
scritto ad  una  delle  basi  e  V  altro  iscritto,  e  poi  i  pri^ 
smi  retti,  che  hanno  per  basi  i  due  poligoni  e  T  altezza 
eguale  a  quella  del  cilindro.  Poiché  le  superficie  late-- 
rali  dei  due  prismi  si  pos- 
sono imaginare  descritte 
da  un  segmento  eguale  ad 
00',  il  quale,  conservan- 
dosi normale  al  piano  dei 
poligoni,  si  muova  per- 
correndo con  una  delle 
estremità  i  contomi  dei 
due  poligoni,  riesce  mani- 
festo che  la  superficie  laterale  di  quel  prisma,  che  ha 
per  base  il  poligono  circoscritto,  ha  in  comune  con  la 
superficie  laterale  del  cilindro  quei  lati  del  cilindro^ 
che  corrispondono  ai  punti  di  contatto  de' lati  del  po- 
ligono circoscritto,  e,  oltre  a  questi,  nessun  [238]  al- 
tro punto;  e  che  la  superficie  laterale  di  quel  prisma, 
che  ha  per  base  il  poligono  iscritto,  ha  in  comune  con 

(*)  Un  segmentOt  che  sia  eguale  al  lato  di  un  cilindro, 
si  dice  apotema  del  cilindro.  Un  lato  stesso  è  Tapotema  del  ci- 
lindro, quando  s'intenda  che  è  la  sua  lunghezza  che  si  consi- 
dera e  niente  altro. 


^^. 


e     i  b: 


F 
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la  superficie  laterale  del  cilindro  quei  lati  del  cilin- 
dro che  corrispondono  ai  vertici  del  poligono,  e  ol- 
tre a  questi,  nessun  [236]  altro  punto.  Ed  è  pur  mani- 
festo che  le  altre  basi  dei  due  prismi  sono,  esse  pure, 
una  circoscritta  all'altra  base  del  cilindro  e  T altra 
iscritta. 

Un  prisma  si  dice  circoscritto  a  un  cilindro,  se  le 
sue  basi  sono  circoscritte  alle  basi  del  cilindro.  Un 
prisma,  le  cui  basi  siano  iscritte  nelle  basi  di  un  ci- 
lindro, si  dice  iscritto  nel  cilindro. 

918.  Teor.  Per  qualsivoglia  cilindro  esiste  un 
poligono,  ed  uno  soltanto,  che  ha  la  proprietà  di  essere 
minore  della  superficie  laterale  di  qualunque  prisma 
circoscritto,  e  di  essere  maggiore  della  superflue  late- 
rale di  qualunque  prisma  iscritto. 

min.  Dato  un  cilindro  qualunque,  imaginiamo  di 
comporre  due  classi,  una  con  le  superficie  laterali  dei 
prismi  circoscritti  al  cilindro,  e  l'altra  con  le  super- 
ficie laterali  dei  prismi  iscritti.  Queste  due  classi  sono 
contigue. 

Infatti,  la  superficie  laterale  di  qualunque  prisma 
circoscritto  [807]  è  maggiore  della  superficie  laterale 
di  qualunque  prisma  iscritto,  perchè  il  perimetro  di 
qualunque  poligono  circoscritto  alla  base  del  cilindro  è 
maggiore  del  perimetro  di  qualunque  poligono  iscritto. 

Si  possono  poi  trovare  due  prismi,  uno  circoscritto 
al  cilindro  e  l'altro  iscritto,  nei  quali  la  differenza  tra 
le  superficie  laterali  sia  minore  d'una  superficie  data 
qualunque,  perchè,  se  consideriamo  due  prismi  regolari 
d'egual  numero  di  lati,  uno  circoscritto  al  cilindro  e 
l'altro  iscritto,  e  poi  due  altri  prismi  regolari  di  un  nu- 
mero doppio  di  lati,  parimente  uno  circoscritto  al  ci- 
lindro e  1'  altro  iscritto,  troviamo  che  la  differenza 
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tra  le  superficie  laterali  di  questi  è  minore  della  metà 
della  differenza  tra  le  superficie  laterali  dei  preceden- 
ti. [807  ;  646  ;  586]. 

Griova  osservare  che  delle  due  classi,  che  abbiamo 
considerate^  ne  la  maggiore  ha  elemento  minimo,  ne 
la  minore  ha  elemento  massimo. 

Infatti,  poiché  da  qualunque  poligono  circoscritto 
si  può  dedurne  uno  parimente  circoscritto  e  di  peri- 
metro minore^  da  qualunque  prisma  circoscritto  si  può 
dedurre  un  prisma  circoscritto  la  cui  superficie  la- 
terale sia  minore.  E  perchè  da  qualunque  poligono 
iscritto  si  può  dedurne  uno  parimente  iscritto  e  di  pe- 
rimetro maggiore,  da  qualunque  prisma  iscritto  si  può 
dedurre  un  prisma  iscritto  la  cui  superficie  laterale 
sia  maggiore. 

Infine,  poiché^  date  due  classi  contigue,  esiste 
sempre  una  grandezza  ed  una  sola  [639],  che  è  mi- 
nore di  tutti  gli  elementi  d'una  classe  ed  è  maggiore 
di  tutti  gli  elementi  dell'altra,  conchiudiamo  che,^er 
qualunque  cilindro  dato,  esiste  un  poligono  (che  chia- 
miamo A)  ed  uno  soltanto  (^),  il  quale  ecc. 

010.  Iscritto  in  un  cilindro  un  prisma  regolare 
di  un  numero  qualunque  di  lati,  imaginiamo  di  andar 
costruendo  successivamente  e  senza  fine  prismi  re- 
golari inscritti,  per  modo  che  in  ciascuno  il  numero 
dei  lati  sia  doppio  di  quello  del  prisma  precedente. 
Poiché  diventa  minore  di  qualunque  segmento  dato 
[644]  la  distanza  [768;  776]  tra  un  lato  qualunque  del 
cilindro  e  la  superficie  laterale  del  prisma,  codesta  su- 
perficie tende  a  confondersi  (^)  con  la  superficie  late- 
rale del  cilindro,  senza  però  che  ciò  possa  avverarsi. 

(})  S'intende:  rispetto  all'area. 
(^  S'intende  in  senso  intuitivo. 


—  497  ~ 

Altrettanto  si  può  dire  [645]  se  si  confrontano  la  super-^ 
fìde  laterale  del  poligono  circoscritto  con  la  superficie 
laterale  del  cilindro.  Nel  tempo  stesso  i  poligoni,  che 
sono  sempre  equivalenti  alle  superficie  laterali  dei  pri-- 
«mi,  tendono  a  confondersi  (in  estensione)  con  quel 
poligono,  che  abbiamo  chiamato  A,  senza  però  poter 
mai  diventare  ad  esso  equivalenti.  Queste  considera- 
zioni giustificano  la  seguente  : 

0J90.  Def.  Un  poligono  che  sia  minore  della  super- 
ficie laterale  di  qualunque  prisma  circoscritto  a  un  ci- 
lindrOy  e  maggiore  della  superficie  laterale  di  qualunque 
prisma  iscritto^  è  equivalente  (^)  aUa  superficie  laterale 
del  cilindro» 

991.  Teor.  La  superflue  laterale  di  un  cilindro  è 
equivalente  al  rettangolo  le  cui  dimensioni  sono  il  seg- 
mento equivalente  al  contorno  ddla  base  del  cilindro  e  la 
idtezza  del  cilindro. 

I^im.  Infatti  il  rettangolo,  che  ha  la  base  equiva- 
lente al  contomo  della  base  del  cilindro  [650]  e  altezza 
-eguale  a  quella  del  cilindro,  è  minore  della  superficie 
laterale  di  qualunque  prisma  circoscritto  ed  è  maggiore 
della  superficie  laterale  di  qualunque  prisma  iscritto. 
[807].  Esso  è  dunque,  per  definizione  [920],  equiva- 
lente alla  superficie  laterale  del  cilindro. 

9»».  Cor.  Se  r  rappresenta  il  valore  del  raggio  di 
un  cilindro  ed  h  quello  dell'altezza,  il  prodotto  27ir  -  h 
rappresenta  [606  ;  654]  l' area  della  superficie  laterale, 

Q)  Cioè  :  ha  area  eguale  a  quella  della  superficie  laterale 
del  cilindro.  In  questo  caso  abbiamo  trovato  due  classi  contigue 
che  comprendono  una  superficie.  L' intuizione  ci  mostra  poi  che 
un^altra  superficie,  di  nuova  natura,  è  compresa  tra  le  stesse 
•classi,  epperciò  conchiudiamo  che  le  superficie  sono  equivalenti, 
iacendo  di  qu^ta  verità  un  postulato  od  una  definizione. 
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2nrh  4-  2nr^  =  2nr(h  +  r) 

è  r  area  della  superficie  totale  del  cilindro. 

093.  Teor.  Un  cilindro  ed  un  prisma,  che  abbiano 
basi  equivalenti  e  medesima  altezza,  sono  equivalenti. 

Idilli.  Preso  a  considerare  un  cilindro  qualunque,, 
imaginiamo  di  comporre  due  classi,  una  coi  prismi  cir-^ 
coscritti  e  F altra  coi  prismi  iscritti;  codeste  due  classi 
sono  contigue. 

Intanto  qualunque  prisma  circoscritto  è  maggiora 
di  qualunque  prisma  iscritto. 

Si  possono  poi  trovare  due  prismi,  uno  circoscritta 
e  l'altro  iscritto,  la  cui  differenza  sia  minore  d'un  solida 
dato  qualunque.  Infatti,  se  consideriamo  due  prismi 
regolari  d'egual  numero  di  lati,  uno  circoscritto  al  ci-^ 
lindro  e  l'altro  iscritto,  e  poi  due  altri  prismi  regolari 
di  numero  doppio  di  lati,  parimente  uno  circoscritto  al 
cilindro  e  l'altro  iscritto,  troviamo  che  la  differenza  tra 
questi  è  minore  della  metà  della  differenza  tra  i  due 
prismi  precedenti.  [659;  686]. 

Tra  le  due  classi  contigue  considerate,  è  compresa 
il  cilindro  ed  è  compreso  anche  qualunque  prisma  che< 
abbia  la  base  equivalente  a  quella  del  cilindro  e  mede- 
sima altezza,  perchè  qualunque  poligono  equivalente 
ad  un  circolo  è  minore  di  qualunque  poligono  circo* 
scritto  ed  è  maggiore  di  qualunque  poligono  iscritto. 
Per  conseguenza  [639]  il  cilindro  ed  un  prisma,  che 
abbia  base  equivalente  a  quella  del  cilindro  e  medesima 
altezza,  sono  equivalenti  [849],  e.  d.  d. 

9J9#.  Cor.  Il  volume  di  un  cilindro  è  uguÀle  al  pro^ 
dotto  della  base  per  V  altezza. 

Infatti,  poiché  un  cilindro  è  equivalente  ad  un  pri^ 
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sma  che  ha  base  equivalente  a  qnella  del  cilindro  e  me- 
desima altezza,  e  il  volume  d^un  prisma  è  uguale  al  pro- 
dotto della  base  per  V  altezza,  anche  il  volume  d'un  ci- 
lindro è  uguale  al  prodotto  della  base  per  V  altezza. 

925.  Se  r  dinota  il  valore  del  raggio  d'un  cilindro, 
h  quello  dell'altezza  e  t;  il  volume,  egli  è  [907;  663]: 

Cono. 

9^6.  Preso  un  triangolo  rettangolo  ABC  qualun- 
que, imaginiamo  che  esso  compia  un  giro  intomo  ad 
un  cateto,  ad  es.  intomo  al  cateto  AB.  Il  solido,  che 
vien  generato  dal  triangolo  in  tale  movimento,  si  dice 
^  cono,  (}).  Il  punto  A  si  chiama 

il  vertice  del  cono  ;  il  segmento 
AB  BÌ  dice  Vasse  del  cono,  e 
rappresenta  V  altezza  del  cono. 
La  superficie  del  cono  vien 
descritta  dalla  spezzata  A  CB. 
La  parte  della  superficie,  che 
vien  generata  dal  cateto  BCj 
si  chiama  base  del  cono  ;  e  dicesi  superficie  laterale  del 
cono  la  superficie  descritta  dall'ipotenusa  A  CU  rag- 
gio BC,  poiché  è  normale  all'asse  ^J?  e  si  man- 
tien  tale  durante  il  movimento,  genera  [686]  un  piano. 
La  base  del  cono,  poiché  è  la  parte  di  questo  piano 
che  è  compresa  dal  cerchio  descritto  dal  punto  C,  è  un 
circolo. 

Il  lato  A  (7,  in  qualunque  delle  posizioni  che  esso 

Q)  Si  dirà  dunque  che  na  solido  dato  è  nn  conOj  qnando 
8Ì  possa  imaginare  che  il  solido  sia  stato  generato  da  nn  triangolo 
rettangolo,  il  quale,  rotando  intomo  ad  un  cateto,  abbia  compiuto 
un  giro  intero. 
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assoine  dorante  il  movimento,  si  chiama  lato  del  cono. 
Un  lato  del  cono,  quando  non  se  ne  conaideri  che  la 
lunghezza,  si  dice  apotetna  del  cono. 

037.  Prendiamo  a  considerare  un  cono  qualunque, 
quello,  ad  es.,  generato,  in  un  giro  intomo  al  cateto 
VO,  dal  triangolo  rettangolo  YOA.  Consideriamo  due 
poligoni  qualisivogliano,  uno  circoscritto  alla  base  del 
cono  e  l'altro  iscritto,  e  poi  le  piramidi,  che  hanno  per 
basi  rispettive  i  due  polìgoni  e  LL  vertice  nel  vertice 
del  cono.  Quella  piramide,  che  ha  per  base  il  poligono 
circoscritto,  si  dice  circoscrìtta  al  cono  ;  l' altra  si  dice 
iscritta. 

Imaginando  che  le  superficie  laterali  delle  due  pira- 
midi vengano  descritte  da  un  segmento  di  lunghezza 
variabile,  il  quale,  avendo  sempre  nna  estremità  nel 
vertice   delle   piramidi,    si  muova  percorrendo  con 
r  altra  estremità  i  contorni 
delle  basì,  si  rende  mani- 
festo che  la  superficie   la- 
terale della   piramide  cir- 
coscritta   e    la    superficie 
laterale  del  cono  hanno  in 
comune  quei  lati  del  cono, 
che  hanno   una  estremità 
nei  punti   di   contatto  dei 
Iati  del  poligono  cii'coscrit- 

to,  e  che,  oltre  a  questi  lati,  non  hanno  nessun  [238]  altro 
punto  in  comune.  Ed  è  pur  manifesto  che  la  superficie 
laterale  della  piramide  iscritta  e  la*  superficie  laterale 
del  cono  hanno  in  comune  quei  lati  del  cono,  che  hanno 
una  estremità  nei  vertici  della  base  della  piramide,  e 
che,  oltre  a  questi  lati,  non  hanno  in  comune  nessnn 
[236]  altro  punto. 
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028.  Ed  ora  dal  centro  0  si  tiri  la  normale  ad 
uno  dei  lati  del  poligono  iscritto,  ad  es.  al  lato.^J^; 
e  poi  si  unisca  il  piede  P  con  Y. 

Poiché  YO  è  normale  al  piano  della  base,  ed  OP 
è  normale  alla  retta  AE^  che  giace  nel  piano  stesso, 
anche  [687]  YP  è  normale  ad  AE*^  epperò  YP  è 
r altezza  della  faccia  FJ.jE?  rispetto  al  lato  AE. 

Quando  il  poligono  iscritto  è  regolare,  allora,  per- 
chè le  normali  condotte  dal  centro  ai  lati  sono  [232] 
eguali  e  le  oblique,  che  hanno  proiezioni  eguali,  sono 
[702]  eguali,  anche  i  segmenti  normali,  tirati  dal  ver- 
tice Y  ai  lati  della  base,  sono  eguali  tra  loro. 

Ma  quando  il  poligono  non  è  regolare,  allora  non 
sono  [233]  tutte  uguali  le  distanze  dei  lati  dal  centro, 
e  per  conseguenza  non  sono  [703]  tutte  uguali  nean- 
che le  altezze  delle  facce  laterali  della  piramide 
iscritta;  sono  però  [703]  tutte  minori  dell^apotema 
del  cono,  perchè  i  piedi'delle  sjtezze  sono  nell^ interno 
della  base. 

Per  la  piramide  circoscritta,  invece,  i  segmenti 
normali,  condotti  dal  vertice  ai  lati  della  base,  sono 
tutti  uguali  tra  loro,  e  ciò  anche  nel  caso  che  il  po- 
ligono circoscrìtto  non  sia  regolare.  Infatti,  poiché  il 
segmento  normale  tirato  da  0  ad  uno  qualunque  dei 
lati,  ad  es.  al  lato  NF^  è  il  raggio  OA  corrìspon- 
dente  al  punto  di  contatto  [242],  il  segmento  nor- 
male, tirato  da  F  a  NF,  è  il  lato  YA  del  cono.  [687]. 

9J99.  Teor.  In  un  cono  dato  si  'può  iscrivere  una 

piramide  regolare  tale  che  la  differenza  tra  V  apotema 

del  cono  e  V  apotema  della  piramide  sia  minore  di  un 

segmento  datOj  qualunque. 

*"  ]>im.  Sia  AB  \m  lato  di  una  piramide  regolare 

^  iscrìtta  nel  cono  generato  dal  triangolo  rettangolo 
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VOD.  Conducasi  da  0  il  segmento  OC  normale  alla 
corda  AB,  e  lo  si  prolunghi  fino  al  cerchio  in  Z); 
VD  è  l'apotema  del  cono,  e  VC  è  Tapotema  della  pi- 
ramide. 

Sappiamo  [644]  che,  se  l'ar- 
co BA  è  abbastanza  piccolo^  il 
segmento  CD  è  minore  di  qual- 
sivoglia segmento  dato.  Minore 
di  questo  segmento,  a  più  forte 
ragione,  è  la  differenza  tra  VD 
e  FC,  perchè  essa  è  minore  di 
CD.  [165].  Conchiudiamo,  che, 
se  ecc, 

930.  Teor.  La  classe  delle  superficie  laterali  deUe 
piramidi  circoscritte  ad  un  cono  e  quella  delle  superficie 
laterali  delle  piramidi  iscritte  nel  cono  stesso  sono  con- 
tigue. 

I^im.  1^.  Dobbiamo  provare  anzitutto  che  la  su- 
perficie laterale  di  qualunque  piramide  circoscritta  è 
maggiore  della  superficie  laterale  di  qualunque  pira- 
mide iscritta. 

Sui  lati  d'un  angolo  retto 
prendiamo  il  segmento  AB  che 
sia  eguale  al  perimetro  della  ba- 
se di  una  piramide  circoscritta, 
presa  ad  arbitrio,  e  il  segmento 
AG  che  sia  eguale  all'apotema 
del  cono.  Il  triangolo  ABC  è  equivalente,  alla  su- 
perficie laterale  della  piramide. 

Presa  poi  una  piramide  iscritta  qualunque,  si  fac- 
cia AD  eguale  al  perimetro  della  base.  Se  tutte  le  facce 
laterali  della  piramide  avessero  altezza  eguale  all'  a- 
potema  del  cono  (laddove  tutte  hanno  altezza  minore 
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tlell^apotema),  la  superficie  laterale  della  piramide 
iscritta  sarebbe  equivalente  al  triangolo  A  CD  ;  ed  an- 
che in  tal  caso^  essendo  necessariamente  AB  >  AD^ 
opperò  il  triangolo  AB  C7 maggiore  del  triangolo  ADG^ 
la  superficie  laterale  della  piramide  circoscritta  sa- 
Mbbe  maggiore  della  superficie  laterale  deUa  piramide 
iscritta.  La  prima  superficie  è  dunque,  a  maggior  ra- 
gione, maggiore  della  seconda. 

2^.  Ora  dobbiamo  riconoscere  che  si  possono  tro- 
vare due  piramidi  una  circoscritta  e  T  altra  iscritta, 
nelle  quali  la  differenza  tra  le  superficie  laterali 
sia  minore  d^ùna  superficie,  data  ad  arbitrio,  qua- 
lunque. 

Prese  a  considerare  due  piramidi  regolari,  le  coi 
basi  abbiano  egual  numero  di  lati^  una  circoscritta  al 
cono  e  r altra  iscritta,  sopra  i  lati  d'un  angolo  retto 
si  faccia  AB  eguale  alFapotema  del  cono,  AG  eguale 
al  perimetro   della  base  della  piramide  circoscritta, 

AD  eguale  all'  apotema del- 
la piramide  iscritta,  ed  AE 
uguale  al  perimetro  della 
base  di  questa  piramide. 

I  triangoli^  B  (7,  ADE 
sono  rispettivamente  equi- 
valenti alle  superficie  laterali  delle  due  piramidi, 
epperò  il  quadrangolo  BCED  rappresentala  diffe- 
renza tra  le  superficie  laterali  delle  piramidi  stesse. 
Dico  che,  costruendo  successivamente  piramidi  ana- 
loghe in  cui  il  numero  dei  lati  sia  doppio  di  quello 
delle  piramidi  precedenti,  si  può  ottenere  che  la  detta 
differenza  divenga  minore  d'una  superficie  piana, 
data,  qualunque  ;  ad  es.  minore  della  superficie  6>. 
Possiamo  supporre  che  <ù  sia  un  poligono,  dacché, 
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altrimenti,  si  potrebbe  prendere  una  parte  di  6>,  che 
fosse  un  poligono^  e  trascurare  il  rimanente. 

Con  un  segmento  si  divida  g>  in  due  parti  g>',  6>^'  ; 
e  poi  si  trasformi  6>'  in  un  triangolo  t'  in  cui  un^  al- 
tezza sia  eguale  ad  J.  jS  ;  e  sia  /7Ma  base.  E  si  trasformi 
6)''  in  un  triangolo  t"  in  cui  un'altezza  sia  eguale  al 
perimetro  P  di  un  poligono  circoscrìtto,  preso  ad  arbi- 
trio ;  e  sia  fi"  la  base. 

Ora,  perchè  HC  è  la  differenza  tra  i  perimetri  di 
due  poligoni  regolari  d'egual  numero  di  lati,  uno  cir- 
coscritto  ad  un  cerchio  e  T  altro  iscritto^  se  cotal  nu- 
mero è  grande  abbastanza  [646;  586 ],  EC  è  minore 
di  fi\  Allora  il  triangolo  BEC  è  minore  di  T,  opperò 
anche  di  6>  '• 

Cosi,  poiché  BD  è  la  differenza  tra  l' apotema  d' un 
cono  e  r  apotema  di  una  piramide  regolare  iscritta^ 
se  il  numero  dei  lati  della  base  della  piramide  è  grande 
abbastanza,  [929]  BD  è  minore  di  fi".  Allora  il  trian- 
golo jBi)-S(poichèè  jBD</?"  ed  è  sempre  AE<Py 
è  minore  di  t",  epperò  anche  di  «". 

Si  può  dunque  ottenere  che  sia  : 

BJSC  +  BBE  <  «'  +  «'', 
ossia  BCED  <  to. 

Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 

931.  Teor.  Per  qiudsivoglia  cono  esiste  un  polU 
gonOj  ed  uno  soltanto,  U  quale  ha  la  proprietà  di  essere 
minore  della  superficie  laterale  di  qualunque  piramide 
circoscritta,  e  di  essere  maggiore  deUa  superficie  late^ 
rale  di  qualunque  piramide  iscritta. 

Idilli.  Dato  un  cono  qualunque,  si  formino  due 
classi,  Tuna  con  le  superficie  laterali  delle  piramidi  cir- 
coscritte e  r  altra  con  le  superficie  laterali  delle  pira- 
midi iscritte.  Codeste  due  classi  sono  contìgue.  [930]. 
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Per  conseguenza  [639]  esiste  un  poligono,  che  chiame- 
remo A,  ed  uno  soltanto  (^),  che  è  compreso  tra  le  due 
classi.  Cosi  resta  provato  che  ecc. 

93J9.  Oflfl.  Prese  due  piramidi  regolari,  le  cui  basi 
abbiano  egual  numero  di  lati,  una  circoscritta  al  cono 
e  l'altra  iscritta,  imaginiamo  di  andar  costruendo  suc- 
cessivamente piramidi  analoghe,  in  cui  il  numero  dei 
lati  delle  basi  sia  doppio  del  numero  precedente.  E  ia- 
cile  riconoscere  [644,  646]  che  si  potrà  ottenere  che  sia 
minore  d'un  segmento  dato  qualunque  la  distanza  tra 
un  punto  qualunque  della  superficie  laterale  della  pi- 
ramide circoscritta  e  la  superficie  laterale  del  cono, 
e  minore  del  segmento  stesso  la  distanza  tra  un  punto 
qualunque  di  codesta  superficie  e  la  superficie  laterale 
della  piramide  iscritta.  Le  superficie  laterali  delle  pi- 
ramidi tendono  adunque  a  confondersi  (^)  con  la  super- 
ficie laterale  del  cono,  senza  però  che  ciò  possa  avve- 
rarsi. Nel  tempo  stesso  le  superficie  laterali  delle  pira- 
midi tendono  a  confondersi  (in  estensione)  con  quel 
poligono,  che  abbiamo  chiamato  A,  senza  però  poter 
mai  diventare  ad  esso  equivalenti.  Queste  considera- 
zioni giustificano  la  seguente: 

933.  Def.  Uh  poligono,  che  sia  minore  della  super- 
ficie laterale  di  qualunque  piramide  circoscritta  ad  un 
cono  e  maggiore  della  superficie  laterale  di  qualunque 
piramide  iscritta,  è  equivalente  (')  àUa  superflue  late- 
rale dd  cono. 

03#.  Teor.  La  superficie  laterale  di  un  cono  ed 
un  triangolo^  che  ha  la  base  equivalente  al  contorno  deUa 

(})  Questo  si  dice  nel  sottinteso  clie  è  soltanto  Varea  del 
poligono  a  cui  si  pon  mente. 

(^  Qui  s' intende  :  in  senso  intuitivo. 
(^  S' intende  :  ha  la  stessa  area  che  ecc. 
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base  del  cono  e  V altezza  eguale  aWapotema  del  cono,  sona 
equivalenti, 

]>liii.  Consideriamo  un  triangolo,  che  diremo  T,  il 
quale  abbia  base  C  equivalente  al  contorno  [650]  della 
base  del  cono,  ed  altezza  eguale  all' apotema  del  cono. 
Codesto  triangolo  è  minore  della  superficie  laterale  di 
qualunque  piramide  circoscritta,  perchè  questa  super- 
ficie è  equivalente  ad  un  triangolo  che  ha  anch'esso 
altezza  eguale  alFapotema  del  cono,  ma  base  maggiore 
del  segmento  C.  Esso  è  poi  maggiore  della  superficie 
laterale  di  qualunque  piramide  iscritta,  perchè  questa 
superficie  è  minore,  come  abbiamo  veduto  [930],  d'un 
triangolo  che  abbia  altezza  eguale  all'  apotema  del 
cono  e  base  uguale  al  perimetro  della  base,  il  quale 
perimetro  è  minore  del  segmento  C. 

Il  triangolo  T  è  quindi  [933]  equivalente  alla  su- 
perficie laterale  del  cono,  e.  d.  d. 

935.  Cor.  Se  r  dinota  il  valore  del  raggio  della 
base  di  un  cono,  ed  l  quello  dell'apotema,  l'area  della 
superficie  laterale  del  cono  è  [934;  611  ;  654]  espres- 
sa da: 

27tr  •  l  - 

2 =  """^^ 

e  l'area  della  superficie  totale  [663]  è  espressa  da  : 

nrl  -|-  ^^^  =  !^r{l  -{-  r). 

036.  Consideriamo  il  cono  generato  dal  triangolo 
rettangolo  VOB  in  un  giro  intorno  a  FO,  e  seghia- 
molo con  un  piano  a  parallelo  alla  base.  Siano  0^ 
e  B'  i  punti  dove  il  piano  taglia  [782]  l'asse  VO  ed 
il  lato  VB.  Poiché  l'asse  del  cono  è  normale  alla  base, 
esso  è  [785]  normale  anche  al  piano  a;  epperò  l'an- 
golo VO'B'  è  retto. 

Se  ora  torniamo  a  far  rotare  il  triangolo  VOB 
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intorno  a  TO,  troviamo  [685]  che  il  segmento  O'B' 
«i  mantiene  nel  piano  a  ;  per  consegaenza  il  cerchio 
descritto  dal  punto  B'  è  F  intersezione  del  piano  a 
<3on  la  superficie  laterale  del  cono,  e  il  circolo  è  V  in- 
tersezione fatta  nel  cono  dal  piano. 

La  parte  di  un  cono,  compresa 
^  tra  la  base  e  un  piano  segante  pa- 

rallelo alla  base,  si  dice  tronco  di  cono 
y  a  basi  parallele.  La  base  del  cono  e  la 

\  sezione,  fatta  nel  cono  dal  piano,  si 

^V^^SìzzAb'       dicono  le  basi  del  tronco  :  la  distanza 
Ac   ót---"^        ^^*  ^  piani  delle  basi' è  V altezza  del 

tronco  ;  la  parte  di  qualunque  lato  del 

cono,  che  è  compresa  tra  le  basi,  si 

dice  lato  (ed  è  Vapotema  del  tronco). 

H  tronco  di  cono,  che  abbiamo  considerato,  si  può 

intendere  sia  stato  generato  dal  trapezio  OBB'O'  in 

xin  giro  intorno  al  lato  00\  che  è  normale  alle  basi 

<iel  trapezio.  Le  basi  05,  O'B'  descrivono  le  basi  del 

tronco,  e  BB'  ne  descrive  la  superficie  laterale. 

937.  Teor.  La  superficie  laterale  di  un  tronco  di 
-cono  a  basi  parallele  ed  un  trapezio,  che  abbia  le  basi 
equivalenti  rispettivamente  ai  contorni  delle  basi  del 
tronco  e  V altezza  eguale  cdVapotema,  sono  equivalenti. 

nini.  Consideriamo  il  tronco  di  cono  a  basi  pa- 
rallele generato  in  un  giro  intomo  ad  00'  dal  tra^ 
pezio  OBB'O'.  La  superficie  laterale  del  tronco  è 
manifestamente  la  differenza  tra  le  superficie  laterali 
dei  due  coni  generati  dai  triangoli  TOJB,   yO'B\ 

Si  tiri  ora  per  B  il  segmento  jB-D,  normale  a  YB 
•ed  equivalente  al  cerchio  di  raggio  0  B.  Infine  con- 
dotto FD,  si  tiri  per  B'  h^B'D'  parallela  a  BD. 
Intanto,  perchè  due  cerchi  statino  tra  loro  [652] 
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come  i  raggi  (indicando  con  C  e  C  i  segmenti  equi* 
valenti  ai  cerchi  di  raggi  OJB  ed  O'B'),  abbiamo: 

C  :  C  —  OB  :  0'B\ 
Abbiamo  poi  le  proporzioni: 

OB  :  O'jB'  =  YB  :  YB' 
e  YB  :    YB'  =  BD  :  B'D\ 

Per  consegaenza  egli  è: 

C  :  C  =  BD  :  B'D'. 
Ma  per  supposizione  è  (7  =  BD\  quindi  è  anche  [468) 
C  =  B'D\  I  due  triangoli  YBD,  YB'D'\  poiché 


hanno  le  basi  BD^  B'D'  equivalenti  ai  contomi  delle 
basi  dei  coni  YAB^  YA'B'^  e  altezze  [281]  uguali 
agli  apotemi  dei  coni,  sono  equivalenti  [934]  rispetti- 
vamente alle  superficie  laterali  dei  due  coni  ;  e  però  iì 
trapezio  B'D' DB  è  equivalente  alla  superfìcie  late- 
rale del  tronco.  In  questo  trapezio  le  basi  BD^  B'D'' 
sono  appunto  equivalenti  rispettivamente  ai  contomi 
delle  basi  del  tronco,  e  l'altezza  BB'  è  Tapotema  del 
tronco.  Eesta  dunque  dimostrato  che  ecc. 

938.  Cor.  Se  r  ed  r'  indicano  i  valori  dei  raggi 
delle  basi  di  un  tronco  di  cono  ed  l  quello  dell'ape- 
tema,  Farea  della  superficie  laterale  è  espressa  [937; 
612;  654]  da: 

^ 1  =  n{r  +  r')l. 
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939.  Teor.  Un  cono  ed  una  piramide^  che  aòhiano 
basi  equivalenti  e  medesima  altezza^  sono  equivalenti, 

Dilli.  Sia  un  cono  qualnnqae.  Consideriamo  la 
classe  delle  piramidi  circoscritte  al  cono  e  quella  delle 
piramidi  iscritte;  codeste  due  classi  sono  contigue. 

Infatti,  poiché  qualunque  piramide  iscritta  è  parte 
•di  qualunque  piramide  circoscritta,  ogni  elemento 
•della  prima  classe  è  maggiore  di  qualunque  elemento 
della  seconda. 

Si  possono  poi  trovare  due  piramidi,  una  circo- 
scritta al  cono  e  Taltra  iscritta,  la  cui  differenza  sia 
minore  d'un  solido  dato  qualunque,  perchè,  se  si  parte 
da  due  piramidi  regolari,  una  circoscritta  e  T  altra 
iscritta,  le  cui  basi  abbiano  egual  numero  di  lati;  e  si 
vanno  successivamente  costruendo  piramidi  analoghe 
le  cui  basi  abbiano  numero  doppio  di  lati,  ogni  volta 
la  differenza  tra  le  piramidi  diventa  minore  della  metà 
della  differenza  tra  le  piramidi  precedenti  (^).  [659; 
850;  586].  Le  due  classi  sono  dunque  contigue. 

Ora  tra  le  classi  contigue  considerate  è  compreso 
manifestamente  il  cono  ;  ma  è  compresa  anche  una  pi- 
ramide, che^  avendo  altezza  eguale  a  quella  del  cono, 
abbia  la  base  equivalente  alla  base  del  cono.  Infatti, 
codesta  piramide  è  minore  di  qualunque  piramide  cir- 
coscritta, perchè  ha  base  minore,  ed  è  maggiore  di  qua- 
lunque piramide  inscritta,  perchè  ha  base  maggiore. 

Cosi  resta  provato  [639]  che  ecc. 

Q)  Infatti,  considerando  la  figura  del  §  659,  si  riconosce 
KÌhe  dalle  piramidi  triangolari,  che  costituiscono  la  differenza 
tra  due  piramidi  circoscritta  ed  iscritta  con  basi  di  n  lati,  si 
possono  ricavare  le  piramidi  che  costituiscono  la  differenza 
tra  le  piramidi  circoscritta  ed  iscritta  con  basi  di  2n  lati  e 
poi  altrettante  piramidi  equivalenti  alle  precedenti  [850],  e  che 
tuttavia  rimangono  dei  solidi. 
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940.  Cor.  H  volume  di  un  cono  è  uguale  ad  un, 
terzo  del  prodotto  della  base  per  Valtezza. 

Infatti  un  cono  è  equivalente  [939]  ad  una  pira- 
mide che  ha  la  base  equivalente  alla  base  del  cono  & 
la  medesima  altezza  del  cono;  e  il  volume  di  una. 
piramide  è  un  terzo  del  prodotto  della  base  per  l'al- 
tezza. [908]. 

941.  Se  r  dinota  il  valore  del  raggio  della  base 
d'un  cono,  h  quello  dell'altezza  e  t;  il  volume,  ab- 
biamo [663]: 

V  =  -^nr^h. 

949.  Teor.  n  volume  di  un  tronco  di  cono  è 
uguale  al  prodotto  di  un  terzo  deW altezza  per  la  som-^ 
ma  delle  basi  e  della  loro  media  proporzionale. 

Dim.  Consideriamo  il  tronco  di  cono  generata 
in  un  giro  intorno  s.d  AB  dal  trapezio   AB  CD  i 
cui  angoli  in  J.  e  -B  sono  retti.  Riguarderemo  codesta 
solido  come  differen- 
za tra  i  coni  generati 
in    un    giro   intomo 
ad  EB  dai  triangoli 
rettangoli      EBC, 
EAD. 

Supponiamo  che 
il    triangolo    FSK 
sia  equivalente  al  cir- 
colo di  raggio  B  G.  Allora,  se  il  segmento  FL  è  uguale 
ad  EB  e  normale  al  piano  FHKj  la  piramide  LFSK 
è  equivalente  [939]  al  cono  generato  dal  triangolo  EB  C. 

Ed  ora,  fatto  LM=EAj  si  tiri  per  Jf  il  piano 
parallelo  al  piano  FSK,  e  sia  MNO  la  sezione  che 
esso  fa  nella  piramide.  [782]. 
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Poiché  i  lati   dei   triangoli  FSK^  MNO  sono 
rispettivamente  paralleli  [784],  gli  angoli  dei  trian- 
goli sono  rispettivamente  uguali  ]  788],  opperò  [577]  i 
triangoli  sono  simili,  ed  abbiamo  la  proporzione  [569]: 
FSK  :  MNO  =  (FSy  :  (MN^. 

E  perchè  due  circoli  stanno  come  i  quadrati  dei 
raggi  [665],  se  indichiamo  con  X,  T  le  basi  dei  due 
coni^  abbiamo: 

X  :  Y=  (BCy  :  (ADy. 

E  perchè  i  segmenti  FH,  MN^  B  C,  AD  sono  in 
proporzione  [509,  455],  anche  [571]  i  loro  quadrati 
sono  in  proporzione.  Per  conseguenza  [455]  egli  è  : 

FHK  :  MNO  =  X  :  T. 

In  questa  proporzione  gU  antecedenti  sono  egua- 
li  ;  sono  quindi  eguali  [468]  anche  i  conseguenti.  Per- 
tanto la  piramide  LMNO  è  equivalente  al  cono  ge- 
nerato dal  triangolo  E  AD  [786,  860]  e  per  conse- 
seguenza  il  tronco  di  cono  è  equivalente  al  tronco 
di  piramide. 

Cosi  in  fine,  perchè  questi  due  solidi  hanno  basi 
rispettivamente  equivalenti  ed  uguale  altezza,  resta 
provato  [852]  che  U  volume  ecc. 
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CAPITOLO  XXIY 
SFERA 


#49«  n  solido,  die  vieii  descritto  da  un  semicìr- 
ecio  in  un  giro  intorno  al  diametio  de  è  pazte  dd 
contorno  del  semicìioolo  stesso,  si  dice  «/èr». 

La  superficie  della  sfera  ò  descritta  dal  semìc^- 
diio,  e  si  diiama  superficie  sferica  (e  spesso  sfera 
anch^essa,  senz'altro.  Ma  si  potrebbe  dire:  la  sferica^ 
in  luogo  di:  lasuperfieie  sferica,  come  si  dice:  la  reUa, 
in  luogo  di:  la  linea  retta). 

Il  centro  e  il  raggio  dd  semicìroolo,  che  ba  ge- 
nerato una  sfera;  si  dicono  rispettivamente  cetUro  e 
raggio  della  sfera. 

•MI.  Poiché  i  punti  del  semicerchio,  che  genera 
una  superficie  sferica,  hanno  dal  centro  distanze  ugua- 
li, e  queste  distanze  si  conservano 
invariate  durante  la  rotazione,    i  A 

punti  della  superficie  sferica  hanno  /^ 

eguaU  distanze  dal  centro.  f  f 

Reciprocamente,  se  un  punto  M        l  A^-^ 
ha  dal  centro  O  della  sfera  distan-  \\ 

za  eguale  al  raggio  del  semicerchio 
ABC  che  la  ha  generata,  il  punto 
2£  appartiene  alla  sfera.  Infatti,  se  si  conduce  un 
piano  per  Tasse  di  rotazione  AC  e  per  il  punto  jif, 
e  poi  in  questo  piano,  con  centro  O  e  raggio  OM  = 
OA  =  0(7,  si  descrive  mezzo  cerchio  che  termini  in 
A  e  Cj  9\  ottiene  una  delle  posizioni  del  semicerchio 
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l^neiutore.  Quindi  il  punto  M  giace  sulla  sfera.  Per-^ 
tanto  : 

Una  sfera  è  U  luogo  dei  punti^  le  cui  distanze  da  un 
punto  dato  sono  egtujdi  a  un  dato  segmento. 

951.  E  facile  riconoscere  [236]  che  un  raggio 
qualunque,  la  cui  orìgine  abbia  dal  centro  della  sfera 
clistanza  minore  del  raggio,  ha  in  comune  con  la  sfera 
xin  punto  ed  uno  soltanto.  La  sfera  è  dunque  una 
superficie  chiusa.  Un  punto,  che  abbia  dal  centro  della 
«fera  distanza  minore  del  raggio,  si  dice  intemo  alla 
«fera  ;  ed  è  estemo  ogni  punto,  che  ha  dal  centro  di- 
stanza maggiore  del  raggio. 

Ogni  segmento,  che  abbia  le  estremità  sopra  una 
«fera;  si  dice  corda  della  sfera  ;  ogni  corda,  che  passa 
per  il  centro,  si  dice  diametro  della  sfera;  e  perchè 
•ogni  diametro  è  doppio  del  raggio,  tutti  i  diametri 
<li  una  sfera  sono  eguali  tra  loro. 

959.  Teor.  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  è  maggiore  del  raggio^  il  piano  non 
ha  con  la  sfera  nessun  punto  in  comune^  ed  è  tutto 
esterno. 

Hiai*  Infatti,  poiché  il  segmento  normale,  con- 
dotto dal  centro  al  piano,  è  maggiore  del  raggio,  il 
piede  della  normale  è  esterno  alla  sfera.  Ed  ogni 
•altro  punto  del  piano  è  esterno  a  maggior  ragione^ 
perchè  [698]  ogni  segmento  obliquo,  tirato  da  un 
punto  ad  un  piano,  è  maggiore  del  segmento  nor- 
male tirato  al  piano  dal  punto  stesso. 

953*  Teor*  Se  la  distanza  di  un  piano  dal  centro 
di  una  sfera  è  uguale  al  raggio^  il  piano  ha  con  la  sfera 
un  solo  punto  in  comune^  ed  ogni  altro  punto  del  piana 
è  esterno  alla  sfera, 

Bim.  Infatti,  poiché  U  segmento  normale  tirata 

88 
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dal  cèntro  al  piano  e  uguale  al  raggio,  il  piede  del 
segmento  giace  sulla  sfera.  Ogni  altro  punto  del  piana 
è  estemo,  perchè  il  segmento  che  lo  unisce  col  centro,, 
essendo  [698]  maggiore  del  segmento  normale^  è  mag- 
giore del  raggio. 

954*  Teor,  Se  la  distanza  di  Un  piano  dal  centra 
di  una  sfera  è  minore  del  raggio,  il  piano  e  la  sfera  si. 
segano  lungo  un  cerchio. 

nini.  Infatti^  se  si  fa  centro  nel  piede  della 
normale  condotta  al  piano  dal  centro  della  sfera,  e 
si  descrive  sul  piano  un  cerchio  con  raggio  eguale  al 
cateto  di  un  triangolo  rettangolo,  che  abbia  il  seg- 
mento normale  per  altro  cateto,  e  il  raggio  della  sfera 
per  ipotenusa,  tutti  i  punti  del  cerchio  hanno  [683;  170) 
dal  centro  della  sfera  distanza  eguale  al  raggio  della 
sfera,  epperciò  appartengono  al  piano  e  alla  sfera. 

Ogni  altro  punto  del  piano,  preso  nell^  interno  del 
cerchio,  è  [703]  interno  alla  sfera,  giacche  il  segmenta , 
che  lo  unisce  col  centro,  ha  sul  piano  proiezione  mi« 
nore  del  raggio  del  cerchio.  Ed  ogni  punto,  preso  sul 
piano  esternamente  al  cerchio,  è  [703]  esterno  alla  sfera. 

955.  Sappiamo  [177]  che,  se  due  triangoli  rettan- 
goli hanno  ipotenuse  uguali,  e  un  cateto  del  prima 
è  maggiore  di  un  cateto  del  secondo^  il  rimanente 
cateto  del  primo  è  minore  del  rimanente  cateto  del 
secondo.  Perciò  di  due  sezioni,  fatte  in  una  sfera  da 
due  piani  che  abbiano  dal  centro  distanze  disuguali^ 
è  maggiore  quella  che  è  fatta  dal  piano  che  ha  la  di- 
stanza  minore. 

956.  Quando  un  piano  passa  per  il  centro  di  una 
sfera,  esso  la  sega  in  un  cerchio,  il  cui  raggio  à 
uguale  al  raggio  della  sfera.  Infatti,  poiché  l'interse- 
zione è  il  luogo  dei  punti  del  piano,  la  cui  distanza. 
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dal  centro  della  sfera  è  uguale  al  raggio  della  sfera, 
e  il  centro  di  questa  giace  nel  piano,  T  intersezione  è 
il  cerchio  che  ha  il  centro  nel  centro  della  sfera  e 
raggio  eguale  al  raggio  di  essa. 

n  cerchio,  in  cui  una  sfera  è  tagliata  da  un  piano 
condotto  per  il  centro,  si  dice  cerchio  massimo  della 
sfera.  Le  altre  sezioni,  fatte  da  piani  che  non  passano 
per  il  centro,  si  dicono  cerchi  minori,  (Ci  sono  poi 
circoli  massimi  e  circoli  minori). 

Area  della  superficie  sferica. 

957*  liemma,  Ij  area  della  superficie,  che  è  gene- 
rata da  un  segmento  in  un  giro  intorno  ad  una  retta  con 
cui  esso  giace  in  uno  stesso  piano  senza  essere  tagliato, 
è  tiguale  al  prodotto  della  lunghezza  del  cerchio  descritto 
dai  punto  di  mezzo  del  segmento  per  la  lunghezza  del 
segmento  stesso.  (}), 

Bini.  1^.  Quando  ìì  segmento  AB  è  parallelo  al- 
l'asse di  rotazione  X  F,  la  superficie,  che  esso  genera  in 

un  giro,  è  la  superficie  late- 
A        M        B  rale  di  un  cilindro  ;  opperò, 

I  I  se  C,  D,  N  sono  rispettiva- 

!  i  mente  le  proiezioni  sull'asse 

3L    e        N        D    9       delle  estremità  e  del  punto 

di  mezzo  del  segmento,   e 
indichiamo  con  8  l'area  della  superficie  generata  da 
AB,  abbiamo  [922]: 
>  8  =  27C  '  BD  •  AB. 

Ed  essendo  BD  =  MN,  egli  è: 

8  =2n  '  MN  '  AB. 

^  {})  Usiamo  per  brevità,  anche. nelle  dimostrazioni,   delle 

^         formule  che  esprimono  le  aree  e  i  volumi,  perchè  lo  scopo  finale 
è  di  trovare  V  area  e  il  volume  della  sfera. 


AB, 


c.  d.  d. 
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E  perchè  (2^  •  MN)  è  la  lunghezza  del  oerchio  di 
raggio  JU[iV'[654],  del  cerchio  adunque  descrìtto  dal 
punto  M^  per  il  caso  in  questione  il  teorema  è  dimo- 
strato. 

2^.  Quando  il  segmento  J.jS  ha  un^estremità  sul- 
Tasse,  la  superficie,  che  esso  genera  in  un  giro^  e  la 
superficie  laterale  di  un  cono;  opperò  [935]  egli  è: 

8  —  71  ^  BD  •  AB. 
Ma  poiché  nel  triangolo  ABD 
la  corda  MN  è  tirata  per  il 
punto  di  mezzo  del  lato  AB^ 
parallelamente  a  JSD,  essa  è 
la  metà  di  J51>,  ossia  è  JBD  = 
2MN.  Quindi  è: 

8  =  ^n  '  MN 

3**.  Quando  infine  il  segmento  AB  non  ha  nessun 
punto  sull'asse,  ne  è  parallelo  alleasse,  la  superficie, 
che  esso  genera  in  un  giro,  è4a 
superficie  laterale  di  un  tron- 
co di  cono  ;  epperò  [938]  egli  è  : 
8=z7i{AC  '\-BI>)^B.  Cosi, 
essendo  : 

AC  -{-  BD  =  2MN, 
abbiamo  8  =  271  -  MN  •  AB,  e.  d.  d.  (i). 

958*Iiem]iia.  L'area  deUa  superficie,  che  è  descritta 
da  un  segmento  in  un  giro  intorno  ad  una  retta  con  cui 
esso  sta  in  uno  stesso  piano  senza  essere  tagliato,  è  uguale 
al  prodotto  della  proiezione  del  segmento  suWasse  di 
rotazione  per  la  lunghezza  dd  cerchio  il  cui  raggio  è 
quella  parte  delVasse  del  segmento,  <ihe  è  compresa  tra  il 
segmento  e  V  asse  di  rotazione, 

(})  La  proposizione  sussiste  anche  se  il  segmento  AB  h 
normale  all'asse. 


^rt 


s  « 
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Noi  sappiamo  [957]  intanto  cbe,  se  J.^ 
cUbiota  la  lunghezza  del  segmento,  MN  la  distanza 
del  suo  punto  medio  Jf  dalFasse  XY,  eà  8  Tarea 

della  superficie  generata  da 
AB^  egli  è: 

a  =  ^71  ^  MN  •  AB. 

1^.  Quando  il  segmento  AB 

è  parallelo  all'asse,  esso  è  u- 

guale  a  CD,  sua  proiezione 

sull'asse;  ed  MN^  perchè  normale  ad  XF,  è  [281} 

normale  ad  AB.  Per  questo  caso  è  adunque: 

iS  =  2^  .  MN  .  CD, 
secondo  T  enunciato  della  proposizione.  [654]. 

2^.  Consideriamo  il  caso  in  cui  il  segmento  AB 

ha  un'estremità  sull'asse;  e 
sia  0  il  punto  dove  l' asse 
del  segmento  incontra  l'asse 
di  rotazione  X  F.  E  facile  ri- 
conoscere che  itriangoli  JL  J3i)^ 
MNO  hanno  gli  angoU  rispet- 
tivamente uguali;  quindi  [509]: 

AB  \  MO  =  AD  :  MN, 
cepperò  AB  •  MN  =  MO  -  AD. 

Sostituendo  nell'espressione  di  8,  otteniamo: 

8  =  271  '  MO  '  AD,  e.  d-  d. 

3^.  Passiamo  al  terzo  caso^ 
il  quale  ha  luogo  quando  il 
segmento  A  B  non  è  parallelo 
all'  asse  di  rotazione,  ne  ha 
con  questo  alcun  punto  in  co- 
mune; diciamo  0  il  punto  do- 
ve l'asse  &  AB  incontra  la  retta  XF,  e  tiriamo  A  E 
parallela  ad  X  F. 


^-i\ — ^ 


X  e       N  0  n  9 
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Dai  triangoli  ABE^  MNO,  poiché  hanno  gli  an- 
goli rispettivamente  uguali,  abbiamo  [509]: 

AB  :  MO  =  AE  :  MN, 
ossia  AB  :  MO  =  CD  :  MN, 

epperò  AB  •  MN  =  MO  •  CD. 

Sostituendo  nell'espressione  di  8,  otteniamo: 

8  =  271  '  MO  '  CD. 

Cosi  resta  provato  [654],  per  ogni  caso,  che  ecc. 

956.  liemma.  L^area  della  superficie,  che  vien 
generata  da  una  spezzata  regolare  in  un  giro  intorno  ad 
una  retta  che  passa  per  il  centro  della  spezzata,  giace  nel 
piano  della  spezzata  e  non  la  taglia,  è  uguale  al  prodotto 
della  lunghezza  dd  cerchio,  il  cui  raggio  è  V  apotema  déUa 
spezzata,  per  la  proiezione  deUa  spezzata  suW  asse  di 
rotazione, 

nini.  Sia  AB  CD  una  spezzata  regolare,  ed  0  il 
suo  centro.  Sia  OS  F apotema  della  spezzata,  ed  a,  h^ 
e,  d  le  proiezioni  dei 
vertici  A,  B,  C,  D 
sopra  una  retta  MN, 
che  giace  nel  piano 
della  spezzata,  passa 
per  il  centro  0  della 
spezzata  [369],  ma  M 
non  la  tagUa.  AUora 
ah,  he,  ed  sono  le  proiezioni  dei  lati  della  spezzata 
sulla  retta  MN,  e  ad  è  la  proiezione  dell'intera 
spezzata. 

Poiché  gli  assi  dei  lati  della  spezzata  passano  [212] 
per  0,  e  le  loro  parti  comprese  tra  i  lati  e  il  punto  0 
sono  [232]  tutte  uguali  ad  OH,  le  aree  delle  superficie 
che  vengono  generate  dai  segmenti  AB,  BC,  CD  in 
un  giro  intorno  ad   MN,   sono  espresse  rispettiva- 
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mente  [958]  da: 

2n  •  OS  •  ab,  2n  •  OS  •  6c,  2n  •  OS  •  crf; 
e  però  Tarea  della  superficie  generata  dalla  spezzata 
ò  espressa  appunto  da: 

271  '  OS{al  +  6c  +  ed)  —  2n  •  OS  •  ad. 

Osa.  E  manifesto  che  la  proposizione  sussiste  an« 
che  nel  caso  che  Tasse  di  rotazione  passi  per  una 
estremità  della  spezzata,  o  per  tutte  e  due. 

960.  La  parte  di  una  sfera,  che  è  compresa  tra 
due  piani  paralleli  che  incontrano  la  sfera,  si  dice  zona. 

Se  tutti  e  due  i  piani  segano  la  sfera,  la  zona  è 
limitata  da  due  cerchi  [954],  che  si  dicono  le  tasi  della 
zona.  Quando  uno  dei  piani  è  tangente,  cioè  ha  in 
comune  con  la  sfera  [953]  un  punto  solo,  in  tal  caso 
la  parte  di  sfera^  che  è  compresa  dai  piani,  o,  per  dir 
meglio,  ciascuna  delle  parti  in  cui  la  sfera  è  tagliata 
dal  piano  che  la  sega,  si  chiama  zona  a  una  base 
o  calotta. 

LMntera  sfera  si  può  considerare  come  una  zona 
compresa  tra  due  piani  normali  ad  uno  stesso  dia- 
metro nelle  estremità  e  quindi  [779]  paralleli  tra  loro, 
ed  ambidue  tangenti  [953]  alla  sfera. 

La  retta,  che  passa  per  il  centro  della  sfera  ed  è 
normale  al  piano  della  base  di  una  calotta  od  ai 
piani  [785]  delle  basi  di  una  zona,  si  dice  asse  della 
calotta  o  della  zona. 

La  distanza  dei  piani  [791]  delle  basi  di  una  zona 
8Ì  dice  altezza  della  zona. 

Per  una  calotta  F  altezza  è  la  distanza  del  centro 
della  calotta  (cioè  del  punto  dove  la  calotta  è  incon-- 
trata  dal  suo  asse)  dal  piano  della  base. 

La  sfera  è  una  zona  in  cui  T  altezza  è  uguale 
al  diametro. 


/ 
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La  sezione,  fatta  in  una  calotta  o  in  una  zona,  da 
una  falda  avente  per  origine  Passe,  si  dice  sesioneme*- 
riétiana  della  calotta  o  della  zona. 

La  sezione  meridiana  di  una  calotta  o  di  nna  zona^ 
in  un  giro  intorno  all^  asse,  genera  la  calotta  o  la  zona. 

69].«  Teor.jLa  classe  delle  superficie  generate,  in  un. 
giro  intomo  àWa^se  di  una  zona,  dalle  spezzate  regolari 
circoscritte  ad  una  sezione  meridiana  della  zona,  e  la, 
classe  delle  superficie  generate  dalle  spezzate  regolari 
iscritte  sono  contigue. 

]»im.  Sia  un  semicerchio  Jf  ^  di  centro  0.  Presa 
una  parte  qualunque  AD,  dividiamola  in  un  numera 
qualunque  Q)  di  parti  eguali;  sia  ad  es.  in  tre.  Ti- 
rando le  eorde  AB,  BC,  CD,  otteniamo  una  speziata 
regolare  iscritta.  Oonducendo  per  il  punto  di  mezzo^ 
di  ciascuno  degli  archi  eguali  la  tangente,  e  limitanda 
ciascuna  tangente  sui  prolungamenti  dei  raggi  con* 
dotti  alle  estremità  del  corrispondente  arco,  ottenia*^ 
mo  una  spezzata  regolare  A'B'C'D*  circoscritta  al-- 
l'arco  AD. 

1^.  Proveremo  in  primo  luogo  che  la  superficie» 
descritta  della  spezzata  A'B'C'D'  in  un  giro  intorna 
9kà  MN  e  maggiore  deUa  superficie  generata  dalla 
spezzata  iscritta. 

Intanto,  tirando  dai  punti  A,  A',  D,  D*^  le  nor- 
mali ad  MN,  otteniamo  in  ad  la  proiezione  della 
spezzata  iscritta  sull'asse,  e  in  a'd'  la  proiezione 
della  spezzata  circoscritta.  Tirando  da  0  la  normale 
ad  un  lato  della  spezzata  iscritta,  ad  es.  a  CD,  otte- 
niamo in    OH  l'apotema  della  spezzata  iscritta  H 

{})  Non  sappiamo  dividere  un  arco  qualunque  in  un  nu- 
mero qualunque  di  parti  eguali  ;  ma  qui  si  tratta  di  divisione 
ideale,  solo  pensata  a  scopo  di  dimostrazione. 
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prolungamento  di  OH^  poiché  dimezza  Parco  CDy 
incontra  il  cerchio  nel  punto  di  contatto  della  tan- 
gente. 

Ora  noi  sappiamo  [959]  che  la  superficie  descritta 
da  una  spezzata  regolare  in  un  giro  intomo  ad  una 
retta,  che  giace  nel  piano  della  spezzata,  passa  per  il 
centro  della  spezzata  e  non  taglia  la  spezzata,  è  equi* 
valente  ad  un  rettangolo,  che  ha  per  base  il  segmento 
equivalente  al  cerchio  il  cui  raggio  è  Tapotema  della 
spezzata,  e  che  ha  per  alt.ezza  la  proiezione  della 

spezzata  sull^  asse 
C  di  rotazione.  Per- 

tanto  la  superficie 
generata  dalla 
spezzata  circo^ 
scritta  è  ecjuiva- 
lente  al  rettango- 
lo, che  ha  per  base 
il  segmento  equi- 
valente al  cerchio  di  raggio  0  JE,  ed  altezza  eguale  ad 
^'(2'.  E  la  superficie  generata  dalla  spezzata  iscritta  è 
equivalente  al  rettangolo,  che  ha  per  base  il  segmento 
equivalente  al  cerchio  di  raggio  0  J7,  ed  altezza  eguale 
ad  ad. 

Dico  che  il  primo  dei  rettangoli  accennati  è  mag- 
giore del  secondo. 

Infatti,  essendo  OK  >  OH^  la  base  del  primo 
rettangolo  è  maggiore  della  base  del  secondo. 

Anche  l'altezza  a'd'  del  primo  è  maggiore  del- 
l'altezza  ad  del  secondo.  Infatti,  quando  le  estremità 
dell'arco  AD  cadono  da  bande  opposte  del  punto  di 
mezzo  dell'arco  MN^  ed  anche  quando  una  delle 
estremità  cade  nel  detto  punto  di  mezzo,  il  segmento 
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ad  e  una  parte  del  segmento  a'd\  Ma  anche  nel  caso 
che  ambedue  le  estremità  delParco  AD  cadano  da 
una  stessa  banda  del  punto  di  mezszo  dell^arco  MNj 
egli  è  a'd'  >  ad.  Infatti  il  segmento,  che  bisogna 
aggiungere  ad  ad  per  ottenere  a'd'j  è  maggiore  di 
quello  che  bisogna  sottrarre,  e  ciò  perchè  i  segmenti 
AA'  e  DD'  sono  eguali,  e  perchè  quello  che  forma 
con  Tasse  angolo  minore  ha  proiezione  maggiore. 

Infine,  osservando  che  qualunque  spezzata  circo- 
scritta all'arco  AD  ha,  l'apotema  eguale  ad  OX,  e  che 
qualunque  spezzata  iscritta  ha  proiezione  uguale  ad 
ad,  conchiudiamo  di  aver  dimostrata  la  prima  parte 
del  teorema. 

2**.  Per  dimostrare  la  seconda  parte,  dobbiamo 
partire  da  due  spezzate  regolari,  d'egual  numero  di 
lati,  quali  sono^  ad  es.,  quelle  della  nostra  figura. 

Costruiscansi  intanto  i  rettangoli  equivalenti  alle 
superficie  generate  dalle  spezzate. 

Se  UF  è  equivalente  al  cerchio  di  raggio  OKj 
ed  è  EL  ^a'd\  il  rettangolo  EQ  è  equivalente  alla 
superficie  genera- 
ta dalla  spezzata         

circoscritta.  Cosi,  s 
se  EB  è  equiva- 
lente al  cerchio  di 
raggio  OJ?,  ed  è 
E8=ad,  il  ret- 
tangolo ET  è  equivalente  alla  superficie  generata 
della  spezzata  iscritta. 

Prolungato  8T  in  F,  prendiamo  a  considerare 
i  rettangoli  SQ  ed  BVj  che  insieme  rappresentano 
la  differenza  tra  le  superficie  generate  dalle  due 
spezzate.  Vedremo  che,  quando  il  numero  dei  lati 


T 

E 


B 


F 
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<lelle  spezzate  sia  grande  abbastanza  ciascun  rettangolo 
è  minore  di  un  poligono  dato  qualunque. 

Nel  rettangolo  8Q  ls>  base  8V  è  costante.  L'al- 
tezza 8Lj  poiché  è  la  differenza  tra  a' d'  ed  ad,  è 
aguale  o  minore  di  2DD'.  Ora  DjD',  perchè  è  la  dif- 
ferenza tra  OD'  ed  OKj  è  minore  [165]  di  KD'  ;  e  per 
•conseguenza  è  2Z)jD'  <  C'D\  Ma  se,  avendo  una 
«pezzata  regolare  circoscritta,  se  ne  deduce  una  di 
numero  doppio  di  lati,  il  lato  di  questa  è  minore  della 
metà  del  lato  della  prima;  quindi,  se  il  numero  dei 
lati  di  una  spezzata  regolare  circoscritta  è  grande 
abbastanza,  8L  è  minore  di  qualsivoglia  segmento 
dato,  ed  il  rettangolo  8Q  h  minore  di  un  poligono 
•dato  qualunque.  [586]. 

Passando  a  considerare  il  rettangolo  B  F,  tro- 
viamo che  in  esso  è  costante  l'altezza  TR,  La  base 
JiFj  perchè  è  la  differenza  tra  i  segmenti  equivalenti 
^  due  cerchi  di  raggi  OKed  OJGT,  e  la  differenza  tra  1 
raggi,  si  può  rendere  minore  di  qualunque  segmento 
•dato^  anch'essa  può  esser  resa  minore  di  un  segmento 
dato,  qualsiasi.  (^).  Anche  il  rettangolo  B  V,  quando 
il  numero  dei  lati  delle  due  spezzate  è  grande  ab- 
bastanza, è  minore  d'un  poligono  dato  qualunque. 
Ed  altrettanto  si  può  dire  della  differenza  tra  le  su- 
perficie generate  dalle  due  spezzate. 

Cosi  si  è  dimostrato  che  ecc. 

96:9.  Da  quanto  abbiamo  veduto  nel  paragrafo  pre- 

(^)  Poiché  i  cerchi  sono  proporzionali  ai  raggi,  ponendo 
t  raggi  sui  lati  d' nn  angolo,  tutti  e  due  partendo  dal  vertice, 
•e  ponendo  sull'altro  lato  i  segmenti  equivalenti  ai  cerchi,  si 
riconosce  poi  agevolmente  [511]  che  la  differenza  tra  i  cerchi 
«i  può  render  minore  di  qualsivoglia  segmento  dato,  quando 
4;ale  si  può  far  diventare  la  differenza  tra  i  raggi. 
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cedente  concfaiadiamo  [639]  che  esiste  un  poligono  ed 
uno  soltanto,  ebe  è  minore  delle  superficie  generate* 
dalle  spezzate  regolari  circoscritte  alFarco  JLjD;  ed  è^ 
maggiore  delle  superficie  generate  dalle  spezzate  rego-^ 
lari  iscritte.  E  queste  superficie  differiscono  da  codesto^ 
poUgoao  tanto  meno  quanto  maggior  è  U  numero  dei 
lati  delle  spezzate  da  cui  sono  generate.  D^  altra  parte^ 
al  crescere  del  numero  dei  lati  delle  spezzate,  queste^ 
tendono  a  confondersi  (^)  con  V  arco  AD,  e  quindi  1& 
superficie  generate  dalle  spezzate  tendono  a  confon- 
dersi con  la  zona  generata  dalP  arco.  Queste  rifiessionl 
giustificano  la  seguente  : 

063.  Ber.  Una  zona  è  equivalente  al  poligono^  che- 
è  minore  delle  superficie  generate,  in  un  giro  intorno^ 
ausasse  della  zona^  daUe  spezzate  regolari  circoscritte  ai 
una  sezione  meridiana  della  zona  ed  è  maggiore  delie- 
superficie  generate  dalle  spezzate  regolari  iscritte, 

06#.  Teor.  Una  zona  è  equivalente  al  rettangolo^ 
che  ha  la  base  equivalente  a  un  cerchio  massimo  della 
sfera,  a  cui  appartiene  la  zona,  e  altezza  eguale  a  quéUa 
della  zona. 

I>im.  Infatti,  riferendoci  a  quanto  abbiamo  visto- 
precedentemente,  se  consideriamo  la  zona  generata  dal- 
Tarco  AD,  troviamo  che  il  rettangolo  E  V,  la  cui  base 
EFh  equivalente  al  cerchio  di  raggio  QK,  e  la  cui  al- 
tezza SE  è  uguale  ad  ad,  altezza  della  zona,  è  minore» 
del  rettangolo,  che  è  equivalente  alla  superficie  generata, 
da  una  spezzata  regolare  qualunque  circoscritta  all'ar- 
co J.jD,  ed  è  maggiore  del  rettangolo,  che  è  equivalente- 
alla  superficie  generata  da  una  spezzata  regolare  qua- 
lunque iscritta  nelFarco  stesso.  Quindi  [961,963]  le^ 
zona  è  equivalente  al  rettangolo. 

i})  S'intende:  in  senso  intaitivo. 
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965.  Cor.  l.^.  La  superficie  di  una  sfera  è  equivo' 
lente  aUa  somma  di  quattro  circoli  massimi. 

Infatti,  poiché  nna  sfera  è  una  zona  la  cui  altezza 
^  ugnale  al  diametro,  la  superficie  di  una  sfera  è  equi- 
valente [934]  al  rettangolo  che  ha  la  base  equiva- 
lente ad  un  cerchio  massimo  ed  altezza  eguale  ad  un 
diametro.  E  codesta  superficie  è  quadrupla  di  un  cir- 
<colo  massimo,  dacché  un  circolo  è  equivalente  [663] 
ad  un  triangolo  che  ha  la  base  equivalente  al  cerchio 
-qA  altezza  eguale  al  raggio. 

966.  Cor.  J5**.  Le  superficie  di  due  sfere  stanno  ira 
loro  come  i  quadrati  dei  raggi. 

Infatti,  poiché  le  superficie  di  due  circoli  stanno 
tra  loro  [665]  come  i  quadrati  dei  raggi,  anche  [460]  i 
quadrupli  delle  superficie  di  due  circoli  massimi  di  due 
sfere,  cioè  [965]  le  superficie  delle  sfere,  stanno  tra 
loro  come  i  quadrati  dei  raggi. 

967.  Cor.  8**.  Se  r  è  il  valore  del  raggio  d'una 
sfera  ed  ^  è  il  valore  dell'altezza  d'una  zona,  l'area 
•della  zona  é  espressa  [654]  da  2nrh. 

969.  Cor.  4^.  L' area  di  una  sfera  di  raggio  r  é 
•espressa  [967]  da  2nr  *  2r  =  ^nr^. 

La  stessa  espressione  risulta  anche  da  ciò  che  la 
superficie  d'una  sfera  é  quadrupla  di  quella  d'un  cir- 
<5olo  massimo  e  che  [663]  l'area  d'un  circolo  di  raggio 
r  é  espressa  da  ;^r^. 

969.  Due  falde,  uscenti  da  una  stessa  retta  pas- 
sante per  il  centro  d'una  sfera,  segano  la  sfera  in  due 
semicerchi  massimi  che  hanno  le  estremità  in  comune. 
Da  codesti  due  semicerchi  la  sfera  resta  divisa  in  due 
parti  che  si  chiamano  fusi.  I  due  mezzi  cerchi,  che 
limitano  un  fuso,  si  dicono  i  lati  del  fuso;  e  i  tennini 
dei  lati  si  dicono  i  vertici  del  fuso.  La  sezione  normale 
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del  diedro,  compreso  dalle  falde  in  cui  stanno  rispet- 
tivamente i  lati  di  un  fuso^  si  dice  angolo  del  fuso.  (Se> 
si  prende  per  vertice  della  sezione  normale  uno  dei 
vertici  del  fuso,  si  riconosce  che  l'angolo  del  fuso  à 
uguale  all'angolo  compreso  dai  raggi  tangenti  tirati  ai 
lati  del  fuso  per  uno  de'  vertici).  Un  lato  d'un  f  uso^ 
rotando,  in  senso  conveniente,  intorno  alle  sue  estre- 
mità fino  a  coincidere  con  l'altro  lato,  genera  il  fuso. 

9VO.  Teor.  Due  fìisi  appartenenti  a  una  stessa»- 
sfera,  oppure  a  sfere  uguali,  se  hanno  angoli  eguali,  sona 
eguali  ;  se  gli  angoli  sono  disuguali,  aW  angolo  maggiore 
corrisponde  fuso  maggiore. 

BJm.  Infatti,  nel  primo  caso,  se  i  fusi  vengono 
trasportati  uno  sulFaltro  in  modo  che  un  lato  dell'una 
coincida  con  un  lato  dell'altro,  e  che  cadano  da  una. 
stessa  banda  del  lato  comune,,  allora,  attesa  l'egua- 
glianza degli  angoli,  anche  l'altro  lato  del  primo  fusa 
cade  sull'altro  lato  del  secondo,  e  cosi  i  due  fusi 
coincidono.  Ecc. 

971.  Teor.  Due  fusi,  appartenenti  alla  stessa  sfera, 
oppure  a  sfere  uguali,  stanno  tra  loro  come  i  loro  angoli^ 

Blm.  Siano  ACBDA, 
AJEBFA,dxietu3Ì,eD(0)C 
F(0)JE  i  loro  angoli.  Dico 
che  un  fuso  sta  all'altro,  co- 
me l'angolo  del  primo  sta 
all'angolo  del  secondo. 

Diviso  F{0)Emn  par- 
ti eguali,  con  una  di  que- 
ste si  misuri  l'altro  angolo; 
sia  m  il  quoziente  e  ci  sia 
resto.  Poi,  per  il  diametro  AB  e  per  i  singoli  raggi 
che  dividono  i  due  angoli,  si  conducano  delle  falde. 
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Cosi  il  fuso  AEBFA  resta  tagliato  in  n  parti  egua- 
U  [970];  ecc. 

Oi:^.  Oss.  Poiché  una  sfera  si  può  considerare 
come  un  fuso  il  cui  angolo  è  di  quattro  retti,  per  otte- 
nere Tarea  f  di  un  fuso,  appartenente  ad  una  sfera 
di  raggio  r,  quando  sia  dato  il  valore  a  dell^angolo 
del  fuso  (cioè  il  rapporto  dell'angolo  del  fuso  ad  un 
angolo  retto),  si  porrà  la  proporzione  /*  :  4;^r^  =  a  :  4. 

Volume  della  sfera. 

073.  lienuna.  Il  volume  del  solido  generato  da  un 
triangolo  in  un  giro  intorno  ad  una  retta  la  quale  passa 
per  un  vertice  del  triangolo  ed  è  situata  nel  piano  del 
triangolo,  ma  non  lo  taglia,  è  uguale  ad  un  terzo  del 
prodotto  deWarea  della  superficie  generata  dal  lato  op- 
posto al  vertice  considerato,  moltiplicata  per  V  altezza 
corrispondente  a  questo  lato. 

Biin.  Sia  X  T  Tasse  di  rotazione,  il  quale  passa 
per  il  vertice  C  del  triangolo  ABC,  giace  nel  piano 
del  triangolo,  ma  non  taglia  il  triangolo.  Dico  che  il 
volume  del  solido,  generato  in  un  giro  dal  triangolo 


CD  A  y 


ABCjè  uguale  ad  un  terzo  del  prodotto  dell'area  della 
superficie  generata  dal  lato  AB  per  l'altezza  CHj  ti- 
rata da  C  Skd  AB.  Distingueremo  tre  casi. 

1**.  Il  lato  AB  abbia  un'estremità  A  sull'asse  (il 
quale  in  tal  caso  contiene  il  lato  AC).  Si  tiri  BD 
normale  all'asse.  Secondo  che  il  punto  D  cade  sul 
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lato  AC  o  sopra  d^un  prolnngamento,  il  solido  ge- 
nerato dal  triangolo  ABC  hls,  somma  o  la  differenza 
dei  coni  generati  dai  triangoli  ABD,  CBD.  Questi 
coni  hanno  in  comune  la  base,  che  è  il  circolo  descrìtto 
dal  segmento  BD\  \^  altezze  dei  coni  sono  rispetti- 
vamente i  segmenti  AD,  CD.  Quindi,  indicando  con 
la  notazione  «voi.  ABCi>  il  volume  del  solido  ge- 
nerato dal  triangolo  ABCj  abbiamo: 
voi.  ABC  =  voi.  ABD  ±  voi.  GBD 

»       =^7i{BDyAD  ±  ^  n(BDyCD 

»       =1.7t(BDy(ADdzCD) 

:>       =x^  •  -SD  •  BD  •  AC. 
Ora  i  due  prodotti  (BD  -AC)  e  (AB  >  CE)  sono 
eguaU,  perchè  rappresentano  entrambi  U  doppio  del- 
l'area del  triangolo  ABC\  quindi  è: 

voi.  ABC  =  ^  71  '  BJD  '  AB  >  CH. 
Ma  (n  •  BD  •  AB)  è  [777]  Tarea  della  superficie  gene- 
rata  da.  AB\  quindi  infine,  rappresentando  con  «area 
J.J3  »  Tarea  della  superficie  generata  da  AB,  abbiamo: 

voi.  ABC  =  ^  area  AB  •  Cff,       e.  d.  d. 

2**.  Consideriamo,  per  secondo^  il  caso  in  cui  il  seg- 
mento AB  non  ha  nessun 
punto  sull'asse,  ma  pro- 
lungato lo  incontra,  in  D.  H 
volume  del  solido  generato 
ési  ABC  eia.  differenza  dei 
volumi  dei  solidi  generati 
dai  triangoli  B  CD^  CAD,  che  sappiamo  valutare.  Onde  : 
voi.  ABC  =vol.  CDB  —  voi.  ADC 

»        =4- area  ^^  •  C'J?  —  4" area  AD  •  CS 

>       =i  (area  BD  —  area  AD)CE 

»       =  "8"  a^^®a  AB  •  CHj  e.  d.  d. 
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3^.  Consideriamo  per  ultimo  il  caso  in  cui  il  Iato 
AB  è  parallelo  alPasse.  Dai  pnnti  Aq  B  si  tirino  AE^ 
£2)  normali  alleasse.  Secondo  che  il  punto  C  cade 


H      B 


€111 


sul  segmento  DJE  o  sopra  un  prolungamento  di  DE^ 
abbiamo  : 

voi.  ABC  =  voi.  AB  DE  zp  voi.  CBD  —  voi.  CAE 
>     =7i(CHyDE^z~-n(CHyCD  —  ^n{C.HyCE 
=  n(CHy-Y(^DEip  CD  -  CE) 
CH  '  CE  '  2DE 


» 


}» 


» 


8 


;i; 


=  4-area  AB  •  CE. 


8 


97#.  Si  dice  settore  sferico  il  polido  generato  da 
un  settore  circolare,  il  cui  angolo  non  superi  un  an- 
golo biretto,  in  un  giro  intorno  a  una  retta  che  passi 
per  il  centro  del  settore,  giaccia  nel  piano  del  settore 
e  non  lo  tagli. 

Il  settore  sferico,  generato  dal  settore  circolare 
MOA  in  un  giro  intorno  al  diametro  MN,  è  termi- 
nato dalla  calotta  generata  dall^arco  MA  e  dalla  su- 
perficie conica  descrìtta  dal  raggio  OA,  Il  settore  sfe- 
rico, generato  dal  settore  circolare  AOB  in  un  giro 
intomo  al  diametro  MN,  è  terminato  dalla  zona  gene- 
rata dall'arco  AB  e  dalle  superficie  coniche  descritte 
dai  raggi  OA,  OB. 

La  zona  (o  la  calotta)^  che  è  parte  della  superfi- 
cie di  un  settore  sferico,  si  dice  la  base  del  settore. 

0V5.  Teor.  Il  volume  di  un  settore  sferico  è  uguale 

84 
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ad  un  terzo  del  prodotto  déWwrea  deUa  zona^  base  del 
settore^  per  il  raggio. 

Bim.  Coasideriamo  il  settore  sferico  generato 
in  un  giro  intorno  ad  Jf^  dal  settore  circolare 
AOD,  Inscriviamo  e  circoscriviamo  all^arco  AD  due 
spezzate  regolari 
di  n  lati;  siano  le  j^ 

spezzate  JLB  CD,  yy\  I     '^^^^ 

A'B'C'D'.È  ma- 
nifesto che  il  vo- 
lume del  settore 
sferico  è  com- 
preso tra  i  vo- 
lumi F  e  F  '  generati  in  un  giro  intorno  ad  MN  dai 
poligoni  OABCD  ed  O'A'B'O'B'.  E  poiché  questi 
volumi  sono  rispettivamente  le  somme  di  quelli  dei 
solidi  generati  dai  triangoli  OAB,  OBC,...  e  dai 
triangoli  OA'B',  0B'0\...,  abbiamo  [973]: 

7=  4- area ^J5  •  0H+  ^-area-BC-  OJgr+  4-area  CD- OH, 
»  =  4-(area  AB  +  area  BC  +  area  CD) OH 
»  =  4-area  ABCD  •  OH. 

Nello  stesso  modo  si  trova: 

7'  =  4-area  A'B'C'D'  •  OK. 

Quindi  è: 
7'  —  7=  4-area  A'B'C'D*  •  OS.  —  4-area  ABCD  -  OH, 
»       =  4-area  A'B'C'D'  •  OK  —  4-area  ABCD  •  OK 
+  4-area  ABCD  •  OK  —  4-*^*  ABCD  •  OH, 
>       =  4" (area  A'B'C'D'  —  area  ABCD)OK  + 

+  4-area  ABCD{OK  —  OH). 
Ora  noi  sappiamo  [961]  che  tanto  la  differenza 
area  A'B'C'D'  —  area  ABCD, 
quanto  la  differenza  {OK  —  OH),  prendendo  ab- 


1 


—  631  — 

bastanza  grande  il  numero  dei  lati  delle  spezzate,  si 
possono  rendere  tanto  piccole  quanto  si  voglia.  Con- 
chiudiamo che  si  possano  trovare  due  solidi  V  e  V, 
la  cui  differenza  sia  tanto  piccola  quanto  si  vuole. 

Ed  ora  si  formino  due  classi,  una  coi  solidi  V  e 
r  altra  coi  solidi  V.  E  manifesto  che  qualunque  dei 
primi  supera  qualunque  dei  secondi;  si  è  poi  dimo- 
strato che  se  ne  possono  trovar  due,  uno  d'una  classe 
e  r altro  dell'altra,  la  cui  differenza  sia  tanto  piccola 
quanto  si  voglia.  Le  due  classi  sono  dunque  contigue. 

Ora,  essendo  che  tra  le  superficie  generate  da 
due  spezzate  regolari,  una  circoscritta  e  l'altra  iscritta, 
è  sempre  compresa  la  zona  generata  dall'arco  AD, 
una  piramide,  che  abbia  base  equivalente  alla  zona  e 
altezza  eguale  al  raggio,  e  compresa  tra  le  classi  con- 
siderate. Tra  queste  è  poi  sempre  compreso  il  settore 
sferico  generato  dal  settore  OABCD.  Quindi  la  pira- 
mide ed  il  settore  sono  equivalenti;  e  per  conseguenza 
il  volume  del  settore  sferico  ecc. 

076.  Cor.  1^.  Il  volume  di  una  sfera  è  tatuile  a 
un  terzo  del  prodotto  deWarea  détta  sua  superficie  per 
il  raggio. 

Pertanto,  detto  r  il  raggio  della  sfera  e  v  il  volume 
di  essa,  abbiamo  [968]  : 

V  =  -Q-éiTir^  •  r      ossia      v  =  -g"^*"'* 

977.  Cor.  2*^.  I  volumi  di  due  sfere  stanno  tra 
loro  come  i  cubi  dei  raggi. 

Infatti,  se  t;  e  i;'  dinotano  i  volumi  di  due  sfere 
di  raggi  r  ed  r^,  essendo: 

v  =  4"^^*      ®      v'  =  -T^^'^ì 
è  appunto  v  :  v'  =  r^  :  r'^. 

078.  n  solido,  compreso  da  un  fuso  sferico  e  dai 

semicircoli  limitati  dai  lati  del  fuso  e  dal  diametro  co- 


—  532  — 

mune,  si  dice  unghia  sferica  o  spicchio  sferico»  Inten- 
deremo per  angolo  di  un'unghia,  l'angolo  del  fuso 
corrispondente. 

Nel  modo  stesso,  nel  quale  si  è  dimostrato  che  in 
una  stessa  sfera,  od  in  isfere  uguali,  due  fusi  stanno 
come  gli  angoli  corrispondenti,  si  dimostrerebbe  che 
anche  le  unghie  stanno  come  i  loro  angoli.  E  perchè  il 
volume  di  una  sfera  è  manifestamente  quello  di  un'un- 
ghia, il  cui  angolo  sia  diventato  di  quattro  retti,  per 
ottenere  il  volume  u  di  un'unghia,  quando  sia  dato  il 
valete  a  del  suo  angolo,  basta  porre  la  proporzione: 

u  :  -Y^^^  =  a  :  4. 

Esercizi. 

991.  Se  in  mezzo  cerchio  è  iscritta  ima  spezzata  regolare  e 
circoscritta  la  spezzata  simile,  la  superficie  sferica,  gene- 
rata dal  mezzo  cerchio  in  un  giro  intorno  al  diametro  che 
ne  unisce  le  estremità,  è  media  proporzionale  tra  le  su- 
perfìcie generate  dalle  due  spezzate. 

992.1  solidi,  generati  nella  rotazione  di  un  triangolo  rettan- 
golo intorno  ai  cateti,  sono  Inversamente  proporzionali  ai 
cateti. 

993.11  volume  del  solido,  generato  da  un  triangolo  in  un  giro 
intorno  ad  una  retta  che  sta  nel  piano  del  triangolo  e  non 
lo  traversa,  è  uguale  al  prodotto,  dell'area  del  triangolo 
per  il  cerchio  descritto  dal  centro  di  gravità  del  triangolo. 

994.  Segare  una  sfera  con  un  piano  talmente  che  un  circolo 
massimo  sia  medio  proporzionale  tra  le  calotte  in  cui  resta 
divisa  la  superfìcie  della  sfera. 

995.  La  zona,  che  due  date  sfere  concentriche  determinano  in 
una  sfera  qualunque  che  passi  per  il  loro  centro,  ha  area 
costante. 

996.  La  calotta,  che  una  sfera  data  taglia  via  da  una  sfera  che 
passa  per  il  centro  di  essa,  ha  area  costante. 

997.11  volume  del  cilindro  equilatero  iscritto  in  una  sfera  è 
medio  proporzionale  tra  il  volume   del   cono   equilatero 
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iscritto  e  il  volume  della  sfera.  (Un  cilindro  (od  un  cono) 
si  dice  iscritto  in  una  sfera,  se  la  sezione,  fatta  nel  cilin- 
dro (o  nel  cono)  da  un  piano  condotto  per  V  asse,  è  iscritta 
nel  cerchio,  in  cui  la  sfera  è  tagliata  dal  piano  stesso.  — 
Si  dice  circoscritto  invece,  se  ecc.  —  Un  cilindro  (od  un 
cono)  si  dice  equilatero,  se  il  lato  è  uguale  al  diametro 
della  base). 

998.  La  superficie  totale  del  cilindro  equilatero  iscritto  in  una 
sfera  è  equivalente  a  tre  quarti  della  superfìcie  sferica  ed  è 
media  proporzionale  tra  la  superficie  sferica  e  la  superfi- 
cie totale  del  cono  equilatero  iscritto. 

999.  La  superficie  della  sfera,  la  superficie  totale  del  cilindro 
circoscritto  e  la  superficie  totale  del  cono  equilatero  circo- 
scritto stanno  tra  loro  come  i  numeri  4,  6,  9. 

1000.11  volume  della  sfera,  il  volume  del  cilindro  equilatero 
circoscritto  e  il  volume  del  cono  equilatero  circoscritto 
stanno  tra  loro  come  i  numeri  4,  6,  9. 
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